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A B S T R A C T  

T h i s  book d e a l s  w i t h  p r o b l e m s  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  wave d i f f r a c -  
t i o n  on  b a r r i e r s  composed  o f  two d i s c o n n e c t e d  o b j e c t s  o f  c o m p l e x  
g e o m e t r i c a l  s h a p e .  The f u n d a m e n t a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  e q u a t i o n s  
a r e  d e s c r i b e d ,  a n d  p r o b l e m s  p e r t a i n i n g  t o  t h e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  
M a x w e l l  e q u a t i o n s  i n  v a r i o u s  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e  s y s -  
t e m s  a r e  c o n s i d e r e d .  The r e d u c t i o n  o f  v e c t o r  e l e c t r o d y n a m i c  p r o b -  
l e m s  t o  s c a l a r  ( w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a u x i l i a r y  p o t e n t i a l s )  p r o b l e m s  
i s  e x p l a i n e d .  S p e c i a l  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  t o  f u n d a m e n t a l  p r o p e r t i e s  
o f  s p e c i a l  wave f u n c t i o n s ,  f o r m u l a s  for e x p a n d i n g  p r i m a r y  f i e l d s  i n  
s e r i e s  w i t h  r e s p e c t  t o  wave f u n c t i o n s ,  a n d  t h e o r e m s  f o r  summing 
wave f u n c t i o n s  i n  c l y i n d r i c a l ,  e l l i p t i c  s p h e r i c a l ,  a n d  s p h e r o d i a l  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  The s o l u t i o n  t o  a number  o f  p r o b l e m s  i n v o l v i n g  
e l e c t r o m a g n e t i c  wave d i f f r a c t i o n  on c i r c u l a r  a n d  e l l i p t i c  c y l i n d e r s ,  
s p h e r e s ,  a n d  d i s k s  a r e  o b t a i n e d  by t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  o f  s e p a r a -  
t i o n  o f  v a r i a b l e s  g e n e r a l i z e d  f o r  t h e  c a s e  o f  two b o d i e s .  The 
n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o f  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  for t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  unknown f u n c t i o n s  i n  wave e i g e n -  
f u n c t i o n s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b o d y  a r e  g i v e n .  





ANNOTATION 

The b a s i c  e q u a t i o n s  f o r  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  d e s c r i b e d  
r i e f l y  i n  t h i s  b o o k ,  a n d  t h e  p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s e p a r a -  
i o n  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  a r e  s t u d i e d  i n  t h e  v a r i o u s  o r t h o g o n a l  
u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  as  a r e  t h o s e  w h i c h  a r e  a s s o c i a t e d  
i t h  t h e  r e d u c t i o n  of  e l e c t r o d y n a m i c  v e c t o r  p r o b l e m s  t o  s c a l a r  p r o -  
l e m s  r e l a t i v e  t o  t h e  a u x i l i a r y  p o t e n t i a l s .  A d i s c u s s i o n  i s  g i v e n  
f t h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  s p e c i a l  wave f u n c t i o n s ;  f o r m u l a s  a r e  
e r i v e d  f o r  e x p a n s i o n  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d s  i n t o  s e r i e s  o f  wave 
u n c t i o n s  a s  a r e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  for t h e  wave f u n c t i o n s  i n  c y l i n -  
r i c a l ,  e l i p t i c a l ,  s p h e r i c a l ,  a n d  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  

The  s o l u t i o n  t o  a number  o f  p r o b l e m s  i s  f o u n d  h e r e  o n  t h e  d i f -  
r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  o n  c i r c u l a r  a n d  e l l i p t i c a l  c y l -  
n d e r s ,  s p h e r e s ,  s p h e r o i d s  ( d i s c s ) ,  o b t a i n e d  by  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  

if s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  c a s e  o f  t w o  b o d i e s .  
j u e s t i o n s  a r e  s t u d i e d  o f  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  i n f i n i t e  s y s t e m s  
if l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  unknown 
u n c t i o n s  f o r  t h e  wave e i g e n f u n c t i o n s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b o d y .  

T h i s  book  i s  i n t e n d e d  for s t u d e n t s ,  e n g i n e e r s  a n d  o t h e r  p e r s o n s  
i n v o l v e d  w i t h  t h e  t h e o r y  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves  
ind  i t s  a p p l i c a t i o n .  

6 6  f i g u r e s ,  1 9 2  b i b l i o g r a p h i c  c i t a t i o n s .  

E d i t o r ,  S .  I .  Gayduk , 
C a n d i d a t e  P h y s i c a l - M a t h e m a t i c a l  

S c i e n c e s  

V 





FO REW 0 R D  

/ 6  The d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves on  b a r r i e r s  o f  a n  - 
a r b i t r a r y  s h a p e  i n v o l v e s  a number o f  w e l l - s t u d i e d  phenomena i n  t h e  
s e n s e  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e  p h y s i c a l  
p r o c e s s  a r e  known,  as  a r e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  m u s t  s a t i s f y  
t h e  f u n c t i o n s  s o u g h t .  I n  p r i n c i p l e ,  for a c o m p l e t e  d e t e r m i n a t i o n  
of  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  it i s  n e c e s s a r y  o n l y  t o  f i n d  a s o l u t i o n  t o  
t h e  e q u a t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t h a t  r e p r e s e n t  
a g i v e n  s p e c i f i c  s o u r c e  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  a n d  t h e  s h a p e  o f  t h e  
b a r r i e r  p r o d u c i n g  t h e  d i f f r a c t i o n .  

I n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n ,  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  p r o b l e m  o f  
d i f f r a c t i o n  c o n s i s t s  o f  i n t e g r a t i n g  t h e  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  
r e l a t i v e  t o  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  e l e c t r i c a l  a n d  m a g n e t i c  i n t e n s i t i e s  
E a n d  H o f  t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  w h i c h  s a t i s f y  c e r t a i n  b o u n d a r y  c o n -  
d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b a r r i e r  a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  
a l s o  on t h e  e d g e  ( i f  s u c h  e x i s t s ) .  

A s  y e t  t h e r e  i s  no  g e n e r a l  m e t h o d  f o r  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  
d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  for t h e  s h a p e  o f  t h e  s u r f a c e s  a c t u a l l y  u s e d  
b e c a u s e  o f  t h e  g r e a t  m a t h e m a t i c  d i f f i c u l t i e s  i n v o l v e d .  T h e i r  s o l u -  
t i o n  i s  e x t r e m e l y  c o m p l e x  e v e n  i n  t h e  ciase o f  s i n g l e  b a r r i e r s  u n d e r  
s i m p l e  a n d  i d e a l i z e d  c o n d i t i o n s .  

From t h e  m a t h e m a t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  t h e  a n a A y t i c a l  s i m p l i c i t y  
of  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  i s  a s s o c i a t e d  i n  f i r s t  o r d e r  w i t h  t h o s e  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  b a r r i e r  a n d  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n c i d e n t  
on i t  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  r e d u c i n g  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  
v e c t o r  p r o b l e m  t o  a s c a l a r  wave e q u a t i o n  f o r  a u x i l i a r y  s c a l a r  p o t e n -  
t i a l  f u n c t i o n s  ( H e r t z ,  D e b y e ,  e t c . ,  p o t e n t i a l s ) ,  t h a t '  s a t i s f y  t h e  
s i m p l e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on t h e  b a r r i e r  s u r f a c e .  I n  p a r t i c u l a r ,  
t h e  s u r f a c e  s h a p e  i s  s i m p l e  i f  i t  a g r e e s  w i t h  o n e  o f  t h e  c o m p l e t e  
c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  i n  t h e  c h o s e n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  a l l o w i n g  
s e p a r a t i o n  o f  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s .  

S t r i c t  s o l u t i o n s  for t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  w a v e s  e x i s t  f o r  two  c a s e s  o f  a c i r c u l a r  i n f i n i t e  c y l i n d e r ,  
a n  i n f i n i t e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  a s p h e r e ,  a s p h e r o i d ,  a n  i n f i n i t e l y  
t h i n  c i r c u l a r  d i s k  a n d  f o r  s e v e r a l  o t h e r  b o d i e s ,  whose  s u r f a c e s  
a g r e e  w i t h  t h e  s u r f a c e  of t h e  c o o r d i n a t e  c o n s t a n t  i n  t h e  r e s p e c t i v e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m .  They a r e  f o u n d  b y  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  o f  s e p a r -  
a t i o n  o f  v a r i a b l e s .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  number  o f  p r o b l e m s  w h i c h  /7 
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c a n  b e  s o l v e d  b y  t h i s  m e t h o d  i s  r a t h e r  l i m i t e d  s i n c e  t h e  s c a l a r  
wave f u n c t i o n  o f  H e l m h o l t z  Au+k2u = 0 may b e  s e p a r a t e d  o n l y  i n  
e l e v e n  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  B u t ,  i n  t h e s e  s y s t e m s ,  c o m p u t e r  c a l -  
c u l a t i o n  o f  t h e  v a l u e s  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  h a v e  
b e e n  d e l a y e d  b e c a u s e  o f  t h e  d i f f i c u l t i e s  w h i c h  o c c u r  i n  t a b u l a t i n g  
s p e c i a l  f u n c t i o n s  i n  w i d e  r a n g e s  o f  v a r i a t i o n  i n  t h e  a r g u m e n t s .  
However ,  i n  s p i t e  o f  t h e  i n c o m p l e t e n e s s  o f  s u c h  i n v e s t i g a t i o n s ,  
c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  a n d  t h e  i d e a s  b a s e d  on  t h e m  
a r e  e x t r e m e l y  v a l u a b l e  f o r  d e v e l o p i n g  a d i f f r a c t i o n  t h e o r y  a n d  f o r  
e x p a n d i n g  o u r  k n o w l e d g e  a b o u t  d i f f r a c t i o n .  

I n v o l v e d  i n  t h e  m o r e  c o m p l e x  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  t h e o r y ,  
w h i c h  i s  o f  g r e a t  p r a c t i c a l  a n d  t h e o r e t i c a l  s i g n i f i c a n c e ,  a r e  t h e  
p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  two  (or m o r e )  n e i g h -  
b o r i n g  r e f l e c t i o n s  o f  w a v e s .  T h e s e  t y p e s  o f  p r o b l e m s ,  w h i c h  r e -  
q u i r e  c a r e f u l  d e v e l o p m e n t ,  h a v e  b e e n  s t u d i e d  t o  a s i g n i f i c a n t l y  
s m a l l e r  d e g r e e  t h a n  h a v e  p r o b l e m s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  w a v e s  on  
s i n g l e  b a r r i e r s .  

I n  t h i s  book  p r o b l e m s  a r e  s t u d i e d  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  w a v e s  on  c o m p l e x  b a r r i e r s  composed  o f  two  m u t u a l l y  u n c o n -  
n e c t e d  b o d i e s  o f  d i f f e r e n t  g e o m e t r i c  c o n f i g u r a t i o n :  o n  t w o  i n f i -  
n i t e l y  l o n g  p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l i n d e r s ,  two  i n f i n i t e  e l l i p t i c a l  
c y l i n d e r s  ( b a n d s )  w i t h  p a r a l l e l  l o n g i t u d i n a l  a x e s ,  two  s p h e r e s ,  
t w o  e l l i p s o i d s  o f  r o t a t i o n  ( e x t e n d e d  a n d  f l a t t e n e d  s p h e r o i d s )  w i t h  
a common a x i s  o f  r o t a t i o n  a n d  f i n a l l y  two c o a x i a l  i n f i n i t e l y  t h i n  
i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k s ,  l o c a t e d  i n  a f i n i t e  u n i f o r m  i s o -  
t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r i c a l  a n d  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s ,  E ,  a n d  
w i t h  a c o n d u c t i v i t y  (5 = 0 .  The  b o d i e s  a r e  f i r s t  e x c i t e d  b y  a p l a n e  
e l e c t r o m a g n e t i c  wave or by  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  ( m a g n e t i c )  
d i p o l e  p l a c e d  a t  a g i v e n  p o i n t  n e a r  t h e  d i f f r a c t i n g  s y s t e m  or on 
t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  b o d i e s .  If t h e  p r o p e r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  
a r e  c h o s e n  t h e  v e c t o r  p r o b l e m s  a r e  r e d u c e d  t o  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o -  
b l e m s  f o r  t h e  H e l m h o l t z  wave e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  s c a l a r  p o t e n -  
t i a l s .  T h e i r  s t r i c t  s o l u t i o n s  a r e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  of s e p a r a t i o n  
o f  v a r i a b l e s .  T h i s  m e t h o d  ( i n  t h e  c a s e s  when i t  i s  a p p l i c a b l e )  i s  
a n  e f f e c t i v e  means  o f  f i n d i n g  t h e  n u m e r i c a l  ( a p p r o x i m a t e )  v a l u e s  
of  t h e  q u a n t i t i e s  d e f i n i n g  t h ' e  d e s i r e d  f i e l d s ,  w i t h  t h e  a i d  o f  com- 
p u t e r s  f o r  a r a t h e r  w i d e  r a n g e  of  v a r i a t i o n  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  p r o b l e m .  However ,  j u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  a s i n g l e  b a r r i e r ,  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  p o s s i b i l i t i e s  a r e  a l s o  l i m i t e d  h e r e  b y  t h e  d i f f i c u l -  
t i e s  w h i c h  o c c u r  i n  t a b u l a t i n g  t h e  wave f u n c t i o n s .  I n  p r a c t i c e ,  

b o d i e s  may b e  a c c o m p l i s h e d  ( w i t h  a n  a l l o w a b l e  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  
i n  c a l c u l a t i o n )  f o r  a l l  t h o s e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  f o r  w h i c h  
s o l u t i o n  i s  p o s s i b l e  o f  t h e  r e s p e c t i v e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  o n  a 
s i n g l e  b a r r i e r  ( i n  p a r t i c u l a r ,  i n  t h e  r a n g e  o f  l o n g  waves  a n d  w a v e s  
t h a t  a r e  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  b a r r i e r ) .  

a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m s  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  two  / 

The f i r s t  f i v e  c h a p t e r s  o f  t h e  b o o k ,  w r i t t e n  o n  t h e  b a s i s  o f  
C1-441 a r e  o f  a n  a u x i l i a r y  n a t u r e .  The  b a s i c  e q u a t i o n s  o f  t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  d e s c r i b e d  b r i e f l y  i n  them a n d  p r o b l e m s  

v i i i  



a r e  s t u d i e d  t h a t  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s e p a r a t i o n  o f  e q u a t i o n s  
o f  t h e  Maxwel l  s y s t e m  i n  d i f f e r e n t  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  a n d  w i t h  r e d u c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  v e c t o r  b o u n d a r y  
p r o b l e m s  t o  s c a l a r  o n e s  r e l a t i v e  t o  t h e  a u x i l i a r y  p o t e n t i a l s .  The  
H e l m h o l t z  wave e q u a t i o n  i s  s t u d i e d  i n  c y l i n d r i c a l ,  s p h e r i c a l ,  e l l i p -  
t i c a l  a n d  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s ;  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  s p e c i a l  wave 
f u n c t i o n s  a r e  d e s c r i b e d ;  f o r m u l a s  a r e  d e r i v e d  f o r  e x p a n s i o n  o f  t h e  
p r i m a r y  f i e l d s  i n t o  s e r i e s  o f  wave f u n c t i o n s  a n d  s u m m a t i o n  t h e o r e m s  
a r e  g i v e n  f o r  t h e m .  C e r t a i n  o f  t h e  r e s u l t s ,  i n  p a r t i c u l a r  t h o s e  
p e r t a i n i n g  t o  t h e  s u m m a t i o n  t h e o r e m s  f o r  wave f u n c t i o n s ,  b e l o n g  t o  
t h e  a u t h o r  ( f o r  s u m m a t i o n  t h e o r e m s  s ee  a l s o  [l, 24, 25, 27, 32, 35, 
40, 115, 131, 138, 154, 156, 1751). 

The d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  a r e  f o r m u l a t e d  a n d  s o l v e d  i n  C h a p t e r s  
6 t h r o u g h  9, w h i c h  i n c l u d e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  a u t h o r  [76-1041 p e r -  
t a i n i n g  t o  a s t r i c t  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  o n  t w o  
b o d i e s .  I n  e a c h  c h a p t e r  t h e  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  o n  two  b o d i e s  
a r e  p r e c e d e d  b y  p r o b l e m s  o f  s c a t t e r i n g  on a s i n g l e  b a r r i e r  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s h a p e .  They  h a v e  b e e n  s t u d i e d  i n  many s o u r c e s  ( a  
b i b l i o g r a p h y  o f  a l a r g e  number  o f  p a p e r s  d e v o t e d  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  
o f  w a v e s  on s i n g l e  b a r r i e r s  o f  t h e  s i m p l e s t  s h a p e  i s  c o n t a i n e d  i n ,  
f o r  e x a m p l e ,  [46-48, 50-56, 1 1 8 ,  124, 145, 152, 158, 15911, h o w e v e r  
w e  f e l t  i t  w o u l d  b e  u s e f u l  t o  g i v e  a b r i e f  d i s c u s s i o n  o f  t h e i r  
s o l u t i o n s  h e r e .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  s e v e r a l  p r o b l e m s  o f  t h e  t h e o r y  o f  d i f f r a c t i o n  
of w a v e s  on t w o  b o d i e s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  i n  C112, 117, 119, 129, 
130, 1491 ( p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  o f  i n f i n i t e  l e n g t h ) ,  [106, 
107, 132-136, 148, 1861 ( p a r a l l e l  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  o f  i n f i n i t e  
l e n g t h ) ,  ClO9, 1 1 0 ,  115, 1381 ( s p h e r e s ,  a d i s c u s s i o n  o f  s e v e r a l  
p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  o f  w a v e s  on two s p h e r e s  c a n  b e  f o u n d  a l s o  
i n  c108, 111, 137-139, 147, 164]), [146, 160-1621 ( c o a x i a l  d i s k s ,  
c i r c u l a r  o p e n i n g s  i n  a n  i n f i n i t e l y  t h i n  p l a n e  s c r e e n ) .  The d i f f r a c -  
t i o n s  o f  waves  on  s e v e r a l  b a r r i e r s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e  h a v e  b e e n  
s t u d i e d  i n  r e f e r e n c e s  C119-123, 163, 1911. 

The a u t h o r  e x p r e s s e s  h i s  a p p r e c i a t i o n  t o  P r o f e s s o r  V . P .  
S h e s t o p a l o v  a n d  V . A .  B o r o v i k o v  f o r  r e v i e w i n g  t h e  book  i n  m a n u s c r i p t  
a n d  f o r  a number  o f  u s e f u l  comment s .  
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PART ONE 
. C H A P T E R  1 

B A S I C  C O N C E P T S  O F  T H E  E L E C T R O M A G N E T I C  F I E L D .  S Y S T E M S  OF ORTHOGONAL 
C U R V I L I N E A R  C O O R D I N A T E S .  BOUNDARY P R O B L E M S  O F  T H E  

M A T H E M A T I C A L  T H E O R Y  O F  D I F F R A C T I O N .  

51. E q u a t i o n s  o f  t h e  E l e c t r o m a g n e t i c  F i e l d .  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s .  

By t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  w e  mean a s e t  o f  f o u r  v e c t o r s  E ,  / 9 a  
H, D ,  B y  w h i c h  a r e  t e r m e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  v e c t o r s  o f  t h e  i n t e n s i t y  
o f  t h e  e l e c t r i c a l  a n d  t h e  m a g n e t i c  f i e l d s  ( E ,  H )  a n d  v e c t o r s  o f  t h e  
e l e c t r i c a l  a n d  m a g n e t i c  i n d u c t i o n s  ( D ,  B ) .  T h e s e  v e c t o r s  a r e  as-  
sumed t o  b e  f i n t e  i n  t h e  e n t i r e  f i e l d  a n d  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  
a t  e a c h  s p a c e - t i m e  p o i n t  (z, y, z ,  t), i n  t h e  v i c i n i t y  o f  w h i c h  t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  medium a r e  c o n t i n u o u s .  B r e a k s  i n  
t h e  c o n t i n u i t y  o f  t h e  f i e l d  v e c t o r s  or t h e i r  d e r i v a t i v e s  may b e  
e n c o u n t e r e d  o n l y  a t  p o i n t s  o f  t h e  s u r f a c e  w h i c h  s e p a r a t e  m e d i a  w i t h  
d i f f e r e n t  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s .  The e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r -  
t i e s  o f  a m a t e r i a l  medium i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  q u a n t i t i e s 1  E ,  1-1, 
0 ,  w h e r e  E i s  t h e  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  1 ~ -  i s  t h e  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t y  
a n d  o i s  t h e  c o n d u c t i o n  o f  t h e  medium. 

- 

The s o u r c e s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  c u r r e n t s  a n d  
c h a r g e s ,  w h i c h  a r e  d e f i n e d  as  f u n c t i o n s  o f  t h e  p o i n t  a n d  t i m e  by  
means  o f  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  p a n d  t h e  v e c t o r  J o f  t h e  c u r r e n t  d e n -  
s i t y .  

A t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  medium w h i c h  i s  f i x e d  r e l a t i v e  t o  t h e  
c o o r d i n a t e  a x e s ,  t h e  f i e l d  v e c t o r s  s a t i s f y  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  o f  
Maxwel l  e q u a t i o n s ,  h a v i n g  t h e  fo rm2  

41p 4n ,(ext), +-- 3-k-  rotH = - . - P a D  
C at C C 

r o t E = - -  . ---, I ' a B  
C at 

div B = 0,  div D = 4np 

(1.1.1) 

~ ~. 

For t h e  ca ses  s t u d i e d  i n  t h i s  b o o k .  

* W e  h a v e  u s e d  a g a u s s i a n  s y s t e m  o f  m e a s u r e m e n t s .  

;'s Numbers  i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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( J  i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  c o n d u c t i o n  c u r r e n t s ;  J ( e x t )  i s  t h e  d e n s i t y  
o f  c u r r e n t s  o r i g i n a t i n g  f r o m  t h e  e f f e c t  o f  t h e  e x t r a n e o u s  e m f ;  e 
i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  i n  a v a c u u m ) .  E q u a t i o n s  (1.1.1) h a v e  p h y s i c a l  
s e n s e  o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e y  a r e  c o n s i d e r e d  a l o n g  w i t h  
t h e  s o - c a l l e d  m a t e r i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i e l d  

0 = E’E, 
B = p H ,  

3 = a E .  

(1.1.2) 

I n  a u n i f o r m  i s o t r o p i c  medium ( a  medium whose  e l e c t r o m a g n e t i c  
p r o p e r t i e s  r e m a i n  c o n s t a n t  w i t h  t r a n s i t i o n  f r o m  p o i n t  t o  p o i n t  a n d  
a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  t r a n s i t i o n ) ,  t h e  q u a n t i t i e s  
E ,  p, 0 a r e  s c a l a r  c o n s t a n t s  ( i n  a vacuum E = p = 1, 0 = 0 ) .  I n  
s u c h  a medium,  s y s t e m  (l.l.l), on t h e  b a s i s  o f  (1.1.21, a s s u m e s  t h e  
f o r m  

e a E  4na 431 ,(ext) 
c at C C 

rotH = - . -+- E+- 

r o t E = - -  P .-, a H  
C at ( 1 . 1 . 3 )  

div H = 0, div E = - 4%) , 
e 

If t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  c r e a t e d  b y  c u r r e n t s  a n d  c h a r g e s  
t h a t  d e p e n d  s i n u s o i d a l l y  o n  t h e  t i m e  t a n d  o s c i l l a t e  a t  a c i r c u l a r  
f r e q u e n c y  w,  t h e n  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  on  t i m e  i s  
d e s c r i b e d  b y  t h e  c o m p l e x  f u n c t i o n  e - f u t ,  it  i s  f e a s i b l e  t o  assumC3 
t h a t  t h e  f i e l d  v e c t o r s  a r e  r e a l  p a r t s  o f  e x p r e s s i o n s  s u c h  a s  F e - z w t ,  
w h e r e  F i s  a c o m p l e x  v e c t o r  ( c o m p l e x  a m p l i t u d e )  t h a t  i s  i n d e p e n d e n t  
o f  t h e  t i m e  t .  The Maxwel l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o m p l e x  a m p l i t u d e s ,  
if we r e t a i n  f o r  t h e m  t h e  d e s i g n a t i o n s  of t h e  f i e l d  v e c t o r s  r e p r e -  
s e n t i n g  t h e m ,  h a v e  t h e  f o r m  

4na - i we 431 ,(ext), rot H = E + -  
C C 

4nP 
divH = O., d i v E  = -. E 

(1.1.41 

The d e p e n d e n c e  o n  t i m e  c a n  b e  t a k e n  a l s o  i n  t h e  f o r m  eiwt.  Then  
i n  o r d e r  t o  c o n v e r t  f r o m  t h e  f o r m u l a s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  f u n c t i o n  
e - i w t ,  -i m u s t  b e  s u b s t i t u t e d  b y  i i n  t h e  f o r m u l a s  o f  i n t e r e s t  t o  
u s .  
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If i n t e r f a c e s  o f  t h e  d i f f e r e n t  m e d i a  e x i s t  i n  s p a c e ,  i t .  f c , l -  /I]. 
l o w s  t o  a d j o i n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t o  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n = .  
F o r  t w o  m e d i a  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  (a # co 1, t h e y  c o n s i s t  of  
t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  i n t e n s i t y  of t h e  e l e c t r i c a l  a n d  
m a g n e t i c  f i e l d s  r e m a i n i n g  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  d u r i n g  p a s s a g e  
t h r o u g h  t h e  i n t e r f a c e  o f  t h e  m e d i a .  I n  v e c t o r  f o r m ,  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  by  t h e  e q u a t i o n s ,  

(1.1.5) 

w h e r e  E l ,  H1 a r e  v e c t o r s  i n  medium I w i t h  c o n s t a n t s  € 1 ,  p l y  0 1 ;  E 2 ,  
H 2  a r e  v e c t o r s  i n  medium II w i t h  c o n s t a n t s  ~ 2 ,  ~ 2 ,  0 2 ,  a n d  n i s  a 

u n i t  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m e -  
d i u m  i n t e r f a c e ,  d i r e c t e d  f r o m  medium 
I t o  medium 11 ( F i g .  1). I n  r a d i o  
e n g i n e e r i n g ,  i t  i t  u s u a l l y  a s s u m e d  
t h a t  m e t a l  b o d i e s  h a v e  a n  i n f i n i t e l y  
l a r g e  c o n d u c t i v i t y  ( a  = co ) .  Such  
c o n d u c t o r s  a r e  c a l l e d  i d e a l l y  c o n d u c -  
t i n g .  The  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  d o e s  
n o t  p e n e t r a t e  i n s i d e  a n  i d e a l  c o n d u c -  

F i g .  1. F o r  D e t e r m i -  tor. T h e r e f o r e ,  i n  t h e  c a s e  i f ,  f o r  
n a t i o n  o f  t h e  B o u n d a r y  e x a m p l e ,  0 1  = 00 , t h e  v e c t o r s  E l ,  H 1  
C o n d i t i o n s .  i n  medium I a r e  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  

d u c t o r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  by  t h e  e q u a t i o n s  
z e r o .  On t h e  s u r f a c e  of  a n  i d e a l  c o n -  

4n. . 
[nH,1 = - J ,  

C ( 1 . 1 . 7 )  

w h e r e  j i s  t h e  v e c t o r  o f  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s ,  i n -  
d u c e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  i d e a l  c o n d u c t o r  b y  t h e  f i e l d  H 2 .  S i n c e  
t h e . v e c t o r  j d o e s  n o t  e n t e r  i n t o  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n ,  t h e n  e q u a t i o n  
(1.1.7) d o e s  n o t  i m p o s e  a n y  r e s t r i c t i o n s  o n  i t s  s o l u t i o n .  T h e r e -  
f o r e ,  on  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l  c o n d u c t o r ,  o n l y  c o n d i t i o n  (1.1.6) 
i s  u s e d ;  t h i s  c o n d i t i o n  r e q u i r e s  t h a t  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  v e c t o r  of  t h e  e l e c t r i c a l  i n t e n s i t y  E 2  d i s a p p e a r .  U s u a l l y  t h e  
s u r f a c e  c u r r e n t  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  e q u a t i o n  (1.1.7) a f t e r  s o l u t i o n  - / 1 2  
t o  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n s  i s  f o u n d .  

The  Maxwel l  e q u a t i o n s ,  a l o n g  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  
p e r m i t  u n i q u e l y  f i n d i n g  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  s p a c e  u n d e r  
c e r t a i n  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  f o r  i n f i n i t y .  I f  t h e  medium p o s s e s s e s  
a c o n d u c t i v i t y ,  e v e n  a m i n i m a l  o n e ,  t h e s e  c o n d i t i o n s  r e q u i r e  t h e  
f i e l d  f r o m  a n y  s y s t e m  o f  e m i t t e r s  c o m p l e t e l y  l y i n g  i n s i d e  a c e r t a i n  
f i n i t e  r e g i o n  t o  become i n f i n i t e .  I f  t h i s  s a m e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  
medium i s  e q u a l  t o  z e r o ,  t h e y  t h e n  a r e  e x c h a n g e d  b y  t h e  s o - c a l l e d  
c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  ( S o m m e r f e l d  c o n d i t i o n )  w h i c h  r e q u i r e s ,  a t  
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i n f i n i t y ,  t h a t  t h e r e  e x i s t  o n l y  w a v e s  w h i c h  d r i f t  i n t o  i n f i n i t y ,  
b u t  d o  n o t  l e a v e .  The a n a l y t i c a l  s i g n  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i -  
a t i o n  e x i s t s  i s  t h a t  t h e  b o u n d a r y  e q u a t i o n s  

lim r (% au - iku) = 0, lim u =‘O, 
r -  m r* (1.1.8) 

a r e  s a t i s f i e d ;  by  u we mean a n y  of  t h e  c o m p o n e n t  v e c t o r s  E ,  H .  
F o r  a t w o - d i m e n s i o n a l  s p a c e  t h e  c o n d i t i o n  of r a d i a t i o n  i s  w r i t t e n  
i n  t h e  f o r m  

(1.1.9) 

I n  (1.1.8) a n d  (1.1.91, k i s  t h e  wave number d e f i n e d  i n  t h e  
n e x t  s e c t i o n .  

5 2 .  Wave E q u a t i o n s  f o r  t h e  V e c t o r s  E,,  H .  P o t e n t i a l s  o f  t h e  
E l e c t r o m a g n e t i c  F i e l d .  

From (1.1.4) we c a n  o b t a i n  e q u a t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e  v e c t o r s  
E ,  H s e p a r a t e l y .  T h u s ,  a p p l y i n g  t o  t h e  f i r s t  of t h e  e q u a t i o n s  of 
t h e  s y s t e m  t h e  o p e r a t i o n  r o t ,  we f i n d  

4n /-(ext). 
rotE + - r O t J  ‘4no --, i WE 

C 
rot rotH = 

C 

If w e  d~3op  r o t  E f r o m  h e r e  a n d  u s e  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  t h e  s y s -  
t e m  a n d  a s s u m e  t h a t  i n  r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  f o r  a n y  
v e c t o r  F t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  i s  v a l i d :  

rot rot P = grad div F - A  F, 
(1.2.1) 

w h e r e  by d e f i n i t i o n  A F  i s  a v e c t o r  whose  r e c t a n g u l a r  c o m p o n e n t s  a r e  /1: 
e q u a l  t o  A F x ,  AFy, A F Z ,  a n d  w h e r e  A i s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  L a p l a c e  
o p e r a t o r ,  w e  f i n d  ( d i v  H = 0 )  

- 

H e r e  

(1.2.2) 

(1.2.3) 

w 2 n  ( i n  a vacuum,  k = - = - = k 0 ,  A 0 i s  t h e  wave l e n g t h ) .  I n  t h e  same 

m a n n e r ,  i f  we d r o p  t h e  v e c t o r  H from s y s t e m  (1.1.4), we o b t a i n  a n  
A 0  
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q u a t i o n  f o r  t h e  v e c t o r  E :  

( 1 . 2 . 4 )  

0 t h  e q u a t i o n s  ( 1 . 2 . 2 )  a n d  ( 1 . 2 . 4 )  a r e  w r i t t e n  i n  r e c t a n g u l a r  c o -  
r d i n a t e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  u i s  o n e  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  compo- 
e n t s  o-f t h e  v e c t o r  E or of  t h e  v e c t o r  H ,  t h e n  

A u + k2U = f ,  

h e r e  f i s  a known f u n c t i o n .  

An e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e ,  

A F + k2 F = P, 

( 1 . 2 . 5 )  

( 1 . 2 . 6 )  

h e r e  P i s  a known v e c t o r  a n d  F i s  a n  unknown v e c t o r ,  i s  t e r m e d  a 
onhomogeneous  ( h o m o g e n e o u s ,  i f  P 5 0 )  H e l m h o l t z  v e c t o r  wave e q u a -  
i o n .  An e q u a t i o n  s u c h  as  ( 1 . 2 . 5 1 ,  w h e r e  u a n d  f a r e  s c a l a r  f u n c -  
i o n s ,  i s  c a l l e d  a nonhomogeneous  ( h o m o g e n e o u s ,  i f  f z 0 )  H e l m h o l t z  
c a l a r  wave e q u a t i o n .  U s u a l l y  e q u a t i o n s  ( l i 2 . 5 )  a n d  ( 1 . 2 . 6 )  a r e  
i m p l y  c a l l e d  H e l m h o l t z  s c a l a r  a n d  v e c t o r  nonhomogeneous  ( h o m o g e n e o u s )  
q u a t i o n s .  

E q u a t i o n s  ( 1 . 2 . 2 )  a n d  ( 1 . 2 . 4 )  a r e  n o t  a t  a l l  e q u i v a l e n t  t o  
y s t e m  (1.1.41, s i n c e  t h e  v e c t o r s  E a n d  H a r e  r e l a t e d  among them-  
e l v e s  by  t h e  e q u a t i o n s  i n  (1.1.41, o n  t h e  s t r e n g t h  o f  w h i c h  t h e y  
o n o t  a p p e a r  t o  b e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n s  ( 1 . 2 . 2 )  a n d  
1.2.4). T h e r e f o r e ,  i n  f a c t ,  o n l y  o n e  o f  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n s  
s u s e d ,  f o r  e x a m p l e ,  f o r  t h e  v e c t o r  E ,  a f t e r  d e t e r m i n a t i o n  o f  w h i c h  
h e  v e c t o r  H i s  f o u n d  f r o m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  s y s t e m  (1.1.4). 

From ( 1 . 2 . 2 )  a n d  ( 1 . 2 . 4 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  n o n h o m o g e n e i t y  
F t h e  H e l m h o l t z  e q u ? - t i o n s  i s  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  e x t r a n e o u s  
i r r e n t s  a n d  c h a r g e s  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  s y s t e m  ( 1 . 1 . 4 )  i s  d e t e r -  
i n e d .  I n  f a c t  nonhomogen 'eous  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d s  a r e  u s u a l l y  
a t  s a t i s f i e d ,  s i n c e  f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  f i e l d  c r e a t e d  b y  t h e s e  
u r r e n t s  a n d  c h a r g e s  i t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  p r o c e e d  d i r e c t l y  f r o m  / 1 4  
~ s t e m  ( 1 . 1 . 4 )  or i t  i s  m o r e  f e a s i b l e  t o  i n t r o d u c e  i n t o  c o n s i d e r -  
i i o n  c e r t a i n  a u x i l i a r y  q u a n t i t i e s .  

-- 

From ( 1 . 1 . 4 )  i t  f o l l o w s  t h a t ,  for d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o -  
a g n e t i c  f i e l d ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  s i x  s c a l a r  e q u a t i o n s  f o r  
h e  s i x  c o m p o n e n t  v e c t o r s  E a n d  H. However ,  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  
s y  b e  r e d u c e d  t o  a f o r m  i n  w h i c h  t h e  number  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  
u a n t i t i e s  d e t e r m i n i n g  t h e  f i e l d  w i l l  b e  l e s s  t h a n  s i x .  One o f  t h e  
e t h o d s  o f  s u c h  a r e d u c t i o n  i s  t h e  i n t r o d u c t i o n  i n t o  ' c o n s i d e r a t i o n  
f t h e  a u x i l i a r y  q u a n t i t i e s ,  ; .e .  , t h e  f i e l d  p o t e n t i a l s .  L e t  u s  
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e s t a b l i s h  them a f t e r  f i r s t  a s s u m i n g  t h a t  i n  (1.1.4) J ( e x t )  E 0 a n d  
p E 0 .  

From t h e  s o l e n o i d a l i t y  o f  t h e  v e c t o r  H ( d i v  H = 0 )  i t  f o l l o w s  
t h a t  i t  c a n  b e  w r i t t e n  w i t h  t h e  h e l p  o f  a n o t h e r  v e c t o r  A i n  t h e  
f o r m  

( 1 . 2 . 7 )  

(11 = c o n s t ;  A i s  a n  a r b i t r a r y  v e c t o r ) .  Then  on  t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 2 . 7 )  
f r o m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  of s y s t e m  (1.1.4) w e  f i n d  

rot (E - ik, A) = 0, 

i . e . ,  t h e  v e c t o r  E - i k o A  i s  a p o t e n t i a l  v e c t o r ,  a n d  t h e r e f o r e  may 
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a g r a d i e n t  o f  a c e r t a i n  s c a l a r  f u n c t i o n  
$ :  

E = ik, A -grad cp. 
( 1 . 2 . 8 )  

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  ( 1 . 2 . 7 )  a n d  (1.2.8) i n t o  t h e  s t i l l  u n u s e d  f i r s t  
e q u a t i o n  of s y s t e m  ( 1 . 1 . 4 )  , w e  f i n d  a f t e r  s e v e r a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
a n d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 1 )  t h a t  i n  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n 4  

rp=o div A + - k2 
ik, (1.2.9) 

t h e  v e c t o r  A a n d  t h e  s c a l a r  f u n c t i o n  $ w i l l  b e  s o l u t i o n s  t o  t h e  
homogeneous  e q u a t i o n s  (1.2.6) a n d  ( 1 . 2 . 5 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e  t h e s e  
e q u a t i o n s  f o r  A a n d  $ h a v e  b e e n  d e r i v e d  f r o m  t h e  b a s i c  e q u a t i o n s  
of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  t h i s  f i e l d  w i l l  t h e n  a l s o  s a t i s f y ,  
t h e  v e c t o r s  E a n d  H,  f o u n d  t h r o u g h  A a n d  $ f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  
( 1 . 2 . 7 )  a n d  ( 1 . 2 . 8 ) .  T h u s  u s i n g  t h e  v e c t o r  A a n d  t h e  s c a l a r  f u n c -  
t i o n  4 ,  i n t r o d u c e d  a s  d e s c r i b e d ,  s e e k i n g  t h e  v e c t o r s  E a n d  H i s  
r e d u c e d  t o  f i n d i n g  t h e  f o u r  s c a l a r  q u a n t i t i e s ,  i . e . ,  t h e  f u n c t i o n  
C$ a n d  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  A .  The  f u n c t i o n s  A a n d  $ a r e  
c a l l e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  v e c t o r  a n d  s c a l a r  e l e c t r o d y n a m i c  p o t e n -  
t i a l s .  

The e x i s t e n c e  o f  a r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 2 . 9 )  b e t w e e n  t h e  p o t e n t i a l s  
A a n d  $ p e r m i t s  e x p r e s s i n g  t h e m ,  a n d  i n  t h e  same way t h e  v e c t o r s  
E a n d  H as w e l l ,  t h r o u g h  o n e  a u x i l i a r y  v e c t o r  a n d  as  a r e s u l t  r e -  
d u c i n g  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  v e c t o r s  E a n d  H t o  s e e k i n g  o n l y  

T h i s  c o n d i t i o n ,  s o m e t i m e s  t e r m e d  t h e  L o r e n t z  c o n d i t i o n ,  r e m o v e s  
t h e  i n d e t e r m i n a n c y  i n  d e t e r m i n i n g  A a n d  4 .  
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k h r e e  s c a l a r  q u a q t i t i e s ,  i . e . ,  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h i s  v e c t o r .  L e t  
Is d e n o t e  it by II a n d  s e t  

-t 

cp =- div n. 

I 'hen c o n d i t i o n  ( 1 . 2 . 9 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  

-+ 
q h e r e  I[ s a t i s f i e s  t h e  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n  

A5 + k' 5 = 0. 

( 1 . 2 . 1 0 )  

( 1 . 2 . 1 1  

( 1 . 2 . 1 2 )  

1 : q u a t i o n  ( 1 . 2 . 1 2 )  i s  a l s o  a c o n s e q u e n c e  of t h e  b a s i c  e q u a t i o n s  o f  
i h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e j d ,  t h e r e f o r e  i t  w i l l  a l s o  s a t i s f y  t h e  v e c t o r s  
: a n d  H, f o u n d  t h r o u g h  II f r o m  t h e  f o r m u l a s  

* -c + 
E = grad div II + k2 I1 = rot rot n, 

( 1 . 2 . 1 3  ) 

r o u n d  f r o m  ( 1 . 2 . 7 )  a n d  ( 1 . 2 . 8 )  by  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 1 . 2 . 1 0 )  a n d  
( 1 . 2 . 1 1 ) .  I n  o t h e r  w o r d s ,  a n y  s o l u t i o n  t o  t h e  v e c t o r  e q u a t i o n  
( 1 . 2 . 1 2 )  w i l l  d e t e r m i n e  a c e r t a i n  e l e c t r o 2 a g n e t i c  f i e l d  by means  o f  
t h e  e x p r e s s i o n s  i n  ( 1 . 2 . 1 3 ) .  T h e  v e c t o r  II, t h r o u g h  w h i c h  t h e  p a r -  
i i c u l a r  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 2 . 3 ) ,  
i s  c a l l e d  a H e r t z  e l e c t r i c  v e c t o r ,  a n d  t h e  f i e l d  d e t e r m i n e d  by  them 
i s  c a l l e d  a n  e l e c t r i c a l  t y p e  f i e l d .  

S i n c e  i n  a s p a c e  t h a t  i s  f r e e  of c h a r g e s ,  t h e  v e c t o r  E i s  a l s o  
s o l e n o i d a l  ( d i v  E = O ) ,  t h e n  i n  a s i m i l a r  m a n n e r  a n o t h e r  s o l u t i o n  
t o  (1.1.4) c a n  b e  c o n s t r u c t e d ,  h a v i n g  t h e  f o r m  

E=- ' rotA*, 
E 

( 1 . 2 . 1 4  ) 

w h e r e  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  

(1.2.15) 
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t h e  e l e c t r o d y n a m i c  p o t e n t i a l s  A$: a n d  $ *  a r e  s o l u t i o n s  t o  t h e  homo- 
g e n e o u s  e q u a t i o n s  (1.2.6) a n d  ( 1 . 2 . 5 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  A f t e r  w r i t i n g  

(1.2.16) 

we f i n d  f r o m  ( 1 . 2 . 1 4 1 ,  for s o l u t i o n  t o  s y s t e m  . ( 1 . 1 . 4 ) ,  t h e  e x p r e s s i o n  

-b 
E = i& p rot n*, 

H == grad div II* + k2 11* = rot rot II*, 
+ 3 3 

( 1 . 2 . 1 7 )  

w h e r e  t h e  v e c t o r  3" i s  a n y  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 1 2 ) .  

-% -1. 

The v e c t o r  JI", t h r o u g h  w h i c h  t h e  p a r t i c u l a r  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  i s  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 2 . 1 7 ) ,  i s  c a l l e d  a H e r t z  m a g n e t i c  
v e c t o r ,  a n d  t h e  f i e l d  d e t e r m i n e d  by  i t  i s  c a l l e d  a m a g n e t i c  t y p e  
f i e l d .  

C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  r e g i o n  i n  w h i c h  E ,  p a n d  0 a r e  c o n s t a n t s ,  
a n d  J ( e x t )  = 0 ,  p = 0 ,  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  may b e  s e p a r a t e d  
i n t o  two c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i e l d ,  o n e  o f  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  
H e r t z  e l e c t r i c  v e c t o r  b y  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 2 . 1 3 )  and  t h e  s e c o n d  by  
t h e  H e r t z  m a g n e t i c  v e c t o r  by t h e  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 2 . 1 7 ) .  The c o m b i -  
n a t i o n  o f  e x p r e s s i o n s  (1.2.13) a n d  ( 1 . 2 . 1 7 )  g i v e s  t h e  m o s t  common 
r e p r e s e n t a t i o n  for t h e  v e c t o r s  E a n d  H o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  
n a m e l y ,  

* 
E=rotrotTi+i$protn*,  

H = rot rot n*- - rot II, 
Is ( 1 . 2 . 1 8 )  

4 ik2 

itoP 

-+ 
w h e r e  II a n d  z" a r e  t h e  s o l u ' t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 2 . 1 2 ) .  

I n  s y s t e m  (1.1.41, if w e  make t h e  s u b s t i t u t i o n ,  

as  a r e s u l t  t h e n  we f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

( 1 . 2 . 1 9 )  

( 1 . 2 . 2 0 )  

div H*= T - 4n' 1/$ p, div E* = 0, 
P 
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w h i c h  may b e  a s s u m e d  t o  b e  a s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  

, c r e a t e d  b y  t h e  i m a g i n a r y  " m a g n e t i c "  c u r r e n t  t f i e l d  E'.', H:: 

a n d  t h e  i m a g i n a r y  " m a g n e t i c "  c h a r g e s  w i t h  t h e  d i s t r i b u t i o n  d e n s i t y  /17 

T./X p . If w e  i n t r o d u c e  i n t o  t h e  s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  
e 

t h e  imag i -na ry  m a g n e t i c  c u r r e n t s  a n d  c h a r g e s ,  w e  t h e n  o b t a i n  a g e n -  
e r a l i z e d  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  ( t h e  a s t e r i s k s  a r e  o m i t t e d )  

4 n  rotH = - - lk2 E + - J,, 
koP C 

4 n  rotE = i & p  H-- J,, 
C 

(1.2.21 1 
4 n  4 n  

e '  P 
divE = - per divH = - pm, 

i n  w h i c h  J, i s  t h e  e x t r a n e o u s  e l e c t r i c a l  c u r r e n t s ;  Pe i s  t h e  d i s t r i -  
b u t i o n  d e n s i t y  of  t h e  e l e c t r i c a l  c h a r g e s ;  J m  i s  t h e  i m a g i n a r y  e x t r a -  
n e o u s  m a g n e t i c  c u r r e n t s  a n d  Pm i s  t h e  d i s t r i b u t i o n  d e n s i t y  of t h e  
i m a g i n a r y  m a g n e t i c  c h a r g e s .  From (1.2.21), i n  t h e  same way as  b e -  

b u t  J e  # 0 ,  P e  # 0 ,  t h e  v e c t o r s  E ,  H of t h e  e l e c t r i c a l  t y p e  f l e l d  
w i l l  b e  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  t h e  p o t e n t i a l s  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  

f o r e ,  we c a n  e s t a b l i s h  t h a t  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  JAex t )  = 0 , P'? = 0 ,  

E = -grad cp + iko A, 

1 PI = - tot A, 
P 

4np  J, (ext) b A + k2 A = - - 
C 

w h e r e  

4n 
Pc 9 AT + k2 ~p = - - 

e 

ik2. div A - - cp = 0, 
Is, 

(1.2.22) 

(1.2.23) 

a n d  t h r o u g h  t h e  H e r t z  e l e c t r i c  v e c t o r  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p s  
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w h e r e  

3 -+ 
E; = grad div% + k2% = rot rot 1.1 f A l f  + k' 17, 

rot 3, (1.2.24) 

(1.2.25) 

# 0 ,  
( e x t  1 I n  t h e  r e g i o n  u n d e r  s t u d y  when JAeXt) = 0 ;  

pm # 0 ,  t h e  v e c t o r s  E ,  H o f  t h e  m a g n e t i c  t y p e  f i e l d  a r e  d e t e r m i n e d  
t h r o u g h  t h e  p o t e n t i a l s  a n d  t h e  H e r t z  m a g n e t i c  v e c t o r  by  t h e  f o r m u l a s  

p e  = 0 ,  b u t  J, 

E=-- ' rotA*, 
e 

w h e r e  

a n d  
4n 

- - pmt 
P 

AT* -+ k2T* 

div A* - ik, epq*  = 0 ,  
4 + 

H grad div Ti* + kz Il* = rot rot%* + MI* + k2'n9*, 

w h e r e  

-+ 4nEko 
Ai?* + k211 = Jm 

ik2c 

(1.2.26) 

(1.2.27) 

(1.2.28) 

(1.2.29) 

/1: 
~ 

If t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  c r e a t e d  b o t h  by  t h e  e l e c t r i c a l  a n d  
by  t h e  m a g n e t i c  c u r r e n t s  a n d  c h a r g e s ,  t h e n  it w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  
t h r o u g h  A, 4 a n d  A", 4 "  i n  t h e  f o r m  o f  a n  o v e r l a p p i n g  o f  t h e  p a r t i c u l a r  
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f i e l d s  o f  t , h e  e l e c t r i c a 1 + ( 1 . 2 . 2 2 )  a n d  t h e  m a g n e t i c  ( 1 . 2 . 2 6 )  t y p e s ,  
a n d  t h r o u g h  t h e  v e c t o r s  II a n d  5" i n  t h e  f o r m  o f  a n  o v e r l a p p i n g  o f  
f i e l d s  ( 1 . 2 . 2 4 )  a n d  ( 1 . 2 . 2 8 ) .  

I n  s o l v i n g  t h e  s p e c i f i c  p r o b l e m  o f  o v e r l a p p i n g  o f  a n  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  f i e l d ,  s a t i s f y i n g  c e r t a i n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  d e p e n d i n g  
o n  t h e  t y p e  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e  may f i n d  i t  t o  b e  f e a s i b l e  t o  
u s e  o n l y  t h e  e l e c t r i c a l  p o t e n t i a l s  a l o n e  or t h e  m a g n e t i c  p o t e n t i a l s  
a l o n e  (or t h e  H e r t z  v e c t o r s  r e p r e s e n t i n g  t h e m ) ,  or t h e s e  or o t h e r s  
t o g e t h e r .  I n  t h i s  c a s e ,  a c c o r d i n g  t o + $ h e  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  c o u p l e ,  
f o r  e x a m p l e ,  t h e  H e r t z  v e c t o r s  II a n d  II" w i t h  t h e  f i e l d  v e c t o r s  E ,  H ,  
t h e  b o u n d a r y + c o n d i t + i o n s  a r e  f i r s t  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  v e c t o r s  1T a n d  II", w h i c h  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

p r o b l e m s  a r e  s o l v z d  by  s e e k i n g  II a n d  II", a f t e r  w h i c h  t h e  f i e l d  E ,  H ,  
i s  f o u n d  t h r o u g h  II a n d  3". 
w i l l  b e  s a t i s f i e d  f o r  t h e  d e s i r s d  f i e k d  E ,  H ,  t h e n  t h e  bound.ary  /19 

5 3 .  P l a n e  Waves i n  a Homogeneous Unbounded M e d i u m .  E l e c t r i c a l  
a n d  M a g n e t i c  D i p o l e s .  

I n  s o l v i n g  p r o b l e m s  of  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s ,  
i t  i s  u s u a l l y  a s s u m e d  t h a t  t h e  s o u r c e  o f  p r i m a r y  e x c i t a t i o n  o f  b o d i e s  
p r o d u c i n g  d i f f r a c t i o n  i s  t h e  f i e l d  o f  a p l a n e  l i n e a r l y  p o l a r i z e d  
e l e c t r o m a g n e t i c  wave or t h e  f i e l d  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e .  

L e t  u s  l o o k  a t  s y s t e m  (1.1.4) i n  a n  u n b o u n d e d  medium i n  w h i c h  
t h e r e  a r e  n o  e x t r a n e o u s  c u r r e n t s  a n d  c h a r g e s  ( J ( e x t )  = 0 ,  p = 0). 
The s i m p l e s t  s o l u t i o n  w i l l  b e  o n e  s u c h  as  

w h i c h  d e p e n d s  o n l y  on a s i n g l e  s p a c e  c o o r d i n a t e  5 ,  f i g u r e d  a l o n g  a 
c e r t a i n  a r b i t r a r y  a x i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  u n i t  v e c t o r  n ,  f o r m i n g  t h e  
a n g l e s  a ,  6 ,  8 w i t h  c o o r d i n a t e  a x e s  o f  a f i x e d  f r a m e  o f  r e f e r e n c e  
Oxyz ( n ,  = c o s  a ,  n y  = c o s  6, n, = c o s  8 ;  nx + ni + n: = 1). 
t i o n s  ( 1 . 3 . 1 ) ,  b e i n g  c o m p l e x  a m p l i t u d e  e x p r e s s i o n s  H(<)e-iwk, E(S)e- i w t  
a r e  c u s t o m a r i l y  c a l l e d  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave .  

2 F u n c -  

S i n c e  
a a a a a a 

ax dE ay ag az aE =nu-, -=nz-, -nX--, - -- 

f r o m  ( 1 . 2 . 2 )  a n d  ( 1 . 2 . 4 )  i t  o b v i o u s l y  t h e n  f o l l o w s  t h a t  (1.3.1) w i l l  
s a t i s f y  t h e  homogeneous  H e l m h o l t z  v e c t o r  e q u a t i o n ,  

( 1 . 3 . 2 )  
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w h e r e  by F we mean e i t h e r  t h e  v e c t o r  H o r  t h e  v e c t o r  E. By i n t e -  
g r a t i n g  ( 1 . 3 . 2 )  we c a n  f i n d  t h e  e x p l i c i t  f o r m  o f  t h e  p l a n e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  wave 

H = HoeifkE (E = Eoeflkt), 
( 1 . 3 . 3 )  

w h i c h  i s  p r o p a g a t e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  i n  t h e  p o s i t i v e  a n d  t h e  n e g a t i v e  
d i r e c t i o n s  o f  t h e  a x i s  <. H e r e  H o  a n d  E o  a r e  a r b i t r a r y  c o m p l e x  
c o n s t a n t s .  By u s i n g  t h e  e q u a t i o n s  i n  s y s t e m  (1.1.4) we c a n  e s t a b -  
l i s h  t h a t  i n  a n y  r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  5 ,  5, 
T-I, i n  w h i c h  t h e  o r i g i n  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o r i g i n  o f  t h e  s y s t e m  Oxyz ,  
b u t  t h e  a x i s  5 r e m a i n s ,  a s  b e f o r e ,  o r i e n t e d  a l o n g  n, b o t h  v e c t o r s  
E a n d  H a r e  f o u n d  ( a t  a n y  moment o f  t i m e )  i n  t h e  p l a n e  5 = (nR), 
n o r m a l  t o  t h e  a x i s  < ( E <  = Hg = 0 1 ,  a n d  t h a t  a t  e a c h  p o i n t  of  a f i e l d  
s u c h  a s  ( 1 . 3 . 3 )  t h e  v e c t o r s  E a n d  H ( a t  a n y  moment of  t i m e )  a r e  o r t h -  
o g o n a l  t o  o n e  a n o t h e r .  

F i g .  2 .  D e t e r m i n a t i o n  o f  a P l a n e  Wave P r o p a g a t i n g  i n  t h e  D i r e c t i o n  
of t h e  U n i t  V e c t o r  n. The P o i n t  of O b s e r v a t i o n  h a s  t h e  R a d i u s - V e c t o r  
R. 

Then t h e  p l a n e  w a v e ,  p r o p a g a t i n g  i n  t h e  d i r e c t i o n  of t h e  v e c t o r  
n, c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

(1.3.4) 

or, 
f o r m  , 

a f t e r  i n s e r t i n g  t h e  t i m e  f a c t o r  e - i w t ,  it  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  

1 2  



If t h e  wave i s  p r o p a g a t e d  i n  a medium f o r  w h i c h  (J # 0 ,  t h e n  
k = p + i q  w h e r e  p and  q a r e  r e a l  n u m b e r s  ( p  > 0 )  and  t h e n  t h e  
f a c t o r  e - q ( n R )  c o n t a i n e d  i n  ( 1 . 3 . 4 )  i n d i c a t e s  t h a t  i n  a n  a b s o r b i n g  
med ium,  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  i n c r e a s e  i n  ( n R )  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  
t h e  v e c t o r  n ,  t h e  wave i s  damped  e x p o n e n t i a l l y .  

S i n c e  

(1.3.6) 

b u t  t h e  d i r e c t i o n  c o s i n e s  o f  t h e  a x i s  5 a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  
p o l a r  a n g l e s  8' and 0 ( F i g .  2 )  b y  t h e  f o r m u l a s  

n, = sin 8 cos 9, ny = sin 8 sin q, n, = COS 9, 

t h e n  

(nR) =xsinOcmcp+ysinOsinq +zcos9, 

b u t  

H = Ho$ (E = Eo$), 

(1.3.7) 

(1.3.8) 

w h e r e  

sin 0cos qfy sin 0 sin qCz cos 0) 9 =  

By v a r y i n g  t h e  v a l u e s  o f  8 and  4 ,  we c a n  a s s i g n  a n y  d i r e c t i o n  t o  t h e  
a x i s  of  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  p l a n e  wave .  

a I' 

F i g .  3 .  F i e l d  of t h e  E l e c t r i c a l  ( a )  a n d  M a g n e t i c  (b) D i p o l e s  i n  a 
S p h e r i c a l  C o o r d i n a t e  S y s t e m .  
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T h e  v e c t o r s  E, H i n  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave a t  e a c h  moment 
of t i m e  a r e  o r i e n t e d  i n  a g i v e n  m a n n e r  i n  s p a c e  a n d  a t  e a c h  p o i n t  
t h e i r  e n d s ,  w i t h  t h e  p a s s a g e  o f  t i m e ,  w i l l  d e s c r i b e  s e v e r a l  c u r v e s  
( t r a v e l - t i m e  c u r v e s )  as a f u n c t i o n  o f  w h i c h  t y p e  o n e  or a n o t h e r  
p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  wave w i l l  b e  i n v o l v e d .  I n  t h e  p l a n e  w a v e s  w h i c h  
we a n a l y z e d  t h e  t r a v e l - t i m e  c u r v e s  of  t h e  v e c t o r s  E a n d  H h a v e  t h e  
same f o r m  a n d  l i e  i n  o n e  a n d  t h e  same p l a n e ,  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  
v e c t o r  n .  T h e r e f o r e ,  f o r  t h e m ,  t h e  c o n c e p t s  o f  p o l a r i z a t i o n  a s s o -  
c i a t e d  w i t h  t h e  d i r e c t i o n  of  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  E a n d  w i t h  
t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  f l u c t u a t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  H, a r e  o f  e q u a l  
s t r e n g t h .  F o r  d e t e r m i n a n c y ,  t h e  p o l a r i z a t i o n  i s  u s u a l l y  d e t e r m i n e d  
a l o n g  t h e  v e c t o r  E .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  i n  a p o l a r i z e d  w a v e ,  t h e  
e n d  o f  t h e  v e c t o r  E d e s c r i b e s  a n  e l l i p s e .  I t  i s  c a l l e d  a n  e l l i p -  
t i c a l l y  p o l a r i z e d  w a v e .  An i m p o r t a n t  p a r t i c u l a r  c a s e  i n  t h a t  when 
t h e  e l l i p s e  d e g e n e r a t e s  i n t o  a s t r a i g h t  l i n e .  Then t h e  v e c t o r s  E 
a t  a l l  p o i n t s  o f  s p a c e  a t  a n y  moment o f  t i m e  a r e  p a r a l l e l  t o  o n e  
a n o t h e r .  We t h e n  s a y  t h a t  s u c h  a wave i s  l i n e a r l y  p o l a r i z e d .  

hs a n  e x a m p l e  o f  p o i n t  s o u r c e s  o f  w a v e s  we c a n  s p e a k  o f  e l e -  
m e n t a r y  e l e c t r i c a l  or m a g n e t i c  f l u c t u a t i n g  d i p o l e s  ( F i g .  3). T h e  

e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  f u l l y  d e f i n e d  by  g i v i n g  o n l y  o n e  v e c t o r ,  
i . e . ,  t h e  e l e c t r i c a l  p ( m a g n e t i c  m) d i p o l e  moment .  The  d i p o l e  
moments  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e l e c t r i c a l  and  m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r s  
b y  t h e  s i m p l y  r e l a t i o n s h i p s :  

e l e c t r i c a l  ( m a g n e t i c )  d i p o l e  i s  c u s t o m a r i l y  c a l l e d  a s o u r c e  w h o s e  /22 

(1.3.9) 

(1.3.10) 

w h e r e  R i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n  t o  t h e  s o u r c e .  

A m o d e l  o f  a n  e l e c t r i c a l  d i p o l e  i s  a s y s t e m  o f  two c h a r g e s ,  
e q u a l  i n  v a l u e ,  o p p o s i t e  i n  s , i g n  a n d  v a r i a b l e  i n  t i m e ,  t q  a n d  - 
l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  2 f r o m  o n e  a n o t h e r  (2 < <  A,). If q ( t )  = q e  
s o  t h a t  t h e  f o r c e  o f  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  d i p o l e  I = - i w q ,  t h e n  p = 
k ~ u I l / i w k 2 ,  w h e r e  t h e  v e c t o r  1 ( 111 
a x i s  f r o m  t h e  n e g a t i v e  c h a r g e  t o w a r d  t h e  p o s i t i v e .  If we a s s u m e  t h e  
e l e c t r i c a l  d i p o l e  t o  b e  a l i n e a r  c u r r e n t  of i n f i n i t e l y  s m a l l  l e n g t h  
dZ, t h e n  dp = k E v I d l / i w k 2 .  

q ' i l o t  

= 2) i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  d i p o l e  

Any r e a l  a n t e n n a ,  i n  w h i c h  t h e  p r i m a r y  r o l e  i s  p l a y e d  by  t h e  
c h a r g e  a n d  t h e  e l e c t r i c a l  c u r r e n t  o f  t h e  c h a r g e  ( a n  a n t e n n a  o f  
e l e c t r i c a l  t y p e )  , may b e  e x p a n d e d  t o  e l e m e n t a r y  e l e c t r i c a l  d i p o l e s  
w i t h  t h e  r e s p e c t i v e  d i p o l e  m o m e n t s .  

A m o d e l  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  i s  a s y s t e m  o f  two m a g n e t i c  " c h a r g e s "  
+m and -m, l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  2 f r o m  o n e  a n o t h e r .  Then m = ml, 
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w h e r e  t h e  v e c t o r  1 i s  d i r e c t e d  f r o m  t h e  s o u t h  p o l e  t o w a r d  t h e  n o r t h .  
I n  r a d i o  e n g i n e e r i n g  t h e  c o n c e p t  of a m a g n e t i c  d i p o l e  i s  a s s o c i a t e d  
w i t h  l o o p  a n t e n n a s ,  i n  w h i c h  t h e  p r i m a r y  r o l e  i s  p l a y e d  b y  t h e  e l e c -  
t r i c a l  c u r r e n t  a n d  t h e  m a g n e t i c  moment g e n e r a t e d  by  it ( a  m a g n e t i c  
t y p e  a n t e n n a ) .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  a l o o p  w i t h  c u r r e n t  I, f l o w i n g  
i n  a l o o p  a r o u n d  t h e  a r e a  e l e m e n t  S ,  b o u n d e d  by t h e  l o o p ,  may b e  
i n t e r p r e t e d  ( u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  S < <  A o )  as  a n  e l e m e n t a r y  

m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment m = - (IS) n,  w h e r e  n i s  t h e  u n i t  

n o r m a l  t o  S ( F i g .  3 , b ) .  

1 
e 

I n  p r a c t i c e ,  e a c h  r e a l  a n t e n n a  f o r  medium a n d  l o n g  w a v e s  may 
b e  a s s u m e d  a s  a p o i n t  s o u r c e  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  o f  e i t h e r  
e l e c t r i c a l  o r  m a g n e t i c  d i p o l e  t y p e .  

I n  S h e  c a s e  o f  a p o i n t  s o u r c e  of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  t h e  
v e c t o r s  II a n d  5'' f r o m  ( 1 . 3 . 9 )  a n d  ( 1 . 3 . 1 0 )  a r e  s o l u t i o n s  t o  t h e  n o n -  
homogeneous  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  s u c h  a s  

-t 
w h e r e  F d e n o t e s  or z"; 6 ( r  - r o >  i s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  D i r a c  6 -  / 2 3  
f u n c t i o n ,  a n d  r a n d  ro a r e  t h e  r a d i u s - v e c t o r s  c o n n e c t i n g  t h e  o r i g i n  - 
o f  t h e  s y s t e m  w i t h  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t  ( x ,  y ,  z )  and t h e  p o i n t  
(xo, yo,  z o ) ,  a t  w h i c h  t h e  s o u r c e  i s  l o c a t e d ,  r e s p e c t i v e l y .  H e r e  a 
i s  a v e c t o r  q u a n t i t y  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  t h e  d i p o l e  moment s .  

If V i s  a c e r t a i n  b o d y  c o n t a i n i n g  w i t h i n  i t s e l f  t h e  s o u r c e  o f  
t h e  f i e l d ,  t h e n  t h e  c u n d a m e n t a l  p r o p e r t y  d e t e r m i n i n g  t h e  6 - f u n c t i o n  
i s  t h e  f o r m a l  o p e r a t o r  e q u a t i o n  

( 1 . 3 . 1 2 )  

w h e r e  f ( r )  i s  a n  a r b i t r a r y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  t h e  p o i n t  r. 
S o m e t i m e s  t h e  6 - f u n c t i o n  i s  d e t e r m i n e d  f o r m a l l y  a l s o  w i t h  t h e  a i d  
o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

S(r-rJ = 0, i f  r # r,,, 
6 ( r - r o ) = o o ,  if r=r,,, 

The  t h r e e - d i m e n s i o n a l  D i rac  & - f u n c t i o n  i s  e x p r e s s e d  t h r o u g h  
o n e - d i m e n s i o n a l  & - f u n c t i o n s  b y  t h e  e q u a t i o n  

6 (r - ro) = 6 ( x  - xo) 6 (y - yo) 6 ( z  - z0). 
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F o r  t h e  e l e c t r i c a l  ( m a g n e t i c )  d i p o l e  w i t h  a moment ,  whose  a x i s  
i s  d i r e c t e d  p a r a l l e l  t o  o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  o f  t h e  s y s t e m  
Ogzjz, for e x a m p l e ,  t h e  a x i s  Oz (dZ = d z ) ,  i n  ( 1 . 3 . 1 1 )  w e  h a v e  ax = 
ay = 0 ,  and  

a, = 4n Id@ o e  (a, = 4n Kdz,/iwp), 

w h e r e  I i s  a g i v e n  e l e c t r i c a l  (g i s  t h e  m a g n e t i c )  l i n e a r  c u r r e n t  i n  
t h e  d i p o l e .  

L e t  u s  m e n t i o n  o n e  p r o p e r t y  w h i c h  i s  i m p o r t a n t  i n  t h e  a p p l i c a -  
t i o n s  a n d  w h i c h  i s  p o s s e s s e d  b y  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  c r e a t e d  
by  t h e  d i p o l e  s o u r c e s .  L e t  t h e r e  b e  i t h e  s p a c e  t w o  e l e c t r i c a l  
d i s p o l e s  w i t h  t h e  moments  p ( l )  a n d  p ( ' ? ,  p l a c e d  r e s p e c t i v e l y  a t  t h e  
p o i n t  01 and 02. T h e n ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  d i p o l e  
moments  a s  w e l l  as  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  i n t e r m e d i a t e  medium 
( p r o v i d e d  t h a t  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  b o t h  d i p o l e s  t e m e d i  m 

c r e a t e d  by t h e m ,  a r e  c o u p l e d  t o  p 
p o s s e s s e s  i d e n t i c a l  e l e c t r i c a l  p r p 7 e r t i e . s )  t h e  f i e l d s  E (lf a n d  E Y2 1 , 

a n d  p t 2 )  by  t h e  e q u a t i o n  

( 1 . 3 . 1 3  ) 

I t  e x p r e s s e s  t h e  b a s i c  c o n t e n t  of t h e  s o - c a l l e d  r e c i p r o c a l  t h e o r e m  / 2 4  
of  two e l e c t r i c a l  d i p o l e s .  I f ,  f o r  e x a m p l e ,  p(l) = p(2), t h e n  

- 

f o r m u l a  ( 1 . 3 . 1 3 )  m e a n s  t h a t  a d i p o l e  w i t h  
t h e  moment p ( l ) ,  l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  01, 
c r e a t e s  a t  t h e  p o i n t  02, w h e r e  t h e  o t h e r  
d i p o l e  i s  l o c a t e d  w i t h  t h e  mo e t p ( 2 ) ,  a 

i n t e n s i t y  E ( 2 ) o f  t h e  f i e l d  c r e a t e d  a t  t h e  
p o i n t  01 by  t h e  d i p o l e  w i t h  t h e  moment 
l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  0 2  ( F i g .  4 ) .  

f i e l d  of t h e  same i n t e n s i t y  E 'Plf a s  t h e  

p ( 2 ) ,  

The r e c i p r o c a l  t h e o r e m  i s  a l s o  v a l i d  
*(P?J f o r  m a g n e t i c  d i p o l e s :  4 L 

F i g .  4 .  R e c i p r o c a l  
Theorem f o r  Two D i p o l e s .  

( 1 . 3 . 1 4 )  

F o r m u l a s  ( 1 . 3 . 1 3 )  a n d  ( 1 . 3 . 1 4 )  a r e  v a l i d  a l s o  f o r  a s p a c e  w h i c h  
c o n t a i n s  w i t h i n  i t s e l f  b o d i e s  w i t h  a n o t h e r  medium, i n  p a r t i c u l a r  
when i n t e r f a c e s  o f  t h e  m e d i a  e x i s t  i n  i t .  

F i n a l l y ,  l e t  u s  m e n t i o n  t h a t  t h e  f i e l d  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  wav'e may i n  g e n e r a l  b e  a s s u m e d  t o  b e  a f i e l d  o f  d i p o l e  s o u r c e ,  
r e m o v e d  t o  i n f i n i t y .  
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54. Quadratic Field Values. Scattering Cross Sections. 
Radiational Resistance. Radiational Conduction. 

An e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  p o s s e s s e s  e n e r g y  t h a t  i s  l o c a l i z e d  i n  
s p a c e .  F u r t h e r m o r e ,  a t r a n s f e r  o f  e n e r g y  f r o m  c e r t a i n  r e g i o n s  i n  
s p a c e  t o  o t h e r s  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  a n y  e l e c t r o m a g n e t i c  wave p r o c e s s .  
The  a m o u n t  o f  e n e r g y ,  t r a n s f e r r e d  t h r o u g h  a s u r f a c e  u n i t ,  p e r p e n -  
d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  e n e r g y  p e r  u n i t  of /25 
t i m e ,  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

C S = ~ [EH], 4n (1.4.1) 

w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  P o y n t i n g  v e c t o r .  T h e  P o y n t i n g  v e c t o r  g i v e s  a n  
i n s t a n t a n e o u s  v a l u e  for t h e  c u r r e n t  d e n s i t y  o f  t h e  power  t h r o u g h  
t h e  u n i t  a r e a  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  n o r m a l  t o  t h e  wave f r o n t .  T h e  
v o l u m e  d e n s i t i e s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  e n e r g y  ( d e n s i t y  o f  f i e l d  
e n e r g y  p e r  u n i t  v o l u m e )  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  f o r m u l a  

' H2 a r e  t h e  d e n s i t i e s  o f  t h e  e n e r g y  of  t h e  E w h e r e  We = - € 2 ,  w, = - 
871 871 

e l e c t r i c a l  a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  , r e s p e c t i v e l y .  I n  s t u d y i n g  t h e  
P o y n t i n g  v e c t o r  a n d  t h e  v o l u m e  d e n s i t y  o f  t h e  e n e r g y ,  a s  i s  c l e a r  
f rom (1.4.11, w e  a r e  i n v o l v e d  w i t h  t h e  p r o d u c t s  a n d  s q u a r e s  o f  t h e  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  t h e y  
a r e  u s u a l l y  c a l l e d  q u a d r a t i c  f i e l d  v a l u e s .  I n  f o r m u l a s  (1.4.1) a n d  
(1.4.2), E a n d  H a r e  t r u e  v a l u e s  o f  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  e l e c t r i c a l  
a n d  m a g n e t i c  f i e l d  i n t e n s i t i e s .  The  n o n l i n e a r i t y  o f  s a n d  W l e a d s  
t o  a s i t u a t i o n  w h e r e ,  i n  c o m p u t i n g  s and  W u s i n g  f o r m u l a s  (1.4.1) 
a n d  ( 1 . 4 . 2 ) ,  i n s t e a d  o f  t h e  t r u e  r e a l  v e c t o r s  E ,  H ,  i t  i s  i m p o s -  
s i b l e  t o  u s e  i n  them t h e  c o m p l e x  v e c t o r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  them a s  
w a s  d o n e  i n  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n s .  I n  p r a c t i c e ,  i n  s t u d y i n g  a n  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  w h i c h  i s  h a r m o n i c  i n  t i m e ,  i n s t e a d  o f  t h e  
' i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s  o f  t h e  P o y n t i n g  v e c t o r  a n d  t h , e  v o l u m e  d e n s i t y  
o f  t h e  e n e r g y ,  t h e  mean v a l u e s  o f  t h e s e  q u a n t i t i e s  for t h e  p e r i o d  
o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  a r e  u s u a l l y  e m p l o y e d .  The  mean v a l u e  o f  t h e  
P o y n t i n g  v e c t o r  i s  e q u a l  t o  t h e  r e a l  p a r t  o f  t h e  c o m p l e x  v e c t o r  
e - [EH'"] 
871 
- j u g a t e  v a l u e ) .  If t h e  mean v a l u e  o f  t h e  v e c t o r  s i s  d e n o t e d  t h r o u g h  
s, t h e n  

( t h e  a s t e r i s k  h e r e  d e n o t e s  c o n v e r s i o n  t o  t h e  c o m p l e x  c o n -  

C C S = __ Re [EH*] -= -- - { [EH*l + IE*Hl).  
8n 16n (1.4.3) 
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T h e  mean v a l u e  o f  t h e  v o l u m e  d e n s i t y  o f  t h e  e l e c t r i c a l  e n e r g y  i s  

\ E l 2 ,  a n d  t h a t  of t h e  m a g n e t i c  e n e r g y  i s  Gm = - I.l PI2,  16~r 
E - w, = - 16~r 

s o  t h a t  

(1.4.4) 

w h e r e  i s  t h e  mean v a l u e  o f  t h e  d e p s i t y  o f  e n e r g y  i n  a n  e l e c t r o -  / 2  
m a g n e t i c  f i e l d .  T h e  a v e r a g e  power  P,  r a d i a t e d  t h r o u g h  a n y  s u r f a c e  
S ( r a d i a t i o n a l  p o w e r )  i s  c o m p u t e d  t h r o u g h  t h e  c o m p l e x  f i e l d  a m p l i -  
t u d e s  f r o m  t h e  f o r m u l a  ( n  i s  t h e  u n i t  v e c t o r  o u t s i d e  S i n  t h e  n o r -  
m a l  d i r e c t i o n )  , 

The i n t e n s i t y  I of  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave i s  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e  P o y n t i n g  v e c t o r  a n d  i s  a q u a n t i t y  t h a t  i s  n u m e r i c a l l y  e q u a l  t o  
t h e  e n e r g y  t r a n s m i t t e d  by t h e  wave p e r  u n i t  o f  t i m e  t h r o u g h  a u n i t  
s u r f a c e  a r e a  n o r m a l  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  wave p r o p a g a t i o n :  

T 

w h e r e  T i s  t h e  p e r i o d  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s .  

I n  p r o b l e m s  of d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave o n  
b a r r i e r s ,  a l o n g  w i t h  k n o w l e d g e  o f  t h e  s c a t t e r e d  f i e l d ,  t h e  s o - c a l l e d  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  a r e  o f  c o n s i d e r a b l e  i n t e r e s t ;  t h e y  a r e  
q u a n t i t i e s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  b a r r i e r  t o  r e - e m i t ,  
a b s o r b  a n d  a d m i t  e n e r g y  o f  t h e  p l a n e  wave i n c i d e n t  o n  i t .  The  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  i s  d e n o t e d  b y  0 a n d  i s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  
f o r m u l a  C 4 6 - 4 8 ,  1 5 1 1 ,  

(1.4.5) 

w h e r e  r ,  0 ,  Q a r e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s y s t e m ,  a t  t h e  o r i g i n  
o f  w h i c h  i s  f o u n d  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  ( F i g .  5 ) ,  S p ( 0 , Q )  i s  t h e  
v a l u e  of t h e  r a d i a l  componen t  o f  t h e  P o y n t i n g  v e c t o r ,  a v e r a g e d  i n  
t i m e  a n d  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  P o y n t i n g  v e c -  
t o r ,  a v e r a g e d  i n  t i m e  a n d  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s c a t t e r i n g  i n  t h e  

-8 
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- d i r e c t i o n s  0 ,  I$ i n  t h e  wave b a n d 5  a t  a d i s t a n c e  r f r o m  t h e  b a r r i e r ;  
S z ( O i  + { )  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  P o y n t i n g  v e c t o r  o f  t h e  p l a n e  wave, 
a v e r a g e d  i n  t i m e  a n d  i n c i d e n t  o n  t h e  b o d y  f r o m  t h e  d i r e c t i o n  0 i ,  I$<. 
If t h e  q u a n t i t y  cs i s  c o m p u t e d  i n  t h e  d i r e c t i o n  t o  t h e  s o u r c e  o f  t h e  
p l a n e  wave ( 0  = ei, I$ = (pi), t h e n  i t  i s  c a l l e d  a c r o s s  s e c t i o n  o f  
i n v e r s e  s c a t t e r i n g  a n d  i s  d e n o t e d  b y  O B :  

For a n y  o t h e r  d i r e c t i o n ,  cs i s  c a l l e d  a t w o - p o s i t i o n  s c a t t e r i n g  c r o s s  
s e c t i o n  ( s o m e t i m e s  i t  i s  c a l l e d  a d i f f e r e n t i a l  s c a t t e r i n g  c r o s s  
s e c t i o n ) .  The  number  

(1.4.7) 

o b t a i n e d  f r o m  ( 1 . 4 . 5 )  by i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  s p h e r e  S o f  r a d i u s  r, 
w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n ,  i s  c a l l e d  a c o m p l e t e  s c a t t e r i n g  c r o s s  

s e c t i o n .  H e r e  P s ,  j u s t  a s  b e f o r e ,  
i s  t h e  a v e r a g e  power  ( c o m p l e t e  
s c a t t e r e d  or r e - e m i t t e d  p o w e r )  
t h r o u g h  t h e  s u r f a c e  S :  

(1.4.8) 

w h e r e  r i s  t h e  u n i t  v e c t o r  t o  S /28 
i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n .  The  
v e c t o r s  o f  t h e  s c a t t e r e d  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  f i e l d  a r e  d e n o t e d  b y  

F i g .  5 .  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  E S ,  HS. 

S c a t t e r i n g  Cross S e c t i o n :  1. 
F i e l d  o f  t h e  I n c i d e n t  Wave T h e  p l a n e  w a v e ,  i n c i d e n t  o n  
w i t h  L i n e a r  P o l a r i z a t i o n ;  2 .  t h e  b a r r i e r  a n d  w i t h  l i n e a r  p o l a r -  
F i e l d  o f  t h e  S c a t t e r e d  Wave i z a t i o n ,  u s u a l l y  c r e a t e s  a n  e l l i p -  
w i t h  E l l i p t i c a l  P o l a r i z a t i o n ;  t i c a l l y  p o l a r i z e d  s c a t t e r e d  w a v e ,  
3 .  F i e l d  a t  R e c e p t i o n  S i t e .  c o n t a i n i n g  b o t h  Eg, a n d  E;. The 

The  wave ( r e m o t e )  b a n d  i s  t h a t  r e g i o n  o f  s p a c e  t h a t  r e m a i n s  away 
f r o m  t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m  a t  d i s t a n c e s  w h i c h  s i g n i f i c a n t l y  e x c e e d  
t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m  a n d  t h e  l e n g t h  o f  t h e  w a v e s  
r a d i a t e d  by i t .  I n  t h e  wave b a n d  t h e  s c a t t e r e d  wave  i s  s p h e r i c a l  
a n d  t h e  P o y n t i n g  v e c t o r  h a s  o n l y  a r a d i a l  c o m p o n e n t .  

- - Î__ - - - - - - - - _ _  __. - 
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may b e ,  r e s p e c t i v e l y ,  p a r a l l e l  or p e r p e n d i c u -  
l a r  t o  t h e  v e c t o r  E' of  t h e  i n c i d e n t  wave .  The r a d a r  
v e c t o r s  E $ e  

i n s t r u m e n t s  w h i c h  e m i t  a n d  r e c e i v e  t h e  r a d i o  waves a r e  u s u a l l y  
s e n s i t i v e  t o  t h a t  p a r t  of t h e  wave s c a t t e r e d  o n  t h e  b a r r i e r  t h a t  i s  
p o l a r i z e d  t h e  same as t h e  p l a n e  wave. I n  t h i s  c a s e  t h e  t w o - p o s i t i o n  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  i s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

(1.4.9) 

w h e r e  ES i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  s c a t t e r i n g  f i e l d  a t  t h e  r e c e p t i o n  
s i t e  i n  t h e  d i r e c t i o n  8 ,  4 ,  p o l a r i z e d  t h e  same as  t h e  f i e l d  E i  o f  
t h e  p l a n e  w a v e ,  i n c i d e n t  o n  t h e  b a r r i e r  f r o m  t h e  d i r e c t i o n  e;, +i; 
r i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  b a r r i e r  t o  t h e  r e c e i v e r ,  l o c a t e d  i n  t h e  
wave b a n d  o f  t h e  f i e l d .  When 0 = ei, + = +i i n  f o r m u l a  (1.4.9) ( t h e  
c a s e  of i n v e r s e  s c a t t e r i n g ) ,  t h e  v a l u e  o f  o i s  c a l l e d  a r a d a r  c r o s s  
s e c t i o n .  T h e  r a d a r  c r o s s  s e c t i o n  i s  a m e a s u r e  o f  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  
b a r r i e r  t o  s c a t t e r  e n e r g y  i n  a g i v e n  d i r e c t i o n  ( a  m e a s u r e  o f  t h e  
v i s i b i l i t y  o f  t h e  t a r g e t ) .  

I n  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m s ,  f o r  e x a m p l e  i n  t h e  c a s e  o f  c y l i n -  
d r i c a l  b a r r i e r s ,  a n  a n a l o g  t o  (5 i s  t h e  l i n e a r  s c a t t e r i n g  o r o s s  sec-  
t i o n  

(1.4.10) 

w h e r e  ps i s  t h e  c o m p l e t e  l i n e a r  a v e r a g e d  p o w e r ,  p e r  u n i t  o f  l e n g t h ,  
a n d  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  a c i r c l e  o f  r a d i u s  r ,  w h i c h  
i n c l u d e s  w i t h i n  i t s e l f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  of  t h e  b a r r i e r .  I n s t e a d  
o f  (1.4.9) w e  w i l l  h a v e  

(1.4.11) 

e t c .  If t h e  d i f f r a c t e d  b a r r i e r  p o s s e s s e s  a f i n i t e  c o n d u c t i v i t y ,  
t h e n  t h e  v a l u e  

(1.4.12) 

w h e r e  Fa i s  t h e  c o m p l e t e  power  a b s o r b e d  b y  t h e  b o d y ,  i s  t e r m e d  t h e  
c o m p l e t e  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n .  If t h e  b a r r i e r  i s  a n o n t r a n s -  

p a s s i n g  t h r o u g h  i t ,  t h e n  t h e  v a l u e  
/ p a r e n t  p l a n e  s c r e e n  w i t h  a n  o p e n i n g ,  a n d  Ft i s  t h e  c o m p l e t e  power  

~~ 

- 
P' 

191 (1.4.13) 
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4 c a l l e d  t h e  t r a n s m i s s i o n  c r o s s  s e c t i o n .  

I n  p r o b l e m s  on  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  a d i p o l e  e m i t t e r  
l c a t e d  n e a r  t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  or o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  
-'educing t h e  d i f f r a c t i o n ,  a n  i m p o r t a n t  p a r a m e t e r  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  
- 0 p e r t i e s  o f  t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m ,  i s  t h e  r e s i s t a n c e  of  t h e  r a d i -  
i o n ,  i . e .  , t h e  v a l u e  

(1.4.14) 

l e r e  IO i s  a c o m p l e x  c u r r e n t  o n  t h e  t e r m i n a l s  o f  t h e  e m i t t e r  ( c u r -  
2 n t  a t  t h e  d i p o l e ) ,  a n d  

rid t h e  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  t h e  s u r f a c e  s, w h i c h  encom- 
_*sses t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m ,  n i s  t h e  u n i t  n o r m a l  o u t s i d e  o f  S ,  a n d  
, H a r e  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  c o m p l e t e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ) .  We 

' I s 0  a n a l y z e  t h e  q u a n t i t y  

(1.4.16) 

h e r e  R O  i s  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  r a d i a t i o n  f r o m  t h e  f i e l d  o f  t h e  
i p o l e  i n  f r e e  s p a c e ,  a n d  R i s  t h e  same i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a r e -  
l e c t o r  i n  i t .  

If t h e  e m i t t e r  i s  a s l i t ,  l o c a t e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y ,  
# h e n  i t s  r a d i a t i n g  p r o p e r t i e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  by t h e  v a l u e  

(1.4.17 

, a l l e d  t h e  r a d i a t i o n a l  c o n d u c t i o n .  H e r e  V O  i s  a g i v e n  c o m p l e x  v o l t -  
g e  on  t h e  s l i t .  

F o r  q u a n t i t a t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p r o p e r t i e s  of t h e  
i r e c t e d  e f f e c t  o f  t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m  we c a n  i n t r o d u c e  a d i m e n s i o n -  
e s s  v a l u e  e q u a l  t o  t h e  r a t i o  o f  power  e m i t t e d  p e r  u n i t  o f  s o l i d  
n g l e  i n  t h e  d i r e c t i o n  8 ,  + t o  t h e  mean power  p e r  u n i t  o f  s o l i d  a n g l e .  
f we d e n o t e  t h i s  b y  g ( 0 ,  + ) ,  t h e n  

SY (e, cp)sinOdOdcp 
0 0  

(1.4.18) - /30 

21 



w h e r e  i n  a p p r o x i m a t i o n  o f  a wave b a n d  

(1.4.19) 

The  v a l u e  g ( 0 ,  $ 1  i s  u s u a l l y  c a l l e d  a c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i r e c t e d  
e f f e c t  o f  t h e  r a d i a t i n g  s y s t e m  ( a n t e n n a )  a n d  i t s  m a x i m a l  v a l u e  i s  
t h e  a b s o l u t e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i r e c t e d  e f f e c t  o f  t h e  a n t e n n a .  

55.  Systems o f  Orthogonal Curvilinear Coordinates. 
Field Equations i n  Orthogonal 

Curvilinear Coordinates. 

I n  t h e  c a s e  o f  b o d i e s  h a v i n g  t h e  s i m p l e s t  g e o m e t r i c a l  s h a p e  
( c i r c u l a r  a n d  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  , s p h e r e s  , s p h e r o i d s  , t h e  d i f  - 
f r a c t i o n  p r o b l e m s  c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  s o l v e d  i n  o r t h o g o n a l  c u r v i -  
l i n e a r  c o o r d i n a t e s ,  i n  w h i c h  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  a g r e e s  w i t h  o n e  
of t h e  c o m p l e t e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  o f  t h e  s y s t e m ,  s i n c e  i n  t h i s  
c a s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  g i v e  t h e  s i m p l e s t  a n a l y t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  
t h e  b o u n d r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e  d e s i r e d  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  

The c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  P ,  h a v i n g  t h e  n u m b e r s  
x, y ,  z as  t h e  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s ,  a r e  d e n o t e d  by  t h r e e  n u m b e r s  
4 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  d e f i n e d  a s  v a l u e s  t h a t  a r e  s i n g l e - v a l u e d  a n d  c o n t i n u o u s  
i n  t h e  r e g i o n  o f  f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  b e i n g  a n a l y z e d ,  

s o l v a b l e  r e l a t i v e  t o  x, y ,  z :  

( 1 . 5 . 2 )  

( t h e  f u n c t i o n s  $i, i = 1, 2 ,  3 ,  a r e  a l s o  s i n g l e - v a l u e d  a n d  c o n t i n u -  
o u s  i n  t h e  r e g i o n  o f  a n a l y s i s ) .  From a g i v e n  p o i n t  P(x, y ,  z )  f r o m  
( 1 . 5 . 1 1 ,  we c a n  f i n d  t h e  u n i q u e  v a l u e s  4 1 ,  q 2 ,  q3 c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e m  a n d ,  o n  t h e  c o n t r a r y ,  f r o m  t h e  a s s i g n e d  n u m b e r s  4 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  w e  
c a n  f i n d  t h e  p o i n t  P(x, y ,  Z )  c o r r e s p o n d i n g  t o  i t ,  a f t e r  d e t e r m i n i n g  
i t s  c o o r d i n a t e s  f r o m  ( 1 . 5 . 2 ) .  T h e r e f o r e ,  on  a p a r  w i t h  t h e  d e n o t a -  / 
t i o n  P(x, y ,  Z )  t h e  p o i n t  P c a n  a l s o  b e  d e n o t e d  by P ( q 1 ,  q 2 ,  q 3 ) .  

If we s u b s t i t u t e  i n t o  ( 1 . 5 . 1 )  q i  = Ci, w h e r e  Ci ( i  = 1, 2 ,  3 )  
a r e  c o n s t a n t  n u m b e r s ,  t h e n  a s  a r e s u l t  we f i n d  t h r e e  f a m i l i e s  o f  
s u r f a c e s ,  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n s  
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c h  o f  t h e  f a m i l i e s  ( 1 . 5 . 3 1 ,  b e c a u s e  o f  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  f u n c -  
o n s  ( 1 . 5 . 1 ) ,  i s  c h a r a c t e r i s t i c  i n  t h e  s e n s e  t h a t  a n y  t w o  o f  i t s  

s u r f a c e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  d i f f e r e n t  
v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  C do n o t  i n t e r -  
s e c t  t h e m s e l v e s ,  w h e r e a s  a n y  o f  t h e  
s u r f a c e s  C i  = + i ( ~ ,  y ,  Z )  do  i n t e r s e c t  
w i t h  a n y  o f  t h e  s u r f a c e s  C j  = + j ( z , y , Z )  
( i  # j ;  i, j = 1, 2 ,  3 ) .  

The  s u r f a c e s  q i  = C i  ( i  = 1, 2 ,  3) 
a r e  c a l l e d  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  i n  t h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  4 1 ,  q 2 ,  q 3 .  T h e  
l i n e  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  two c o o r d i n a t e  
s u r f a c e s  q i  = C i  and  q j  = C j  (i # j ;  
i, j = 1, 2 ,  3 )  ( i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  
t h e  c u r v e  a l o n g  w h i c h  o n l y  t h e  v a l u e  
q k , k  = 1, 2 ,  3 ,  k # i ,  k # j v a r i e s )  
i s  c a l l e d  t h e  c o o r d i n a t e  l i n e  i n  t h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  9 1 ,  q 2 ,  q 3 .  T h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m  9 1 ,  q 2 ,  q3 i s  c a l l e d  

i g .  6 .  C u r v i l i n e a r  a s y s t e m  o f  c u r v i l i n e a r  o r t h o g o n a l  
. t h o g o n a l  C o o r d i n a t e s .  c o o r d i n a t e s  i f  a n y  two c o o r d i n a t e  sur- 

o i n t  o f  t h e  r e g i o n  i n t e r s e c t  a t  a r i g h t  a n g l e  ( F i g .  6 ) .  
f a c e s  ( l i n e s )  o f  t h e  s y s t e m  a t  e a c h  

The c o n d i t i o n  of r e c i p r o c i t y  of t h e  o r t h o g o n a l i t y  o f  c o o r d i n a t e  
i n e s  i s  e x p r e s s e d  by t h e  e q u a t i o n  

n t h e  s y s t e m  of  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  4 1 ,  q 2 ,  q3 t h e  
: l e m e n t  o f  l e n g t h  d s  o f  t h e  a r b i t r a r y  c u r v e  i s  e q u a l  t o  

, r ,  i f  we t a k e  i n t o  a c c o u n t  (1.5.4), 

d h e r e  t h e  v a l u e s  

( 1 . 5 . 5 )  
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a r e  c a l l e d  m e t r i c  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  41, q 2 ,  q 3  or L a m e  
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  4 1 ,  q 2 ,  q 3 .  The s y s t e m s  o f  o r t h o g o n a l  
c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  a r e  f u l l y  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e s e  v a l u e s .  
T h u s ,  a n  e l e m e n t  o f  l e n g t h  d Z i  o f  t h e  c o o r d i n a t e  l i n e  q i  i s  e q u a l  
t o  

dli = hqidql (i = 1, 2, 3 ) s  
( 1 . 5 . 7 )  

t h e  e l e m e n t s  dS o f  t h e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  a r e  e q u a l  t o  

( 1 . 5 . 8 )  

a n d  t h e  v o l u m e  e l e m e n t  i s  e q u a l  t o  

du = dlldl&13 = h,,h,,h,,dq,dq,dq3. ( 1 . 5 . 9 )  

U s i n g  ( 1 . 5 . 6 ) ,  t h e  u n i t  v e c t o r s  e ( i  = 1, 2 ,  3 )  of t h e  s y s t e m  
q i  

o f  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  
u n i t  v e c t o r s  i, j ,  k o f  t h e  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m  by t h e  
r e l a t i o n s h i p s  

" k} ( i =  1, 2, 3). aY I-+- J + -  
aqi aqi ( 1 . 5 . 1 0  ) 

T h e r e f o r e  i f  A i s  a v e c t o r  f u n c t i o n  o f  t h e  p o i n t ,  A,, A y ,  A ,  a r e  
t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  A o n  t h e  a x i s  o f  t h e  r e c t a n g u l a r  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  b u t  A 1 ,  A q 2 ,  A q 3  a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  of  i t  
o n  t h e  t a n g e n t s  t o  t h e  c u r v i q i n e a r  a x e s ,  t h e n  

( 1 . 5 . 1 1 )  

The d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r s  g - r a d ,  d i v ,  A and  r o t  i n  t h e  s y s t e m  / 3 3  - 
of  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  a r e  e x p r e s s e d  b y  t h e  f o r m u l a s :  

( 1 . 5 . 1 2 )  
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( 1 . 5 . 1 3 )  

(1.5.14) 

( 1 . 5 . 1 5 )  

System o f  Cylindrical Coordinates ( F i g .  7). The  s o - c a l l e d  
v a r i a b l e  q u a n t i t i e s  q1 = p ,  q 2  = $ ,  q 3  = z ,  a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  
C a r t e s i a n  r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  x, y , z b y  t h e  c o n v e r s i o n  f o p m u l a s  

(1.5.16) 

w h e r e  0 s p < 03, 0 s $ s 27r, - 03 < z < CO . I n  t h i s  s y s t e m  t h e  
c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  a r e  t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  c o a x i a l  c i r c u l a r  c y -  
l i n d e r s  x2 + y 2  = p $  ( p 6  = c o n s t )  w i t h  t h e  a x i s  oE r o t a t i o n  O z ;  t h e  
h a l f - p l a n e s  $0 = c o n s t ,  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  a x i s  Oz a n d  f o r m i n g  t h e  
a n g l e  $ o  w i t h  t h e  p l a n e  xOz, a r e  a l s o  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  /34 
3: = p ~ c o s $ ~ ,  y =  sin$^:, a s  a r e  t h e  p l a n e s  z = c o n s t ,  p e r p e n d i c u l a r  
t o  t h e  a x i s  O Z .  

T h e  Lame c o e f f i c i e n t s  of t h e  s y s t e m  a r e  e q u a l  t o  

I f  e p ,  e$, e, a r e  u n i t  v e c t o r s  o f  t h e  c y l i n d r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i -  
n a t e s ,  t h e n  f o r m u l a s  (1.5.10) - (1.5.15), o n  t h e  b a s i s  o f  (1.5.171, 
i n  t h i s  s y s t e m  h a v e  t h e  f o r m :  

I e,, = coscp i + sincp 3 ,  
e, = - sin cp i + cos cp j, 

e, = k, 

(1.5.18) 
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&: /-I- o -- Y 

s 

rotA=-  
P 

A, ,= A, COS cp + A,sin cp, 

A, =-A,sincp+A,coscp, 
A, = A,, 

e, Pew e, 
l a  a a .  

a P  acp az (1.5.23 ) - - - . 

(1.5.19 1 

( 1 . 5 . 2 0 )  

c1 .5 .211  

c 1 . 5 . 2 2 )  

F i g .  7 .  S y s t e m  o f  w h e r e  0 - < <  < 00, 0 s rl s 2 ~ r ,  - 0 3 <  z < 0 0 .  

C y l i n d r i c a l  Co- I n  t h i s  s y s t e m  t h e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  a r e  t h e  
o r d i n a t e s .  

F , i g .  8 .  S y s t e m  o f  E l l i p t i c a l  C y l i n d r i c a l  
C o o r d i n a t e s  ( a )  a n d  S y s t e m  o f  E l l i p t i c a l  
C o o r d i n a t e s  ( b )  o n  t h e  P l a n e  z = c o n s t .  
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s u r f a c e s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e q u a t i o n s  , 

( 5  i s  a c o n s t a n t ) ,  

yz = 1 X2 

f z  cos2 q 
--A 

fz sina q 

:q i s  a c o n s t a n t ) ,  

z = const. 

' h e  f i r s t  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  i n  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  f a m i l y  o f  e l l i p -  
. i c a l  c y l i n d e r s  w i t h  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e s  e q u a l  t o  2 f .  The  s e c o n d  /36 
: q u a t i o n  i s  a n  e q u a t i o n  of  t h e  f a m i l y  o f  c o f o c a l  t w o - s h e e t  h y p e r -  
l o l i c  c y l i n d e r s .  

The L a m e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  e q u a l  t o  

f e < ,  e r 7 ,  e Z  a r e  t h e  u n i t  v e c t o r s  of t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d r i c a l  
y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  t h e n ,  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  (1.5.10) - 
1.5.15), we o b t a i n :  

sh E cos q ch sin q 
-I/-~F-i--~coszrl VFhq - cos2 q 

eE = i + - -  

(1.5.26) 

J e, = k, 

i 'sh cos q ch sin q 
At A,---. ch2 E - cos2 TI 3- A, q-.&q - cos2 tl ' 

ch E sin q sh E cos q (1.5.27 ) 
.r/ chi E -cos2q + jmFE -cosZq 

A - - A x  t l -  

( 1 . 5 . 2 8 )  
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( 1 . 5 . 2 9 )  

( 1 . 5 . 3 0 )  

( 1 . 5 . 3 1 )  

S i n c e  t h e  m a j o r  a n d  m i n o r  s emiaxes  o f  t h e  c o o r d i n a t e  e l l i p t i c a l  / 
c y l i n d e r s  a r e  e q u a l ,  r e s p e c t i v e l y ,  t o  a = f c h 5  a n d  b = f s h t ,  t h e n  
t h e  e c c e n t r i c i t y  of t h e  f a m i l y  o f  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e  c y l i n d e r s  
w i l l  b e  d e t e r m i n e d  by  t h e  r e l a t i o n s h i p  e = l / c h < .  C o n s e q u e n t l y ,  i f  
e + 1 i n  t h e  f i x e d  c o o r d i n a t e  g r i d  i n  t h e  p l a n e  z = c o n s t ,  t h e n  5 + 
0 a n d  a + f ,  a n d  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  d e g e n e r a t e s  i n t o  a n  i n f i -  
n i t e l y  l o n g  b a n d  w i t h  a w i d t h  2f ( F i g .  8 , b ) .  If t h i s  same d i s t a n c e  

b e t w e e n  focal p o i n t s  o f  t h e  c y l i n d e r s  r e -  
m a i n s  c o n s t a n t ,  b u t  a + CD , t h e n  5 + CD , 
b u t  e + 0 .  A s  a r e s u l t ,  t h e  f a m i l y  of  c o n -  
f o c a l  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  c h a n g e s  a t  t h e  
l i m i t  t o  a f a m i l y  o f  c o a x i a l  c i r c u l a r  c y -  
l i n d e r s  w i t h  t h e  a x i s  0 2  a n d  t h e  r a d i u s  p = 
f c 5 / 2 .  

a 

I n  t h e  ca se  when t h e  m a j o r  s e m i a x i s  a 
o f  t h e  c o o r d i n a t e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  r e -  
m a i n s  c o n s t a n t ,  b u t  e + 0 ( t h e  c o o r d i n a t e  
g r i d  i n  t h e  p l a n e  z = c o n s t  v a r i e s ) ,  t h e n  
5 + c o a n d  f + 0 ,  s o  t h a t  f c h 5  = fshS + p = 

F i g .  9 .  S y s t e m  o f  a .  A s  a r e s u l t ,  t h e  s y s t e m  o f  e l l i p t i c a l  
S p h e r i c a l  C o o r d i -  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  c h a n g e s  t o  a s y s t e m  
n a t e s .  o f  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  polar c o -  

o r d i n a t e s  p = f e t / 2  a n d  n = @.  
Sys tem o f  S p h e r i c a l  C o o r d i n a t e s  ( F i g .  9 ) .  The  s o - c a l l e d  v a r i a b l e  

q u a n t i t i e s  q 1  = r ,  q 2  = 8, q 3  = 4 ,  a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  C a r t e s i a n  
r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  X ,  y ,  z by  t h e  c o n v e r s i o n  f o r m u l a s  

x = rsinecosq, y =  rsinesincp, z = rcos0, (1.5.32) 

w h e r e  0 s r 5 03 , 0 5 8 5 n ,  0 S @ < 2n. The c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  
h e r e  a r e  t h e  c o n c e n t r i c  s p h e r e s  r = c o n s t  w i t h  c e n t e r s  a t  t h e  o r i g i n ,  
t h e  f a m i l y  o f  c o s i n e s  8 = c o n s t  w i t h  t h e  v e r t e x  a t  t h e  c e n t e r  o f  
t h e  s p h e r e  a n d  t h e  f a m i l y  o f  m e r i d i o n a l  p l a n e s  (p = c o n s t .  
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The L a m e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  a r e  e q u a l  t o  /38 

( 1 . 5 . 3 3 )  h, = 1, he = r, h, = rsin8,  

t h e r e f o r e  if e,, e o ,  e +  a r e  t h e  u n i t  v e c t o r s  of  t h e  s y s t e m  of  s p h e r i -  
c a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e n  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 1 . 5 . 1 0 )  - ( 1 . 5 . 1 5 1 ,  we 
o b t a i n :  

( 1 . 5 . 3 4  ) 

( 1 . 5 . 3 5 )  

e , =  siri0coscp.i +sinOsinp.j.+cos0.k, 

en =cos8coscp.i~-cosOsinrp.j-sinO~k, 

e,=-sincp. i+coscp.j ,  

A,  = A, sill 0 cos cp -+- /Iy sin 0 sin cp -1- A; cos 8 ,  
Ae = A, cos 0 cos rp + A, cos 0 sill rp - A, sin 0, 
A, = - A, sin cp + A,  cos cp, I 

a (sin0 A,,) -t I .a 1 
r2 dr rsinO a @  djv A I - (r2A ) + ~ , -- 

(Arp)r 
I a + - rsi,l e- * a 'I) 

( 1 . 5 . 3 6 )  

( 1 . 5 . 3 7 )  

( 1 . 5 . 3 8 )  

( 1 . 5 . 3 9 )  

System of Prolate Spheroidal Coordinates (Fig. 1 0 ) .  The S O -  

c a l l e d  v a r i a b l e  q u a n t i t i e s  q1 = 5 ,  q 2  = q ,  q 3  = 4 ,  a r e  c o n n e c t e d  /39 
w i t h  t h e  r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  x, 3 ,  z b y  t h e  c o n v e r s i o n  
f o r m u l a s  , 

( 1 . 5 . 4 0  
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w h e r e  1 s 6 < 0 0 ,  -1 5 11 5 1, 0 5 4 5   IT. The c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  
h e r e  a r e  t h e  f a m i l y  o f  p r o l a t e  s p h e r o i d s  
5 = c o n s t  w i t h  t h e  m a j o r  a x i s  e q u a l  t o  2f6, a n d  t h e  m i n o r  a x i s  

( e l l i p s o i d s  o f  r o t a t i o n )  

t o  2f(c2-1)1/2 (2f i s  t h e  i n t e r f o c a l  d i s -  
t a n c e ) .  The d e g e n e r a t e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e  
5 = 1 i s  a s e g m e n t  o f  t h e  z a x i s  o f  l e n g t h  
2f ( e x t e n d i n g  f r o m  z -f t o  z = f ) .  T h e  
f a m i l y  of c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  n = c o n s t  
r e p r e s e n t s  a f a m i l y  o f  t w o - s h e e t  h y p e r -  
b o l o i d s  o f  r o t a t i o n  w i t h  a n  a s y m p t o t i c  
c o n e ,  w h o s e  g e n e r a t r i c e s  p a s s  t h r o u g h  t h e  
o r i g i n  a n d  c o m p r i s e  a n  a n g l e  a = a r c  C O S  n 
w i t h  t h e  a x i s  Z. The d e g e n e r a t e  c o o r d i n a t e  
s u r f a c e  = 1 i s  t h e  p a r t  o f  t h e  a x i s  z 
f o r  w h i c h  I z I  > f .  The t h i r d  f a m i l y  o f  
c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  i s  a f a m i l y  o f  p l a n e s  
I$ = c o n s t ,  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  a x i s  z a t  
a n  a n g l e  @J t o  t h e  p l a n e  O X Z .  

e q u a l  

The Lame c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  
a r e  e q u a l  t o  / / I?-- ' \  \ 

I 
- 

I S  

p & F / t 2  p=;mT/S 

1 -$ 
(1.5.41) 

F i g .  1 0 .  S y s t e m  o f  
P r o l a t e  S p h e r o i d a l  
C o o r d i n a t e s .  

t h e r e f o r e . ,  if e 6 ,  e n ,  e +  a r e  u n i t  v e c t o r s  o f  t h e  s y s t e m  o f  p r o l a t e  
s ~ h e ~ o i d a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e n  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  (1.5.10) - 

c 1 . 5 . 4 3 1  
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Y 

( 1 . 5 . 4 4 )  

( 1 . 5 . 4 5 )  L 4 1  

( 1 . 5 . 4 6 )  

(1.5.47) 

A t  t h e  l i m i t ,  when t h e  f o c a l  d i s t a n c e  f + 0 ,  t h e  s p h e r o i d a l  c o o r d i -  
n a t e  s y s t e m  c h a n g e s  t o  a s p h e r i c a l  s y s t e m  of c o o r d i n a t e s .  For f = 
c o n s t  a n d  4 -f QD , t h e  s u r f a c e  5 = c o n s t  i n  e a c h  c a s e  b e c o m e s  a 
s p h e r e .  H e r e  f t - f r ,  b u t  + c o s e ,  w h e r e  r a n d  8 a r e  s p h e r i c a l  c o -  
o r d i n a t e s .  

Sys tem o f  O b l a t e  S p h e r o i d a l  C o o r d i n a t e s  ( F i g .  11).  The s o - c a l l e d  
v a r i a b l e  q u a n t i t i e s  q 1  = 5 ,  q 2  = n ,  q 3  = 4 a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  
r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  x ,  y ,  z b y  t h e  c o n v e r s i o n  f o r m u l a s ,  

w h e r e  0 S 5 < co , -1 s q s 1, 0 I @ 5 2 7 ~ .  I n  a n  o b l a t e  s p h e r o i d a l  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  t h e  f a m i l y  o f  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  5 = c o n s t  
r e p r e s e n t s  a f a m i l y  of o b l a t e  s p h e r o i d s  w i t h  t h e  m a j o r  a x i s  e q u a l  
t o  2f(S2 + 1)1/2 a n d  t h e  m i n o r  a x i s  e q u a l  t o  2 f 5  ( 2 f  is t h e  i n t e r -  
f o c a l  d i s t a n c e ) .  The  d e g e n e r a t e  s u r f a c e  5 = 0 i s  a c i r c u l a r  d i s k  
of  r a d i u s  r = f ,  l y i n g  o n  t h e  p l a n e  Oxy w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  
o r i g i n .  T h e  f a m i l y  of  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  = c o n s t  < 1 i s  a 
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f a m i l y  of  o n e - s h e e t  h y p e r b o l o i d s  o f  r o t a t i o n  w i t h  a n  a s y m p t o t i c  
c o n e ,  whose  g e n e r a t r i c e s  p a s s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  a n d  f o r m  a n  a n g l e  

a = a rc  c o s  n w i t h  t h e  z a x i s .  
T h e  d e g e n e r a t e  s u r f a c e  1 0 1  = 
1 i s  t h e  z a x i s .  T h e  s u r f a c e  
17 = 0 i s  t h e  p l a n e  Oxy, w i t h  -- / 4 2  
t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  d i s k  
5 = 0 .  The  t h i r d  f a m i l y  o f  
c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  i s  t h e  
p l a n e s  4 = c o n s t ,  w h i c h  p a s s  
t h r o u g h  t h e  z a x i s  a t  a n  
a n g l e  4 t o  t h e  p l a n e  O Z Z .  

The Lame c o e f f i c i e n t s  
o f  t h e  s y s t e m  a r e  e q u a l  t o :  

F i g .  11. S y s t e m  of  O b l a t e  hE=f fG* E 2  + q2 h,== f 1f ts9 
S p h e r o i d a l  C o o r d i n a t e s .  

h,-f v@=+ 1)(1-q2)t ( 1 . 5 . 4 9 )  

t h e r e f o r e ,  if e E ,  e q ,  e +  a r e  u n i t  v e c t o r s  of  t h e  s y s t e m  o f  o b l a t e  
s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e n  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  
( 1 . 5 . 1 5 1 ,  

( 1 . 5 . 1 0 )  - 

( 1 . 5 . 5 0 )  

3 2  



( 1 . 5 . 5 3 )  

( 1 . 5 . 5 4 )  

( 1 . 5 . 5 5 )  

A t  t h e  l i m i t ,  when t h e  f o c a l  d i s t a n c e  f + 0 ,  t h e  o b l a t e  s p h e r -  - / 4 4  
o i d a l  c o o r d i n a t e s  a l s o  c o n v e r t  t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  Here f< + 

r ,  b u t  rl + c o s  0 .  If t h o u g h  f i s  f i n i t e ,  b u t  5 + co , t h e n  w e  a l s o  
h a v e  fc + r ,  rl -+ c o s  0 ,  w h e r e  r a n d  0 a r e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  s u b s t i t u t i o n  

f o r m a l l y  t r a n s f o r m s  t h e  s y s t e m  o f  o b l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  
( 1 . 5 . 4 8 )  i n t o  a p r o l a t e  s p h e r o i d a l  s y s t e m  of c o o r d i n a t e s  ( 1 . 5 . 4 0 )  
a n d  , o n  t h e  c o n t r a r y ,  t h e  s u b s t i t u t i o n  

( 1 . 5 . 5 7 )  
E - i E ,  q - c q ,  f -+ - l i f  

t r a n s f o r m s  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( 1 . 5 . 4 0 )  
i n t o  a n  o b l a t e  s p h e r o i d a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( 1 . 5 . 4 8 ) .  
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On t h e  b a s i s  of f o r m u l a s  ( 1 . 5 . 1 3 1 ,  ( 1 . 5 . 1 5 1 ,  t h e  Maxwel l  e q u a -  
t i o n s  (1.1.4) i n  t h e  s y s t e m  of  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s  
q l ,  q 2 ,  q 3  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 1 . 5 . 5 8 )  

F o r  t h e  o t h e r  e q u a t i o n s  we h e n c e  o b t a i n  a c i r c u l a r  p e r m u t a t i o n  o f  
t h e  i n d i c e s  a # B ,  ct # y ,  B # y, a ,  6 ,  y = 1, 2 ,  3. A n a l o g o u s l y  
w e  h a v e :  

a n d  

( 1 . 5 . 5 9 )  

( 1 . 5 . 6 0 )  

( 1 . 5 . 6 1 )  

F o r m u l a  ( 1 . 5 . 1 4 )  p e r m i t s  w r i t i n g  w i t h  no e f f o r t  t h e  H e l m h o l t z  
s c a l a r  e q u a t i o n  , 

I n  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s ,  

( 1 . 5 . 6 2 )  

5 6 .  S e p a r a t i o n  o f  Maxwell E q u a t i o n s  i n  O r t h o g o n a l  
C u r v i  1 i n e a r  C o o r d i n a t e s .  

( 1 . 5 . 6 3 )  

I n  t h e o r y ,  e a c h  p r o b l e m  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  
w a v e s  o n  b a r r i e r s  o f  a n y  g e o m e t r i c a l  s h a p e  i n v o l v e s  a s o l u t i o n  of 
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l a x w e l l  v e c t o r  e q u a t i o n s  a n d  i s  a v e c t o r  p r o b l e m .  However ,  i n  many 
i n s t a n c e s  a v e c t o r  p r o b l e m  c a n  b e  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  s c a l a r  b o u n d a r y  
l r o b l e m s  by  s e e k i n g  i n d e p e n d e n t  s c a l a r  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  t h a t  
+ a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  s c a l a r  e q u a t i o n  a n d  i n d i v i d u a l  b o u n d a r y  c o n -  
i i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  of  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y .  R e d u c t i o n  o f  t h e  
r e c t o r  p r o b l e m  t o  s o l v i n g  s c a l a r  p r o b l e m s  t h a t  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  
, n e  a n o t h e r  i s  u s u a l l y  c a l l e d  s e p a r a t i o n  o f  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n s .  

U s . e  o f  t h e  me thod  of s e p a r a t i o n  of  Maxwel l  e q u a t i o n s  i n  p r o -  
i l e m s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  p e r m i t s  s u b -  
+ t a n t i a l l y  s i m p l i f y i n g  t h e  p r o c e s s  of  f i n d i n g  t h e  v e c t o r s  E,  H when 
- h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  p o s s e s s e s  a s u r f a c e  t h a t  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
1:omplete c o o r d i n a t e  s u r f  ace  of  o n e  o f  t h e  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  
q y s t e m s  o f  c o o r d i n a t e s  9 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  i n  w h i c h  ( i n  t u r n )  t h e  H e l m h o l t z  
qave  e q u a t i o n  a l l o w s  s e p a r a t i o n  o f  t h e  v a r i a b l e s  r e l a t i v e  t o  4 1 ,  
7 2 ,  q3 ( i . e . ,  when t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i s  w r i t t e n  i n  t h e  c o o r d i -  
i a t e s  9 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  f u n c t i o n s  $(q1, q 2 ,  q 3 )  = 
Jl(ql)Q2(q2)&3(q3) i n t o  i t ,  i . e . ,  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  i s  s e p a r -  
- i t ed  i n t o  t h r e e  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  Q i ( q i )  , i = 1, 
2 ,  3). 

L e t  u s  s t a t e  t h e  c o n d i t i o n s  i m p o s e d  o n  t h e  o r t h o g o n a l  c u r v i -  
! i n e a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  w h i c h  i t  becomes  
p o s s i b l e  t o  s e p a r a t e  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n s  i n  t h e s e  c o o r d i n a t e s .  

I n  t h e  r e g i o n  u n d e r  s t u d y ,  l e t  J ( e x t )  = 0 ,  P = 0 .  T h e n ,  i n  
t h e  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  41 , q 2  , q 3  , e q u a t i o n s  
( 1 . 5 . 5 8 )  a n d  ( 1 . 5 . 5 9 )  t a k e  t h e  f o r m  

(h  E ) = a h  h H , 
a4a B B dqs ‘a qa qa Q p  ‘y  

a a 
v . ( h ,  E ,  ) - - 

(1.6.1) 

(1.6.2) /46 

. < h e r e ,  j u s t  a s  b e f o r e ,  t h e  i n d i c e s  a ,  8 ,  y d e n o t e  a n y  e v e n  p e r m u t a -  

Now l e t  u s  a s s u m e  t h a t  i n  a c e r t a i n  s y s t e m  o f  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  
Z o o r d i n a t e s  q l ,  q 2 ,  q 3 ,  t h e  v e c t o r  p r o b l e m  p o s e d  f o r  e q u a t i o n s  (1.6.1), 
(1.6.2) a l l o w s  a s o l u t i o n  o f  t h e  f o r m ,  

Lion  o f  t h e  n u m b e r s  1, 2 ,  3 a n d  w h e r e  we s e t  a = i k o p ,  b = k 2 / i p k  0 -  

3r o f  t h e  f o r m ,  

(1.6.4) 
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w h e r e  t h e  i n d e x  q 2  ( 2  i s  a n y  o f  t h e  n u m b e r s  1, 2 ,  3 )  d e n o t e s  t h a t  
t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  f i e l d  v e c t o r  i s  t a k e n  a l o n g  t h e  c o o r d i n a t e  
l i n e  4 2 .  For e x a m p l e ,  l e t  t h e r e  b e  t h e  c a s e  ( 1 . 6 . 3 ) .  T h e n ,  a f t e r  
s u b s t i t u t i n g  y = 1 i n t o  ( 1 . 6 . 1 ) ,  w e  h a v e  

( 1 . 6 . 5 )  

w h e r e  t h e  i n d i c e s  j ,  K a l o n g  w i t h  2 a r e  now a s s u m e d  t o  f i x e d .  I t  
i s  o b v i o u s  t h a t  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 6 . 5 )  w i l l  b e  i d e n t i c a l l y  s a t i s f i e d  
i f  we w r i t e  E a n d  E i n  t h e  f o r m  

qJ- q K  

au* .-, 1 au* 1 .-, E =- 
QK a q K  ( 1 . 6 . 6 )  E,, = W j  ‘K 

41 

w h e r e  u* i s  a g - v e n  f u n c t i o n .  A f t e r  s u b s t i t u t i n g  ( 1 . 6 . 6 )  i n t o  
( 1 . 6 . 2 )  when y = j ,  K ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  H q  = 0 ,  we o b t a i n  
t h e  e q u a t i o n s  z 

au* h Q K h  . 
’ 

( h q H q ) =  - b a 
aql K K hql 

dq, 

au * a (h H ) = b hqihq/ . -, - 
h a q K  

q K  
qi q1 

. w h i c h  w i l l  b e  i d e n t i c a l l y  s a t i s f i e d  i f  w e  s e t  

( 1 . 6 . 7 )  

( 1 . 6 . 8 )  

w h e r e  u is a c e r t a i n  f u n c t i o n  and  i f  we a s s u m e  t h a t  t h e  Lame c o e f -  - / 4 ’  
f i c i e n t s  o f  t h e  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  9 1 ,  
q 2 ,  q 3  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  

( 1 . 6 . 9 )  

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  i n  ( 1 . 6 . 8 )  for t h e  c o m p o n e n t s  
i n  t h o s e  e q u a t i o n s  of ( 1 - 6 . 2 )  f o r  w h i c h  y = 2 ,  w e  o b t a i n  H q K y  ‘ q j  
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a n d  f r o m  (1.6.6), o n  t h e  b a s i s  o f  (1.6.8), w e  f i n d  

(1.6.10 

(1.6.11) 

A s  a r e s u l t ,  a l l  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  E ,  H 
were  f o u n d  t o  b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  o n e  s c a l a r  f u n c t i o n  u .  If w e  
s u b s t i t u t e  t h e s e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  i n t o  t h e  t w o  s t i l l  
u n u s e d  e q u a t i o n s  f r o m  ( 1 . 6 . 1 )  f o r  w h i c h  y = j ,  K ,  w e  f i n d  t h a t  t h e y  
w i l l  b e  i d e n t i c a l l y  s a t i s f i e d  i f  u i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f e r e n -  
t i a l  e q u a t i o n  

( 1 . 6 . 1 2 )  
a2u + 7 + k2U = 0 ,  
a9 i 

w h e r e  t h e  p a r a m e t e r  k i s  d e t e r m i n e d  as  i n  ( 1 . 2 . 3 )  

T h u s ,  by  p r o p e r  c h o i c e  o f  t h e  a u x i l i a r y  s c a l a r  f u n c t i o n  u ,  w e  
c a n  c o n s t r u c t  t h e  v e c t o r  E, H t h r o u g h  i t ;  s o l u t i o n  o f  t h e  homogeneous  
s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  (1.1.4) whose  c o m p o n e n t s ,  t a k i n g  ( 1 . 6 . 1 2 )  
i n t o  a c c o u n t ,  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f u n c t i o n  u b y  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p s  

1 a2u kZ 1 at.4 , Hq,=-  a -  * - ,  
dqlaq, ik,P h9K a4, E,, = ' 

( 1 . 6 . 1 3 )  /48 

I n  t h e  case o f  ( 1 . 6 . 4 )  w e  c a n  f i n d  a n a l o g o u s l y ,  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  
o f  t h e  v e c t o r s  E,  H ,  t h e  r e l a t i o n s h i p s  
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w h e r e  2, i s  a n  a u x i l i a r y  s c a l a r  f u n c t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  e q u a t i o n  
( 1 . 6 . 1 2 ) .  

C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h o s e  ca ses  when t h e  v e c t o r  p r o b l e m  f o r  t h e  
homogeneous  s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 . 4 )  a l l o w s  p o s i n g  t h e  
p r o b l e m  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  o f  two  p a r t i a l  f i e l d s  s u c h  
as  ( 1 . 6 . 3 )  a n d  ( 1 . 6 . 4 1 ,  f o r  d e t e r m i n a t i o n  of e a c h  o f  t hem i.t i s  
s u f f i c i e n t  t o  f i n d  o n e  s c a l a r  a u x i l i a r y  f u n c t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  
e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 2 )  a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  g u a r a n t e e  s a t i s  
f a c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  v e c t o r s  E ,  H .  A f t e r  t h i s  
t h e  v e c t o r s  E,  H a r e  f o u n d  f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 1 . 6 . 1 3 )  a n d  
( 1 . 6 . 1 4 ) .  T h e  c o m p o n e n t s  of t h e  c o m p l e t e  f i e l d  a r e  f o u n d  as  t h e  
sums o f  t h e  r e s p e c t i v e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p a r t i a l  f i e l d s  a n d  a r e  
d e t e r m i n e d  t h r o u g h  u a n d  2, b y  t h e  formulas 

U s u a l l y  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  s u c h  as  ( 1 . 6 . 3 )  i s  c a l l e d  a 
f i e l d  o f  e l e c t r i c a l  t y p e ,  a n d  a f i e l d  s u c h  a s  ( 1 . 6 . 4 )  a m a g n e t i c  
t y p e  f i e l d .  A n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h e i r  e x i s t e n c e  i s  o r t h o g o n a l  
c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  91, q 2 ,  q 3  i s  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  
c o n d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  C48,  1 8 7 1 .  C o n d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  i s  s a t i s f i e d  b y  t h e  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  ( C a r t e s i a n  r e c t a n g u l a r ,  p o l a r ,  e l l i p -  
t i c a l ,  p a r a b o l i c ,  e t c . ,  c o o r d i n a t e s  o n  t h e  p l a n e  z = c o n s t  i n  c o n -  
j u n c t i o n  w i t h  t h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  z ,  f i g u r e d  i n  t h e  d i r e c t i o n  
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n o r m a l  t o  t h i s  p l a n e )  a n d  b y  a s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  

S i n c e  h ,  = 1, h+.= p ,  h ,  = 1 i n  t h e  c o o r d i n a t e s  of a c i r c u l a r  
c y l i n d e r ,  t h e n  c o n d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  is s a t i s f i e d  r e l a t i v e  t o  t h e  c o -  
o r d i n a t e  Z. T h e r e f o r e ,  i n  t h e  case  o f  a n  e l e c t r i c a l  t y p e  f i e l d ,  
when E ,  # 0 ,  b u t  H, = 0 ( i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  s u c h  a f i e l d  
i s  c a l l e d  a t r a n s v e r s e  m a g n e t i c  f i e l d  or a TM-type f i e l d ) ,  a c c o r d -  
i n g  t o  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 3 )  w e  h a v e  

a2u 
a p a t  ' 

E ,  = 

H, = O ,  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  u i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n ,  

( 1 . 6 . 1 7 )  

w h i c h  i s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  w r i t t e n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s .  

I n  t h e  c a s e  of  a m a g n e t i c  t y p e  f i e l d ,  when E ,  = 0 ,  HZ # 0 ( i n  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  s u c h  a f i e l d  i s  c a l l e d  a t r a n s v e r s e  e l e c -  
t r i c a l  f i e l d  or a T E - t y p e  f i e l d ) ,  w e  h a v e ,  o n  t h e  b a s i s  o f  (1.6.14)¶ 

/50 - (1.6.18) 

E ,  = 0, 

w h e r e  2, i s  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 ) .  

I n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  hg = h ,  = f J z  - 
c o s 2  q ,  b u t  hZ = 1, a n d  c o n d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  i s  a l s o  s a t i s f i e d  r e l a t i v e  
t o  t h e  c o o r d i n a t e  z .  T h e r e f o r e ,  i n  t h e  case  o f  a TM-type f i e l d  
when E 2  # 0 ,  H ,  = 0 ,  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 3 ) ,  w e  o b t a i n  
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Ill1 I I l l  Ill1 Ill I 

au 
- . -  ks 1 H,=---. 

i k , p  fI/chaE-cos2q dg  ’ 
(1.6.19 

+ kxu, H, = 0, E, =- 
a22 

a n d  i n  t h e  case  of  a T E - t y p e  f i e l d ,  when E, = 0 ,  b u t  H ,  # 0 ,  from 
(1.6.14) w e  f i n d  

w h e r e  u a n d  v a r e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n ,  

( 1 . 6 . 2 0 )  

( 1 . 6 . 2 1 )  

? . e .  , t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n s ,  w r i t t e n  i n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s .  

= r s i n 9  a n d  c o n -  
d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  i s  s a t i s f i e d  r e l a t i v e  t o  t h e  c o o r  i n a t e  r .  T h e r e -  
f o r e ,  f o r  a n  e l e c t r i c a l  t y p e  f i e l d ,  when E, # 0 ,  Hr = 0 ,  a c c o r d i n g  
t o  (1.6.131, w e  f i n d :  

h8 I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  h,  = 1, he = r ,  

( 1 . 6 . 2 2 )  
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I 

a n d  i n  t h e  ca se  of a m a g n e t i c  t y p e  f i e l d ,  when E p  = 0 ,  H ,  # 0 ,  f r o m  
( 1 . 6 . 1 4 1 ,  w e  o b t a i n  

E, = 0, 

w h e r e  u a n d  V a r e  s o l u t i o n s  t o  

d2U 1 
3- 

r2 sin 8 ar9 

1 
rz sin2 8 + 

w h i c h ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  

t h e  e q u a t i o n  , 

a 
a e  

a2u 
d o 2  

+ k'u = 0 ,  

- - 
u = ru, v = rv 

is r e d u c e d  f o r  u a n d  7 t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  

( 1 . 6 . 2 3 )  

( 1 . 6 . 2 4 )  

( 1 . 6 . 2 5 )  

( 1 . 6 . 2 6 )  

w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  o n l y  c a s e  when ,  i n  t h e  o r t h o g o n a l  c u r v i -  
l i n e a r  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  41, q 2 ,  q 3  t h a t  d i f f e r s  f r o m  t h e  cy- 
l i n d r i c a l  a n d  s p h e r i c a l  s y s t e m s ,  t h e  f l e l d  v e c t o r s  E, H may be ex- 
p r e s s e d  t h r o u g h  two s c a l a r  f u n c t i o n s ,  i s  t h a t  c a s e  i n  w h i c h  t h e  
L a m e  c o e f f i c i e n t s  a s  w e l l  a s  t h e  v e c t o r s  E, H a r e  i n d e p e n d e n t  o f  
o n e  o f  t h e  c u r v i l i n e a r  c o o r d i n a t e s ,  f o r  e x a m p l e ,  o f  9 2 .  Then 
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1 
U, Hql=  - u, 

1 E -- 
hq1 hq1 

91 - 

w h e r e  u a n d  v a r e  f u n c t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n ,  

( 1 . 6 . 2 7 )  

( 1 . 6 . 2 8  1 

If w e  u s e  f o r m u l a s  ( 1 . 2 . 1 3 )  a n d  ( 1 . 2 . 1 7 )  w e  c a n  show t h a t  i n  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  / 5  
E ,  H may b e  e x p r e s s e d  by  r e l a t i o n s h i p s  ( 1 . 6 . 1 3 )  y r  ( 1 . 6 . 1 4 )  t h s q u g h  .. - 
t h e  o n l y  n o n - z e r o  2 - c o m p o n e n t  o f  t h e  e l e c t r i c a l  II or m a g n e t i c  II" 
H e r t z  v e c t o r ,  r e s p e c t i v e l y ,  i f  w e  a s s u m e  t h e  H e r t z  v e c t o r  t o  b e  
d i r e c t e d  p a r a l l e l  t o  t h e  z a x i s  o f  t h e  g i v e n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m .  Here i n  (1.6.13) we f i n d  u = II,, a n d  i n  ( 1 . 6 . 1 4 ) ,  v = II;. 
I n  t h i s  r e s p e c t ,  t h e  a u x i l i a r y  f u n c t i o n s  u a n d  v a r e  o f t e n  c a l l e d  
H e r t z  s c a l a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s .  

I n  e x a c t l y  t h e  same way ,  if w e  i n t r o d u c e  i n t o , a n a l y s i s  ( i n  t h e  
s p h e r i c a l  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s )  t h e  H e r t z  v e c t o r  II or t h e  H e r t z  
m a g n e t i c  v e c t o r  zf: w i t h  o n l y  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  IIp(II$) b e i n g  n o n -  
z e r o ,  a n d  i f  w e  u s e  r e l a t i o n s h i p s  ( 1 . 2 . 1 3 )  a n d  ( 1 . 2 . 1 7 )  we c a n  show 
t h a t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  H w i l l  b e  e x p r e s s e d  by  f o r m u l a s  
( 1 . 6 . 2 2 )  o r  ( 1 . 6 . 2 3 )  t h r o u g h  IIp or II;, r e s p e c t i v e l y ,  ; . e . ,  t h a t  
u = IIp, V - -  = IIp a n d  t h a t  f lyy II; s a t i s f y  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 2 4 ) .  The  
f u n c t i o n s  u ,  V ,  r e l a t e d  t o  u a n d  2, by t h e  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 6 . 2 5 )  a r e  
Debye  p o t e n t i a l s .  The f u n c t i o n s  u ,  v f r o m  ( 1 . 6 . 2 7 )  a r e  c a l l e d  
Abraham p o t e n t i a l s .  

5 7 .  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  f o r  S c a l a r  P o t e n t i a l  F u n c t i o n s .  

L e t  u s  e s t a b l i s h  t h e  t y p e  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  
s a t i s f i e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a d i f f r a c t i n g  b o d y  by  t h e  s c a l a r  p o t e n  
t i a l  f u n c t i o n s  i n t r o d u c e d  i n  5 6 .  T o  a l l  t h e  v a l u e s  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e  p r i m a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  E o ,  H o  a n d  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  
E l ,  H 1  ( o u t s i d e  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y ) ,  E2, H2 ( i n s i d e  t h e  d i f f r a c -  
t i n g  b o d y )  w e  c a n  c o n v e n t i o n a l l y  a s s i g n  t h e  i n d i c e s  0 ,  1, 2 ,  r e s p e c -  
t i v e l y  ( i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  t h e  p h y s i c a l  
p a r a m e t e r s  E ,  1-1, IS a r e  j u s t  t h e  same a s  f o r  t h e  f i e l d  E o ,  H o  a n d  f o r  
t h e  f i e l d  E ' ,  H 1 ,  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h ,  i n  t h i s  r e g i o n ,  t h e y  w i l l  
b e  w r i t t e n  w i t h o u t  s u p e r s c r i p t s .  J u s t  a s  b e f o r e ,  it i s  a s s u m e d  t h a t  
k o  = w / c ) .  
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A C i r c u l a r  I n f i n i t e l y  L o n g  C y l i n d e r  w i t h  R a d i u s  p = a .  

1. T h e  case  0 2  = 0 3 .  The  p r i m a r y  f i e l d  i s  a TM-type f i e l d  

(= = 

: H :  = 0 )  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  f i e l d  E%,  Hz (i = 0 ,  1, 2 )  i s  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c o o r d i n a t e  z 

h i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  p ,  4 ,  z i s  s u p e r p o s e d  w i t h  t h e  a x i s  o f  t h e  
~ y l l n d e r ) .  S i n c e  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E a n d  H 
i r e  t h e i r  4 -  a n d  z - c o m p o n e n t s ,  t h e n  f r o m  (1.6.16) w e  c a n  e s t a b l i s h  
- h a t  t h e  c o n d i t i o n s  i n  (1.1.5) w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  w e  r e q u i r e  t h a t ,  /54 
i n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r ,  t h e  f u n c t i o n  u s a t i s f y  t h e  c o n d i -  

( - i o n s ,  

a -  0 ,  t h e  a x i s  O Z  of t h e  c y l i n -  

(1.7.1) 

i h e r e  u = u ( O )  + u(l) ( t h e  f u n c t i o n  u ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  
- i e l d  E o ,  H O ) .  

2 .  The  c a s e  0 2  # 03 . T h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  a T E - t y p e  f i e l d  
:E: = 0) a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  f i e l d  E % ,  H Z  ( i  = 0 ,  1, 2 )  i s  

n d e p e n d e n t  o f  t h e  c o o r d i n a t e  z ( E  0 ,  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  

h e  p r e v i o u s  o n e ) .  On t h e  b a s i s  o f  (1.6.18) l e t  u s  e s t a b l i s h  t h a t  
h e  c o n d i t j o n s  i n  (1.1.5) w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  w e  r e q u i r e  o f  t h e  
u n c t i o n  V z  t h a t  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  i t  s a t i s f y  t h e  c o n -  

a 

, u g a t e  c o n d i t i o n s  (1.7.1)6, w h e r e  2, = v ( O )  + V ( l )  ( t h e  f u n c t i o n  V o  
-s d e t e r m i n e d  by  t h e  p r i m a r y  f i e l d ) .  

C o n d i t i o n s  (1.7.1) f o r  t h e  f u n c t i o n s  V a n d  U o c c u r ,  f o r  e x a m p l e ,  
n t h e  p r o b l e m  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave 
1 . 3 . 4 )  o n  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r  ( 0 2  # 0 0 )  u n d e r  t h e  

: o n d i t i o n  t h a t  t h e  v e c t o r  n ,  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a -  
; a t i o n  o f  t h e  wave f r o n t ,  i s  n o r m a l  t o  t h e  g e n e r a t r i x  o f  t h e  c y -  

l o t  v a r y  a l o n g  i t s  a x i s .  
i n d e r  a n d  t h a t  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c y l i n d e r  d o  

3 .  T h e  c a s e  0 2  #.a. T h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  a TM-type f i e l d  
Hj = 0). T h e  f i e l d  E % ,  H i  ( i  = 0 ,  1, 2 )  d e p e n d s  o n  t h e  c o o r d i n a t e  

. The c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  t h e  p r e v i o u s  o n e .  I t  i s  e a s y  a i(G 3 0 )  

o see  t h a t  i n  s u c h  case i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  
I o n d i t i o n s  i n  (1.1.5) o n  t h e  s u r f a c e  o f  a c y l j n d e r  i f  w e  a s s u m e  t h a t  
h e  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t  H i  of  t h e  v e c t o r  Hz 

: e c o n d a r y  f i e l d  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o .  T h e r e f o r e ,  t h e  

' I n  t h i s  c a s e ,  i n  t h e  s e c o n d  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  (1.7.1), k 2 / p  
:nd k : / u 2  a r e  s u b s t i t u t e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  f o r  1-1 a n d  1-12. 

(i = 1, 2 )  o f  t h e  

- - - - - - - - . ___ 
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s e c o n d a r y  f i e l d s  ( a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  o u t s i d e  t h e  
c y l i n d e r )  m u s t  b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  b o t h  o f  t h e  
TM-type f i e l d  a n d  o f  t h e  T E - t y p e ,  i n  s p i t e  of t h e  f a c t  t h a t  t h e  
p r i m a r y  f i e l d  i s  a f i e l d  o f  o n l y  o n e  t y p e .  On t h e  b a s i s  o f  (1.6.151, 
w r i t t e n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  t h e  c o n -  
d i t i o n s  i n  (1.1.5) o n  t h e  s u r f a c e  o f  a c y l i n d e r  w i l l  b e  s a t i s f i e d  
i f  w e  r e q u i r e  of  t h e  f u n c t i o n s  u a n d  0 ,  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y -  
l i n d e r  when p = a t h a t  t h e y  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p s .  

1 a2u a0 1 d2ur2) adz) 
P aqaz a P  P acpaz aP 

- ik, p2- , -ii$p - =- . - .  

( 1 . 7 . 2 )  

w h e r e  u = u ( O )  t u ( l )  ( t h e  f u  c t i o n  u ( ' )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  p r i -  
m a r y  f i e l d  E o ,  H o ) ,  b u t  v = v ? ' )  ( f o r  t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  V ( O ) E  0 ) .  

4 .  The  ca se  0 2  # w , when t h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  a T E - t y p e  f i e l d  
a n d  t h e  f i e l d  E i ,  Hz (i = 1, 2 )  d e p e n d s  o n  t h e  c o o r d i n a t e  Z ,  s i m i l a r  
t o  t h e  a b o v e .  For s a t i s f a c t i o n  o f  c o n d i t i o n s  (1.1.5) i t  f o l l o w s  t o  
r e q u i r e  of u a n d  v t h a t  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  t h e  s a t i s f y  
t h e  c o n d i t i o n s  i n  ( 1 . 7 . 2 )  w h e r e  w e  now h a v e  V = v ( O )  + V ( l 7  ( t h e  
f u n c t i o n  v ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  f i e l d  E o ,  H o ) ,  b u t  u = 
u ( l )  (for t h e  p r i m a r y  f i e l d  u ( O )  E 0). 

I n  p a r t i c u l a r ,  a s  a n  e x a m p l e  o f  t h e  p r o b l e m  l e a d i n g  t o  t h e  c o n -  
d i t i o n s  i n  ( 1 . 7 . 2 ) ,  for t h e  f u n c t i o n s  u, V we c a n  u s e  t h e  p r o b l e m  
o f  d i f f r a c t i o n  o f  a n  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  p l a n e  wave ( 1 . 3 . 4 )  o n  a n  
i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  d i e l e c t r i c  c y l i n d e r .  

5 .  T h e  c a s e  u 2  = w , when t h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  a t y p e  TM f i e l d  
( t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  t h e  p r e v i o u s  o n e ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.1.6) o n  t h e  s u r f a c e  o f  a c y l i n d e r  w i l l  b e  
s a t i s f i e d  ( w i t h  a n  a r b i t r a r y  d e p e n d e n c e  o f  t h e  f i e l d s  o n  t h e  c o o r d i -  
n a t e  z ) ,  i f  we s e e k  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  same way as  a f i e l d  
o f  o n l y  o n e  TM- type ,  a n d  i f  w e  a s s u m e  ( o n  t h e  b a s i s  o f  (1.1.16) t h a t  

u = 0 (p =ah ( 1 . 7 . 3 )  

w h e r e  u = u ( O )  + u ( l )  ( t h e  f u n c t i o n  u ( O )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  p r i -  
m a r y  f i e l d  E o ,  H o ) .  
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6 .  T h e  case 0 2  = 00 , when t h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  a T E - t y p e  
f i e l d ,  a l s o  p e r m i t s  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.1.6) 
( w i t h  a n  a r b i t r a r y  d e p e n d e n c e  o f  f i e l d s  o n  t h e  c o o r d i n a t e  z ) ,  i f  w e  
s e e k  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a T E - t y p e  f i e l d  a n d  i f  we 
a s s u m e  ( o n  t h e  b a s i s  o f  (1.6.18)) t h a t  

( 1 . 7 . 4 )  

w h e r e  v = V ( O )  + u ( ' ) ,  b u t  t h e  f u n c t i o n  V ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
p r i m a r y  f i e l d  . 

A s  a n  e x a m p l e  o f  p r o b l e m s  l e a d i n g  t o  c o n d i t i o n s  (1.7.31, 
( 1 . 7 . 4 1 ,  we c a n  u s e  t h e  p r o b l e m s  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a n  e l e c t r o -  - / 5 6  
m a g n e t i c  f i e l d  o n  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  
c y l i n d e r .  

An Elliptical Infinitely Long Cylinder. We s h a l l  a s s u m e  t h a t  
t h e  l a t e r a l  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  i s  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n  5 = t o  
a n d  t h a t  t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c y l i n d e r  do  n o t  v a r y  a l o n g  
i t s  a x i s .  An e l l i p t i c a l  c y l i n d r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i s  i n t r o -  
d u c e d  s u c h  t h a t  i t s  a x i s  Oz c o i n c i d e s  w i t h  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r .  
The t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  H a r e  t h e i r  n- and  4 -  
c o m p o n e n t s .  S i n c e  c a s e s  1 - 6 ,  p e r t a i n i n g  t o  a c i r c u l a r  c y l i n d e r ,  
a r e  a l s o  t r a n s f e r r e d  t o  a n  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  l e t  u s  c i t e  o n l y  
t h e  f o r m  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  u ,  V ,  a s s u m -  
i n g  t h a t  t h e  number o f  i n s t a n c e s  i s  a s s u m e d  t o  b e  a c o n s t a n t  o f  t h e  
a b o v e  s i t u a t i o n s .  

1. C o n d i t i o n s  (1.1.5) w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  we r e q u i r e  t h a t  on  
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  t h e  f u n c t i o n  u s a t i s f y  t h e  c o n j u g a t e  
c o n d i t i o n s ,  

-.- - E = E 0 ,  ( 1 . 7 . 5 )  I k2U = k,2 ~ ( ' 1 ,  

k2 du kz ad2)  
-- - -- 

P aE ILZ a t  ' 
w h e r e  u = u ( O )  + u(l) ( u ( O )  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  p r i m a r y  f i e l d ) .  

2 .  C o n d i t i o n s  ( 1 . 1 . 5 )  a r e  s a t i s f i e d  i f  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r  t h e  f u n c t i o n  V s a t i s f i e s  r e l a t i o n s h i p  ( 1 . 7 . 5 1 ,  w h e r e  U = 
v ( O )  + ( v ( O )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  p r i m a r y  f i e l d  and  w h e r e  i n  
t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  i t  f o l l o w s  t o  s u b s t i t u t e  k 2 / v  a n d  k $ / v 2 ,  r e s p e c -  
t i v e l y ,  f o r  ~-r a n d  ~ 2 .  

3 .  C o n d i t i o n s  ( 1 . 1 . 5 )  a r e  s a t i s f i e d  i f  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r  t h e  f u n c t i o n s  u a n d  V s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  
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I 

w h e r e  u = u(O) + u(l) ( t h e  f u n c t i o n  u ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i -  
m a r y  f i e l d  E o ,  H O ) ,  b u t  U = U ( l )  (for t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  U ( O )  =: 0 ) .  

/ 4 .  T h i s  i s  a n a l o g o u s  t o  case  3 .  I n  ( 1 . 7 . 6 )  w e  now h a v e  2, = ~~ 

+ w h e r e  t h e  f u n c t i o n  U ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  E o ,  H b ,  b u t  u = u ( ' )  ( t h e  f u n c t i o n  u ( O )  f o r  t h e  p r i m a r y  f i e l d  
i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o ) .  

5 .  C o n d i t i o n  ( 1 . 1 . 6 )  i s  s a t i s f i e d  i f  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r ,  w e  s e t  

u = o  ( E  = EO), 
( 1 . 7 . 7 )  

w h e r e  u = u ( O )  + u(l) ( u ( ~ )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  f i e l d  E o ,  
H O ) .  

6 .  C o n d i t i o n  ( 1 . 1 . 6 )  i s  s a t i s f i e d  i f  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r ,  w e  s e t  

( 1 . 7 . 8 )  

w h e r e  2, = + ~ ( l )  ( v u ( ' )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  f i e l d  E o ,  
H O ) .  

A S p h e r i c a l l y  Shaped Body. We s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  s u r f a c e  
o f  a s p h e r e  i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n  r = a ( a  s y s t e m  o f  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  r ,  8 ,  $J i s  i n t r o d u c e d  s u c h  t h a t  i t s  o r i g i n  c o i n c i d e s  
w i t h  t h e  c e n t e r  of t h e  s p h e r e ) .  T h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
v e c t o r s  E ,  H a r e  t h e i r  e -  a n d  $ - c o m p o n e n t s .  

1. The  c a s e  0 2  # a. By u s i n g  f o r m u l a s  (1.6.15), ( 1 . 6 . 2 2 ) ,  
( 1 . 6 . 2 3 )  w e  f i n d  t h a t  c o n d i t i o n s  (1.1.5) w i l l  b e  s a t i s f i e d  o n  t h e  
s u r f a c e  o f  a s p h e r e  i f  w e  r e q u i r e  o f  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u a n d  v 
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t h a t  when r = a t h e y  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

For t h i s ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  Debye p o t e n t i a l s  /58 
c o n n e c t e d  w i t h  u a n d  V by  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 2 5 ) ,  when r = a ,  s a t i s f y  
t h e  c o n d i t i o n s  

(1.7 .lo) 

(1.7.11) 

w h e r e ,  
T ( O )  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  p r i m a r y  f i e l d  E o ,  

j u s t  as  p r e v i o u s l y ,  - u = F(O)  + u - ( I ) ,  - V = - ( o )  z, + F ( l )  ( $ O > ,  
H o ) .  

W e  c a n  a r r i v e  a t  c o n d i t i o n s  (1.7.10) a n d  ( 1 . 7 . 1 1 )  f o r  t h e  f u n c -  
t i o n s  u, F ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  p r o b l e m s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  w a v e s  o n  s p h e r e s ,  p o s s e s s i n g  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y .  

2 .  The  c a s e  0 2  = 0 0 .  By u s i n g  f o r m u l a r  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  ( 1 . 6 . 2 2 )  a n d  
( 1 . 6 . 2 3 1 ,  w e  e s t a b l i s h  t h a t  c o n d i t i o n  (1.1.6) w i l l  b e  s a t i s f i e d  on  
t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e  i f  w e  r e q u i r e  o f  u = u ! ' )  + u ( ' )  a n d  2, = 
V ( O )  + V ( ' )  t h a t ,  when r = a ,  t h e y  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n s ,  
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( 1 . 7 . 1 2 )  

O = O ,  J 
w h i c h ,  for t h e  Debye p o t e n t i a l s ,  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 1 . 7 . 1 3 )  

The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 2 1 ,  ( 1 . 7 . 1 3 )  o c c u r ,  i n  p a r t i c u l a r ,  i n  
p r o b l e m s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves o n  a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  s p h e r e .  

A S p h e r o i d a l l y  Shaped  Body. A s  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  l e t  t h e r e  
b e  a p r o l a t e  s p h e r o i d ,  whose  s u r f a c e  i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n  5 = 
E o  ( a  s y s t e m  o f  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  5 ,  0,  I$ i s  i n t r o d u c e d  
s u c h  t h a t  i t s  o r i g i n  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r o i d ,  a n d  
t h e  s u r f a c e  o f  s p h e r o i d  c o i n c i d e s  w i t h  o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s u r -  
f a c e s  o f  t h e  s y s t e m ) .  The  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  
H o f  t h e  f i e l d  a r e  t h e i r  rl- a n d  + -  c o m p o n e n t s .  A s  n o t e d  a l r e a d y ,  
t h e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  do  n o t  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 6 . 9 )  a n d  t h e  - / 5 9  
s e p a r a t i o n  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s ,  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  w h i c h  i n  t h e  
g e n e r a l  c a s e  i n  t h e s e  c o o r d i n a t e s  it i s  i m p o s s i b l e  t o  i n t r o d u c e  
p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  w h i c h  wou ld  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  a n d  
w h i c h  w o u l d  a l s o  s a t i s f y  t h e  s i m p l e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  However ,  
i n  t h e  p a r t i c u l a r  c a se  of a s y m m e t r i c a l  e x c i t a t i o n  o f  t h e  s p h e r o i d ,  
t h e  v e c t o r s  E, H o f  t h e  p r i m a r y  a n d  s e c o n d a r y  f i e l d s  a r e  i n d e p e n -  
d e n t  of t h e  a s i m u t h  c o o r d i n a t e  @ a n d  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i e l d  
may b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  Abraham p o t e n t i a l s  u, V b y  f o r m u l a s  
( 1 . 6 . 2 7 ) .  T h u s ,  i f  t h e  s p h e r o i d  i s  e x c i t e d  s y m m e t r i c a l l y  b y  t h e  
f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c a l  u n i t  d i p o l e  ( 1 . 3 . 9 )  l o c a t e d  o n  t h e  a x i s  o f  
r o t a t i o n  o f  t h e  s p h e r o i d  a n d  p o s s e s s i n g  t h e  moment p ,  o r i e n t e d  a l o n g  
t h e  a x i s ,  t h e n  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i f  we u s e  f o r m u l a s  ( 1 . 2 . 1 3 )  
a n d  ( 1 . 3 . 9 ) ,  w e  f i n d  t h a t  21 E 0 ,  a n d  f r o m  ( 1 . 6 . 2 7 1 ,  

E ,  -1 0, 

( 1 . 7 . 1 4 )  

C o n s e q u e n t l y ,  when 0 2  # co , t h e  c o n d i t i o n s  i n  ( 1 . 1 . 5 )  w i l l  b e  s a t i s -  
f i e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r o i d ,  i f  w e  r e q u i r e  t h a t  when = E o  
t h e  f u n c t i o n  u w i l l  s a t i s f y  t h e  c o n j u g a t e  c o n d i t i o n s  (u = u t o ) +  u t 1 ) )  
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( 1 . 7 . 1 5 )  

L e t  u s  n o t e  t h a t  i n  t h i s  case  i t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  as  t h e  p o t e n t i a l  
f u n c t i o n  to t a k e  r a t h e r  t h a n  t h e  Abraham p o t e n t i a l  u ,  t h e  o n l y  n o n -  
z e r o  4 -  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  H a s s o c i a t e d  w i t h  u b y  Vhe r e l a t i o n -  
s h i p  u = fJ7E2yel) (1 - n : ) H + .  A f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  
u i n t o  ( 1 . 7 . 1 5 )  when 5 = 5 , w e  

( 1 . 7 . 1 6 )  

w h e r e ,  as f o l l o w s  f r o m  ( 1 . 6 . 2 8 ) ,  t h e  f u n c t i o n  H+ i s  t h e  s o l u t i o n  
t o  t h e  e q u a t i o n  

( 1 . 7 . 1 7 )  /60 

w h i c h  r e s p r e s e n t s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  w i t h  a n  a z i m u t h  number  m = 
1. 

I n  t h e  case 0 2  = m a n d  w i t h  t h e  p r e v i o u s  p o s i t i o n  o f  t h e  d i p o l e ,  
t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 1 . 7 . 1 4 )  a r e  r e t a i n e d .  Now c o n d i t i o n  (1.1.6) 
w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  w e  r e q u i r e  o f  t h e  Abraham p o t e n t i a l  u t h a t  o n  
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d  it s a t i s f y  t h . e  e q u a t i o n  

w h i c h  f o r  t h e  f u n c t i o n  H +  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

(1.7.18) 

( 1 . 7 . 1 9 )  

I n  b o t h  cases  it  w a s  a s s u m e d  t h a t  u = u ( O )  + u ( ~ ) ,  w h e r e  t h e  
p o t e n t i a l  u ( O )  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  a n d  t h a t  H +  = 
H $  + H i .  If t h e  s p h e r o i d  i s  s y m m e t r i c a l l y  e x c i t e d  by  t h e  m a g n e t i c  
d i p o l e ,  a l s o  l o c a t e d  on  t h e  a x i s  of  t h e  s p h e r o i d  w i t h  t h e  moment m 
o r i e n t e d  a l o n g  t h e  a x i s ,  t h e n  b y  u s i n g  ( 1 . 2 . 1 7 )  a n d  ( 1 . 3 . 9 )  w e  c a n  
show t h a t  u = 0 ,  a n d  from ( 1 . 6 . 2 7 )  w e  f i n d  
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C o n s e q u e n t l y ,  when 0 2  # co , c o n d i t i o n s  (1.1.5) w i l l  b e  s a t i s f i e d  
i f  t h e  f u n c t i o n  v s a t i s f i e s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d  t h e  c o n -  
j u g a t e  c o n d i t i o n s ,  

( 1 . 7 . 2 1 )  

J u s t  a s  i n  t h e  case  of a n  e l e c t r i c  d i p o l e ,  a s  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  
h e r e  i t  i s  more  c o n v e n i e n t  t o  t a k e  t h e  $ - c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  E ,  / :  
w h i c h  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  Abraham p o t e n t i a l  by  t h e  r e l a t i o n s h i p  
v = f J ( S 2  - 1) 
( 1 . 7 . 2 1 )  when 5 = E o ,  

- 

(1 - q 2 )  E+, o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  w e  h a v e ,  f r o m  

( 1 . 7 . 2 2 )  

i a  1 a 
P 8E P2 aE - . - ( p r m E , J - -  - - ( { E T  EC’) ,  

E ,  - E$!) , 

w h e r e  on  t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 6 . 2 8 )  t h e  f u n c t i o n  E+ s a t i s f i e s  t h e  H e l m -  
h o l t z  e q u a t i o n  ( 1 . 7 . 1 7 ) .  

I n  t h e  c a s e  0 2  = w a n d  w i t h  t h e  p r e v i o u s  p o s i t i o n  o f  t h e  d i p o l e  
w e  f i n d  t h a t  for s a t i s f a c t i o n  o f  c o n d i t i o n  (1.1.6) i t  i s  n e c e s s a r y  
t h a t  t h e  f u n c t i o n  v s a t i s f y ,  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d ,  t h e  
e q u a t i o n  , 

v = 0 (E = E 0 ) ,  
( 1 . 7 . 2 3  1 

w h i c h  f o r  t h e  f u n c t i o n  E$ c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

E ,  = 0 ( E  = Eo). ( 1 . 7 . 2 4 )  

J u s t  a s  b e f o r e ,  h e r e  it i s  a s s u m e d  t h a t  V = V u ( ’ )  + U ( l ) ,  w h e r e  t h e  
p o t e n t ’ a 3  V ( O )  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  a n d  t h a t  E$ = 
E$’) E t 1  . 

5 = E o  i n  t h e  s y s t e m  o f  o b l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  5 ,  n ,  $ ,  
If t h e  d i f f r a c t i n g  body  i s  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  ( w i t h  t h e  s u r f a c e  
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a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s p h e r o i d ) ,  t h e n  i n  t h e  same s i t u a t i o n s ,  as f o r  
t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  Abraham po-  
t e n t i a l s  u ,  ZJ or f o r  t h e  c o m p o n e n t s  H o ,  E+ o f  t h e  v e c t o r s  E ,  14 may 
b e  o b t a i n e d  f r o m  (1.7.14) - ( 1 . 7 . 2 4 )  b y  s u b s t i t u t i o n  t h e r e  o f  5 b y  
i5 a n d  f b y  if. 

If w e  s u m m a r i z e  t h e  a b o v e  w e  f i n d  t h a t ,  i n  t h e  c a s e s  o f  c i r -  
c u l a r  a n d  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  , c o m p l e t e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  M a x w e l l  
e q u a t i o n s  ( t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a l s o )  i n  t h e  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  i s  p o s s i b l e  o n l y  i f  t h e  d i f f r a c t i n g  c y l i n d e r  
i s  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o n e  ( 0 2  = m ) or when u 2  # co , when t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e  z .  I n  
t h e  ca se  o f  a s p h e r e ,  s u c h  s e p a r a t i o n  o f  t h e  Maxwel l  e q u a t i o n s  i n  
t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  i s  a l w a y s  p o s s i b l e .  

I n  t h e  p a s t  i f  w e  s p o k e  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  v e c t o r s  
E ,  H o f  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  it w a s  a s s u m e d  e v e r y w h e r e  t h a t  t h e  
s u r f a c e s  o f  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d i e s  a r e  s m o o t h  w i t h o u t  e d g e s .  The  
p r e s e n c e  o f  e d g e s  o n  t h e  s u r f a c e  of  a d i f f r a c t i n g  b o d y  may l e a d  t o  
a d d i t i o n a l  d i f f i c u l t i e s  i n  s o l v i n g  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m s .  For e x -  
a m p l e ,  a t  t h e  c o r n e r  p o i n t  ( s u c h  p o i n t s  a r e  t h e  p o i n t s  o f  t h e  e d g e ) ,  
t h e  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  i s  d e t e r m i n e d  s i n g u l a r l y  on  t h e  s t r e n g t h  
o f  w h i c h  a t  t h i s  p o i n t ,  t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  w i l l  b e  a l s o  u n i q u e l y  /62 
d e t e r m i n e d .  T h e r e f o r e ,  w i t h o u t  g i v i n g  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  a t  t h e  
c o r n e r  p o i n t ,  t h e  o r d i n a r y  homogeneous  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  c o n t a i n i n g  
t h e  n o r m a l  d e r i v a t i v e  w i l l  n o t  u n i q u e l y  d e t e r m i n e  t h e  s o u g h t  s o l u -  
t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  ? . e . ,  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r  t h e  s y s t e m  o f  
Maxwel l  e q u a t i o n s  i n  t h i s  c a s e  may h a v e ,  r a t h e r  t h a n  o n e ,  a s e t  o f  
s o l u t i o n s  w h i c h  d i f f e r  f r o m  o n e  a n o t h e r  b y  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  
s i n g u l a r i t y  o n  t h e  e d g e .  T o  g u a r a n t e e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  
o f  b o u n d a r y  p r o b l e m s  i n  t h e  c a s e  of b o d i e s  b o u n d e d  by  s u r f a c e s  w i t h  
c o r n e r  p o i n t s  ( e d g e s ) ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  d e s i r e d  s o l u -  
t i o n s  m u s t  b e  f o r m u l a t e d  f o r  a l l  p o i n t s  o f  t h e  s u r f a c e ,  i n c l u d i n g  
t h e  c o r n e r  p o i n t s .  

A d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n t s  h a v e  v a r i o u s  m a t h e m a t i c a l  t e r m s  a t  t h e  
c o r n e r  p o i n t s ,  b e t w e e n  w h i c h  u s u a l l y  t h e r e  i s  no d i s t i n c t i o n .  Any 
c o n d i t i o n  w h i c h  p e r t a i n s  t o  t h e  c o r n e r  p o i n t s  ( e d g e s )  g u a r a n t e e i n g  
u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m ,  i s  c a l l e d  
t h e  c o n d i t i o n  o n  t h e  e d g e .  From t h e  p h y s i c a l  p o i n t  o f  v i e w  t h e  c o n -  
d i t i o n  on  t h e  e d g e  c o n s i s t s  e i t h e r  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  e d g e  m u s t  
n o t  b e  r a d i a t e d ,  i . e . ,  t h e  c u r r e n t  of  e n e r g y  t h r o u g h  t h e  su r f ace  of 
t h e  t h i n  s u r r o u n d i n g  e d g e  o f  t h e  r i n g - s h a p e d  c y l i n d e r  p a t  t h e  l i m i t  
when p -+ 0 m u s t  t e n d  t o w a r d  z e r o ,  or o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d e n s i t y  
of  e n e r g y  7 ( 1 . 4 . 4 )  i s  s p a t i a l l y  i n t e g r a b l e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
e d g e  ( t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n ) .  B o t h  c o n d i t i o n s  a r e  e q u a l l y  s t r o n g .  
I n  t h e  ca se  o f  a n  e d g e  o f  a t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s c r e e n  ( d i s k ) ,  
i t  f o l l o w s  f r o m  them t h a t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  H ,  p a r -  
a l l e l  t o  t h e  e d g e  ( t a n g e n t s  t o  t h e  l i n e s  o f  t h e  e d g e )  a r e  a l w a y s  
b o u n d e d  (or e q u a l  t o  z e r o )  a n d  t h e  c o m p o n e n t s  n o r m a l  t o  t h e  e d g e  
h a v e  o n  t h e  e d g e  a s i n g u l a r i t y  o n  t h e  o r d e r  o f  p - ’ / ’ .  T h e  d i s t r i -  
b u t i o n  of s u r f a c e  c u r r e n t s  o n  t h e  s c r e e n  ( d i s k )  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  



t h e  f a c t  t h a t ,  o n  t h e  e d g e  o f  t h e  s c r e e n  ( d i s k ) ,  i t  c a n  n o t  h a v e  
a n y  n o n - z e r o  n o r m a l  c o m p o n e n t ,  w h e r e a s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  d e n s i t y  
o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  p a r a l l e l  t o  t h e  e d g e  b e c o m e s  i n f i n i t e  a t  
t h e  e d g e .  

I n  m a t h e m a t i c a l  t e r m s  t h e  c o n d i t i o n  o n  t h e  e d g e ,  i n  t h e  c a s e  
of a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  i n f i n i t e l y  t h i n  c i r c u l a r  d i s k ,  c a n  b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

(1.7.25) 

w h e r e  5 ,  0 a r e  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  o r i g i n  
a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k ,  by  w h i c h  d e g e n e r a t i o n  a d i s k  Z p p e a r s  
a n d  w h e r e  t h r o u g h  III1 t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  H e r t z  v e c t o r  II a r e  d e -  
n o t e d  w h i c h  a r e  p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e  o f  t h e  d i s k  or i n  t h e  f o r m  
( t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n )  

(1.7.26) 

w h e r e  a i s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  d i s k  l y i n g  i n  t h e  p l a n e  z = 0 ;  j ,  i s  
t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  j ( t h e  d e n s i t y  o f  t h e  c o m p l e t e  
s u r f a c e  c u r r e n t ,  i n d u c e d  on  t h e  d i s k ) .  

L e t  U S  n o t e  t h a t  a t  t h e  r e m a i n i n g  p o i n t s  o f  t h e  d i s k  t h e  b o u n d -  / 6  
a r y  c o n d i t i o n s ,  f o r  e x a m p l e ,  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  of  t h e  H e r t z  v e c -  
t o r  a r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  i n  (1.1.6) a n d  f o r m u l a  (1.2.13) 
or (1.2.17). 

58. Boundary  P r o b l e m s  i n  D i f f r a c t i o n  T h e o r y .  
Uniqueness o f  t h e  S o l u t i o n .  

I n  a n  i n f i n i t e  s p a c e  T O  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  E O ,  P O ,  
0 0 ,  l e t  t h e r e  b e  p r o p a g a t e d  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  wave E o ,  H o  ( t h e  
p r i m a r y  f i e l d  of  t h e  a s s i g n e d  c u r r e n t s  a n d  c h a r g e s  or t h e  i n c i d e n t  
f i e l d ) .  If t h e r e  i s  a h e t e r o g e n e o u s  i n c l u s i o n  i n  t h e  s p a c e  i n  t h e  
f o r m  o f  a c e r t a i n  b o d y  T w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  ~ 1 ,  1 - 1 1 ,  01, 
b o u n d e d  by  a s u r f a c e  5'1, t h e n  t h e  r e s u l t i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  
E ,  H i n  t h e  p a r t  o f  s p a c e  T O  - T ,  w h i c h  i s  e x t r a n e o u s  w i t h  r e s p e c t  
t o  T ,  w i l l  d i f f e r  f r o m  t h e  f i e l d  w h i c h  w o u l d  e x i s t  t h e r e  w i t h  p r o -  
p a g a t i o n  of t h e  wave i n  a homogeneous  i s o t r o p i c  s p a c e ,  ? . e . ,  i n  
f r e e  s p a c e .  T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  by  t h e  f a c t  t h a t ,  w i t h  i n c i d e n c e  
o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  on a b o d y ,  i n  t h i s  l a t t e r  t h e r e  o c c u r  
i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  f r e e  o r  bound  c h a r g e s ,  a s  a r e s u l t  o f  
w h i c h  i n s i d e  t h e  b o d y  i n  t h e  s p a c e  s u r r o u n d i n g  i t  a s e c o n d a r y  e l e c -  
t r o m a g n e t i c  f i e l d  E, H o c c u r s  w h i c h  v a r i e s  i n  t i m e  a t  t h e  f r e q u e n c y  
o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave ( t h e  s e c o n d a r y  wave o u t s i d e  t h e  
r e g i o n  T i s  u s u a l l y  c a l l e d  a s c a t t e r e d ,  r e f l e c t e d  or r e - e m i t t e d  
w a v e ) .  The v e c t o r  sum o f  t h e  i n c i d e n t  a n d  s e c o n d a r y  f i e l d s  a l s o  
f o r m s  a r e s u l t i n g  ( c o m p l e t e  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  T o  = T .  The 
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e s c r i b e d  phenomenon i s  c a l l e d  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  
' a v e s .  U s u a l l y  by  d i f f r a c t i o n ,  i n  t h e  b r o a d e r  s e n s e  o f  t h e  w o r d ,  
e mean a s e t  o f  a l l  phenomena  w h i c h  t a k e  p l a c e  w i t h  p r o p a g a t i o n  
.f a wave i n  a n o n h o m o g e n e o u s  medium: r e f l e c t i o n ,  s c a t t e r i n g ,  r e -  
r a c t i o n  o f  waves,  t h e  b e n d i n g  of b a r r i e r s  b y  t h e  w a v e s ,  e t c .  T h e r e -  
o r e ,  many wave phenomena  c a n  b e  s t u d i e d  as  s p e c i f i c  cases  of  d i f -  
r a c t i o n .  The p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  e s t a b l i s h i n g  t h e  s e c o n d a r y  
r e s u l t i n g )  f i e l d  a r e  c a l l e d  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s .  T h e s e  a r e  t h e  
s u a 1  b o u n d a r y  p r o b l e m s  o f  m a t h e m a t i c a l  p h y s i c s .  I n  t h e  m o s t  common 
o r m u l a t i o n ,  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  s e e k i n g  c o m p l e x  
e c t o r s  of  t h e  e l e c t r i c a l  a n d  m a g n e t i c  i n t e n s i t i e s ,  w h i c h  s a t i s f y  
h e  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  ( h o m o g e n e o u s ,  i f  i n  t h e  r e g i o n  b e i n g  
t u d i e d ,  t h e r e  a r e  no s o u r c e s  of  t h e  f i e l d ,  a n d  n o n h o m o g e n e o u s  when 
h e y  e x i s t ) ,  g i v e n  by  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  SI: 

h e n  01  # w , o r  

E: + E;  = 0, 

. h e n  0 1  = co , and  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y :  

- i k A  =0, l i m A = O .  
r - m  ) 1 - 0 0  

( 1 . 8 . 2 )  

(1.8.3) 

; e r e  A d e n o t e s  t h e  v e c t o r s  E l  a n d  H1; E t ,  Ht a r e  t h e  t a n g e n t i a l  com- 
~ o n e n t s  of  t h e  v e c t o r s  E ,  H; t h e  i n d e x  1 i s  a s c r i b e d  t o  t h e  s c a t t e r e d  

: y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  t h e  q u a n t i t i e s  E ,  1-1, o h a v e  v a l u e s  E O ,  

I O ,  0 0  i n  t h e  r e g i o n  T o  - T and v a l u e s  € 1 ,  1-11, 0 1  i n s i d e  T. When a 
, i f f r a c t i n g  b o d y  T of s h a r p  b o u n d a r i e s  ( e d g e s )  e x i s t s  o n  t h e  s u r f a c e  
'1, f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  m u s t  b e  s u p p l e m e n t e d  s t i l l  by  t h e  
o n d i t i o n  o n  t h e  e d g e .  

i e l d ,  a n d  t h e  i n d e x  2 t o  t h e  f i e l d  i n s i d e  t h e  r e g i o n  T .  I n  t h e  

A d i f f r a c t i n g  b o d y  T may h a v e  a n y  s h a p e  a n d  may c o n s i s t  o f  a n y  
i a t e r i a l  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  € 1 ,  1- 1 1 ,  01. 

The u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  i s  
: s t a b l i s h e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m :  t h e  so lu t6 . -on  t o  t h e  h o m o g e n e o u s  
: y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s ,  

E, r o t H  = - k2 
ikil Ir (1.8.4) 

rotE = ik,,pH, 
div H = div E = 0, 
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w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.8.1) or 
(1.8.2) o n  t h e  s u r f a c e  S1 and t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  (1.8.3) 
a t  i n f i n i t y  i s  i d e n t i c a l l y  z e r o  ( i n  t h e  p r e s e n c e  o f  e d g e s  o n  5'1 t o  
g u a r a n t e e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n ,  t h e  p r o b l e m  i s  s u p p l e m e n t e d  
by  t h e  c o n d i t i o n  o n  t h e  e d g e ) .  

I n  t h e  s p a c e  T o  if s e v e r a l ,  for e x a m p l e  N ,  s e p a r a t e l y  d i s t r i -  
b u t e d  d i f f r a c t i n g  b o d i e s  T j  e x i s t  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  
~ j ,  p j ,  o j ,  b o u n d  by  c l o s e d  s u r f a c e s  si, j = 1, 2 ,  ..., N ,  t h e  d i f -  
f r a c t i o n  p r o b l e m  ( d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  i n  a m u l t i p l y  c o n n e c t e d  r e g i o n :  
a l s o  c o n s i s t s  i n  s e e k i n g  t h e  v e c t o r s  El, H 1  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  
w h i c h  s a t i s f i e s ,  i n  e a c h  o f  t h e  r e g i o n s  T j  ( j  = 0 ,  1, ..., N ) ,  t h e  
homogeneous  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  , t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
s u c h  as  ( 1 . 8 . 1 ) ,  ( 1 . 8 . 2 )  on t h e  s u r f a c e s  S j  a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  
r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  ( i n  t h e  r e g i o n  T o ) .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  e d g e s  
on  t h e  s u r f a c e s ,  t h e  p r o b l e m  i s  s u p p l e m e n t e d  by  t h e  c o n d i t i o n  o n  
t h e  e d g e .  The f o r m u l a t e d  t h e o r e m  o f  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  i s  
e x t e n d e d  a l s o  t o  t h i s  c a s e  [ 5 7  - 5 9 1 .  

The  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  a r e  v e c t o r  o n e s .  However i n  t h e  c a s e  
when t h e  s u r f a c e  o f  t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  c o i n c i d e s  w i t h  o n e  o f  t h e  
c o m p l e t e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s  o f  a c e r t a i n  o r t h o g o n a l  c u r v i l i n e a r  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  a g i v e n  b o d y  and  p e r m i t t i n g  
a c o m p l e t e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  ( i n c l u d i n g  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  as  w e l l )  , t h e  v e c t o r  b o u n d a r y  p r o b l e m  r e l a t i v e  
t o  E, H may b e  r e d u c e d ,  as  n o t e d  a b o v e ,  t o  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o b l e m s  
f o r  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  a u x i l i a r y  p o t e n t i a l + f u n c -  
t i o n s  u ,  2, or t h e  r e c t a n g u l a r  c o m p o n e n t s  o f  t h e  H e r t z  v e c t o r s  II, 3f:, 
t h r o u g h  w h i c h  t h e  v e c t o r s  E ,  H a r e  e x p r e s s e d  by  t h e  f o r m u l a s  i n  5 6  
a n d  ( 1 . 2 . 1 3 ) ,  ( 1 . 2 . 1 7 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  

I n  t h e  s i m p l e s t  c a s e  o f  o n e  b o d y  t h e  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o b l e m  
c o n s i s t s  o f  s e e k i n g  a n  o r d i n a r y  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n ,  

( 1 . 8 . 5 )  

( n o n h o m o g e n e o u s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  f i e l d  s o u r c e s  i n  t h e  r e g i o n  u n d e r  
s t u d y ) ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  g i v e n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r -  
f a c e  S1 a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  a t  i n f i n i t y ,  s u p e r p o s e d  o n  
t h e  f u n c t i o n  + I ,  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  
T o  = T .  H e r e  t h e  i n d e x  1 i s  a s c r i b e d  t o  t h e  s c a t t e r e d  f i e l d ,  and  
2 t o  t h e  f i e l d  i n s i d e  t h e  r e g i o n  T .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  e d g e s  on 
t h e  s u r f a c e  5'1, t h e  p r o b l e m  i s  s u p p l e m e n t e d  by  t h e  c o n d i t i o n  o n  t h e  
e d g e .  

The t y p e  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h o s e  b o d i e s ,  t h e  d i f f r a c -  
t i o n  on  w h i c h  i s  s t u d i e d  b e l o w ,  i s  g i v e n  i n  § 7 .  

I n  d i f f r a c t i o n  t h e o r y  , t h e  m o s t  i m D o r t a n t  p a r t i c u l a r  b o u n d a r y  
p r o b l e m s  a r e :  
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The D i r i c h l e t ,  or f i r s t  b o u n d a r y  p r o b l e m ,  when 

The  Neumann, or s e c o n d  b o u n d a r y  p r o b l e m ,  when 

(1.8.7) 

l e r e  n d e n o t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  o v e r  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  o u t e r  n o r -  
il t o  s1; 

The  t h i r d  b o u n d a r y  p r o b l e m  , when 

(1.8.8) 

 ere a i s  a c o n t i n o u s  f u n c t i o n  d e t e r m i n e d  o n  t h e  s u r f a c e  SI. The  
. u d y  o f  d i f f r a c t i o n  o n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  b o d i e s  l e a d s  t o  s u c h  
. p e s  o f  b o u n d a r y  p r o b l e m s .  If a body  P p o s s e s s e s  a f i n i t e  c o n d u c -  
v i t y ,  t h e n  o n  i t s  s u r f a c e  s e v e r a l  c o n j u g a t e  c o n d i t i o n s ,  f o r  e x -  

i p l e ,  (1.7.1), (1.7.10), e t c . ,  m u s t  b e  s a t i s f i e d .  

T h e  u n i q u e n e s s  o f  s o l v i n g  t h e  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o b l e m s  f o r  t h e  
: l m h o l t z  e q u a t i o n  may b e  e s t a b l i s h e d  o n  t h e  b a s i s  of  t h e  f o l l o w i n g  
I e o r e m s :  

The  f u n c t i o n  + w h i c h ,  i n  t h e  r e g i o n  T o  = T ,  s a t i s f i e s  t h e  H e l m -  /66 
i l t z  e q u a t i o n  (1.8.51, a n d  on t h e  b o u n d a r y  SI, s a t i s f i e s  o n e  o f  
l e  homogeneous  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

g = O  o r  aslan-0 

I i s  t h e  v e c t o r  o u t s i d e  t h e  n o r m a l  t o  S,), a t  i n f i n i t y  a l s o  s a t i s -  
Yes t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a n d  i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o  
I T o  - T ;  

The  f u n c t i o n  +,  w h i c h  i n  t h e  r e g i o n  T o  - T ' ,  s a t i s f i e s  t h e  e q u a -  
 on , 

Aql + k z q l  = 0, 

5 5  

I- 



i n  t h e  r e g i o n  T s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n ,  

o n  t h e  b o u n d a r y  S1 it s a t i s f i e s  t h e  c o n j u g a t e  c o n d i t i o n s ,  

q1 =q2, 

a n d  a t  i n f i n i t y  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a n d  i s  i d e n -  
t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o  i n  a l l  t h e  s p a c e  ( h e r e  f3j a r e  p a r a m e t e r s  w h i c h  
d e p e n d  o n  t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  med ium,  f3j c o n s t ,  j = 1,2)= 

H e r e  it i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  b o u n d a r y  s, i s  s u f f i c i e n t l y  s m o o t h ,  
w i t h o u t  c o r n e r  p o i n t s .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  e d g e s  o n  i t s  s u r f a c e ,  
t o  g u a r a n t e e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r e s p e c t i v e  b o u n d a r y  
p r o b l e m ,  i t s  f o r m u l a t i o n  m u s t  b e  s u p p l e m e n t e d  by  t h e  c o n d i t i o n  on  
t h e  e d g e .  

I n  t h e  ca se  of a m u l t i p l y  c o n n e c t e d  r e g i o n ,  t h e  b a s i c  b o u n d a r y  
p r o b l e m s  for t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  a r e  f o r m u l a t e d  i n  a s i m i l a r  
m a n n e r  a n d  t h e  u n i q u e n e s s  t h e o r e m s  f o r  t h e  s o l u t i o n  g i v e n  a b o v e  a r e  
g e n e r a l i z e d  [ 2 ,  5 7  - 5 9 1  f o r  t h e m .  

89.  Comments on  a Method o f  S o l v i n g  Boundary  P r o b l e m s .  
I n f i n i t e  S y s t e m s  o f  L i n e a r  E q u a t i o n s .  

V a r i o u s  a p p r o a c h e s  a r e  u s e d ,  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  t h e  s t r i c t  
d i f f r a c t i o n  t h e o r y ,  f o r  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  b o u n d a r y  p r o b l e m s ,  
f o r m u l a t e d  for a H e l m h o l t z  wave e q u a t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  o n e  or 
s e v e r a l  s c a t t e r i n g  b o d i e s .  

I n  t h e  c a s e  o f  b o d i e s  h a v i n g  a c o n v e n t i o n a l  s h a p e  w i t h  a s u f -  
f i c i e n t l y  s m o o t h  s u r f a c e  (5'1, t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m s  
may b e  w i i t t e n  i n  c l o s e d  f o r m ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  f o r m  o f  i n t e g r a l s  
o f  c l o s e d  f u n c t i o n s ,  u s i n g  t h e  G r e e n  f u n c t i o n s .  The G r e e n  f u n c t i o n  1 
G k ( r / r o )  d e p e n d s  o n  t h e  p o s i t i o n  o f  two p o i n t s :  t h e  o b s e r v a t i o n  
p o i n t  d e t e r m i n e d  i n  a f i x e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz w i t h  t h e  r a d i u s -  
v e c t o r  r w i t h  c o o r d i n a t e s  (x, y ,  z )  a n d  t h e  s o u r c e  p o i n t ,  i n  w h i c h  
i s  p l a c e d  a u n i t  f i e l d  s o u r c e  d e t e r m i n e d  i n  t h e  same c o o r d i n a t e s  
w i t h  t h e  r a d i u s - v e c t o r  ro w i t h  c o o r d i n a t e s  ( X O ,  y o ,  2 0 ) .  The G r e e n  
f u n c t i o n  G k ( r l r o )  o f  t h e  H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a t i o n ,  

A U  + k'u = 0, ( 1 . 9 . 1 )  

g i v e n  i n  a c e r t a i n  r e g i o n  ( V I ,  b o u n d e d  by a c l o s e d  s u f f i c i e n t l y  
s m o o t h  s u r f a c e  ( S )  i s  t h e  s o l u t i o n  ( t h a t  i s  s y m m e t r i c a l  r e l a t i v e  t o  
r a n d  r o  and  s i n g u l a r  when r = r o )  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  
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A G, (r I To) + k2Gk ( r I ro) = - 6 (r - ro) ( 1 . 9 . 2 )  

( h o m o g e n e o u s  e v e r y w h e r e ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o n l y  of  t h e  p o i n t  r = 
ro), w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  s e v e r a l  g i v e n  h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  c o n d i -  
t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  ( S I .  

U s i n g  t h e  G r e e n  f u n e t i o n  Gk(rlr0) we can  c o n s t r u c t  a s o l u t i o n  
t o  t h e  n o n h o m o g e n e o u s  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  

A u + k2U = - p 
(1.9.3) 

w i t h  t h e  g i v e n  h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  ( S )  ( i n  t h i s  case ,  
t h e  p o i n t  r = r o  i s  l o c a t e d  i n  s p a c e  o u t s i d e  ( S ) )  or a s o l u t i o n  t o  
t h e  homogeneous  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 1 )  w i t h  t h e  g i v e n  n o n h o m o g e n e o u s  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  ( S )  ( i n  t h i s  c a s e  t h e  p o i n t  r = r o  i s  l o c a t e d  
on  t h e  s u r f a c e  ( S ) ) .  On t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  Helm- 
h o l t z  e q u a t i o n ,  we c a n  a l s o  c o n s t r u c t  a s o l u t i o n  t o  t h e  nonhomogene-  
o u s  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 3  ) w i t h  t h e  g i v e n  n o n h o m o g e n e o u s  b o u n d a r y  c o n d i -  
t i o n s  o n  ( S )  by  s u p e r p o s i n g  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s .  

T o  c o n s t r u c t  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  we u s e  t h e  f o r m u l a ,  

w h i c h  i s  o b t a i n e d  f r o m  f o r m u l a s  ( 1 . 9 . 2 )  a n d  ( 1 . 9 . 3 )  u s i n g  t h e  G r e e n  
t h e o r e m  and  d e t e r m i n i n g  t h e  D i r a c  6 - f u n c t i o n  ( f i r s t  ( 1 . 9 . 2 )  i s  m u l -  
t i p l i e d  by u ,  a n d  ( 1 . 9 . 3 )  by  Gk and  t h e  s e c o n d  r e s u l t  i s  s u b t r a c t e d  
f r o m  t h e  f i r s t ,  t h e n  s u b s t i t u t i o n  b y  r a n d  r o  a n d  i n t e g r a t i o n  o v e r  /68 
a l l  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s o u r c e  r o  i s  m a d e ,  a f t e r  w h i c h  t h e  G r e e n  
t h e o r e m  i s  u s e d ) .  H e r e  n i s  t h e  n o r m a l  o u t s i d e  ( S )  and  r6 d e t e r -  
m i n e s  t h e  p o i n t s  l o c a t e d  on t h e  s u r f a c e  (SI. 

If U I S  = 0 ,  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i s  t h e n  c o n s t r u c t e d  i n  s u c h  a 
m a n n e r  t h a t  Gkls = 0 .  A s  a r e s u l t ,  i n  ( 1 . 9 . 4 )  t h e  s u r f a c e  i n t e -  
g r a l  v a n i s h e s  a n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  D i r i c h l e t  p r o b l e m  f o r  t h e  n o n -  
homogeneous  e q u a t i o n  ( 1 . . 9 . 3 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 1 . 9 . 5 )  
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S o l u t i o n  t o  t h e  Neumann p r o b l e m  f o r  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 3 )  

i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  same t y p e  o f  f o r m u l a  as ( 1 . 9 . 5 1 ,  i f  t h e  G r e e n  
f u n c t i o n  i s  c o n s t r u c t e d  i n  s u c h  a m a n n e r  t h a t  i t  s a t i s f i e s  t h e  c o n -  

=O..on the s u r f a c e  (SI. 

The D i r i c h l e t  p r o b l e m  for t h e  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n  (1.9.11, 
u n d e r  t h e  n o n h o m o g e n e o u s  c o n d i t i o n  U I S  = f, h a s  t h e  s o l u t i o n ,  

( r  i s  i n s i d e  a n d  o n  ( S ) ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i s  s o  
c o n s t r u c t e d  t h a t  Gkls = 0 on t h e  s u r f a c e  ( 5 ’ ) .  

The Neumann p r o b l e m  f o r  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 1 )  w i t h  t h e  n o n h o m o g e n e o u s  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n  - = f  h a s  t h e  s o l u t i o n ,  

(1.9.7) 

( r  i s  i n s i d e  a n d  o n  ( S ) ) ,  i f  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i s  so  c o n s t r u c t e d  

t h a t  - - - G k [ ~ = o .  on t h e  s u r f a c e  (5) .  a 
dn 

S o l u t i o n  t o  t h e  t h i r d  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 1 1 ,  
w i t h  t h e  nonhomogeneous  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  

w i l l  h a v e  t h e  f o r m ,  

(1.9.8) 

( b o t h  e x p r e s s i o n s  a r e  e q u i v a l e n t ) ,  i f  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i s  S O  c o n -  - / 6  
strutted t h a t  i t  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  
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o n  t h e  s u r f a c e  ( S I .  

The  s u r f a c e  ( S )  i n  (1.9.4) may c o n s i s t  o f  two c l o s e d  s u r f a c e s :  
S '  a n d  S " ,  o n e  o f  w h i c h  ( t h e  o u t e r )  S'  e n c o m p a s s e s  t h e  o t h e r  ( i n n e r )  
Sf ' .  The s u r f a c e  S '  may a l s o  b e  i n f i n i t e  ( i n  e x t e n t ) .  I n  t h i s  case  
t h e  r e g i o n  o f  i n t e g r a t i o n  ( V )  i n  ( 1 . 9 . 4 )  h a s  a n  i n f i n i t e  v o l u m e ;  o n  
S '  t h e  n o r m a l  n i s  d i r e c t e d  o u t s i d e ,  a n d  o n  S" it i s  d i r e c t e d  i n -  
s i d e  t h e  r e g i o n  i n c l u d e d  i n s i d e  s" 

I n  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  c a se ,  when t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  r e g i o n  
i s  l o c a t e d  a t  i n f i n i t y  a n d  a s o l u t i o n  i s  s o u g h t  w h i c h  r e p r e s e n t s  
w a v e s  t h a t  t r a v e l  f r o m  t h e  s o u r c e  p o i n t ,  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i s  u s e d ,  

w h e r e  

eikR 
- 9  

4n R 

R = I r - ro I = v ( x  - x0T + (y -- y0)Z 3- (2 - Z o ) 2 ,  

a n d  i n  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  c a s e ,  

( 1 . 9 . 9 )  

(1.9.10) 

w h e r e  

if t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  i s  g i v e n  by  t h e  t i m e  f a c t o r  e x p  ( - i w t ) .  The 
f u n c t i o n s  ( 1 . 9 . 9 )  a n d  (1.9.10) a r e  u s u a l l y  c a l l e d  G r e e n  f u n c t i o n s  
o f  f r e e  s p a c e .  They  c o r r e s p o n d  t o  s p h e r i c a l  a n d  c y l i n d r i c a l  w a v e s ,  
t r a v e l i n g  f r o m  t h e  p o i n t  r = r o .  Using t h e  G r e e n  f u n c t i o n  o f  f r e e  
s p a c e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  H e l m h o l t z  homogeneous  e q u a t i o n  i n  t h e  un -  
b o u n d e d  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  s u r f a c e  ( S )  o f  t h e  s c a t t e r i n g  b a r r i e r ,  
i s  g i v e n  by t h e  f o r m u l a ,  

u (r) = u'(r) + 

w h e r e  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
o u t e r  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  ( S ) .  Here u o ( r )  i s  t h e  p o t e n t i a l  o f  

t h e  p r i m a r y  f i e l d  b u t  + ( r h )  = u(r -6 )  a n d  $ ( r h  = a u ( r b )  a r e  t h e  v a l u e s  

u ( r )  a n d  i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e  on t h e  s u r f a c e  ( S I .  
an 
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F o r m u l a  .(1.9.11) a l l o w s  g r a p h i c  i n t e r p r e t a t i o n .  I t  r e p r e s e n t s  L7 
a m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  Huygens  t h e o r y  o f  u n i t  w a v e s :  t h e  
f i e l d  u ( r )  a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  r e g i o n  u n d e r  s t u d y  i s  r e p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  a s u  e r p o s i t i o n  o f  s p h e r i c a l  w a v e s  ( i n  t h e  t h r e e - d i -  

a n d  t h e  d i p o l e  w a v e s  a(eikR/R)/an w i t h  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  4 ,  
o r i g i n a t i n g  f r o m  t h e  p o i n t s  of  t h e  s u r f a c e  ( S )  ( f r o m  t h e  e l e m e n t a r y  
p o i n t  of v i e w ,  a c c o r d i n g  t o  Huygens  t h e o r y ,  t h e  f i e l d  i n  t h e  g i v e n  
p o i n t  t h r o u g h  a c e r t a i n  moment o f  t ' ime  i s  e q u a l  t o  t h e  sum o f  t h e  
f i e l d s  o f  e a c h  o f  t h e  p o i n t  s o u r c e s ,  l o c a t e d  o n  ( S ) ,  and  t h e  e n v e l o p e  
of  t h e s e  f i e l d s  f o r  a l l  p o i n t s  i s  t h e  wave f r o n t  a t  a g i v e n  t i m e ) .  

m e n s i o n a l  c a s e )  ezk g / R  w i t h  a d i s t r i b u t i o n  d e n s i t y  o f  t h e  s o u r c e s  $ 

On t h e  s u r f a c e  (5') i f  o n e  o f  t h e  c o n d i t i o n s  i s  s a t i s f i e d ,  

t h e n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r e s p e c t i v e  e x t e r n a l  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r  
e q u a t i o n  (1.9.1) w i l l  b e  g i v e n  by  t h e  f o r m u l a ,  

i n  t h e  f i r s t  c a s e  or b y  

i n  t h e  s e c o n d  c a s e .  

(1.9.12) 

(1.9.13) 

I n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t h e  q u a n t i t i e s  I) and @ a r e  u s u a l l y  
i n t e r p r e t e d  as  f u n c t i o n s  o f  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  
c u r r e n t s ,  i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  (5). For e x a m p l e ,  for a n  i n f i n i t e l y  
l o n g  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  we c a n  s e t  u ( r )  = E Z ( t - 1 ,  i f  t h e  
v e c t o r  o f  t h e  e l e c t r i c a l  i n t e n s i t y  o f  t h e  i n c i d e n t  f i e l d  i s  p a r a l l e l  
t o  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r  ( E  = ( 0 ,  0 ,  E Z } ) .  I n  t h i s  c a s e  i t  f o l -  
l o w s ,  f r o m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  t h e  M a x w e l l  s y s t e m  (1.1.4) a n d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  (1.1.7) on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r ,  
t h a t  
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and t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n  f o r  t h e  f u n c t i o n  E ,  c a n  b e  w r i t t e n  i r i  

t h e  f o r m ,  

I n  t h e  case o f  a T E - t y p e  f i e l d  ( H  = ( 0 ,  0 ,  Hz}) w e  c a n  s e t  u(r) = /71 
Hz(r), w h e r e  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  c y l i n d e r  w e  w i l l  h a v e  

A s  a r e s u l t  t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n  f o r  H, c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  , 

From t h e  e x p r e s s i o n s  o b t a i n e d  for E, and  H,, it is c l e a r  t h a t  t h e  
s c a t t e r e d  f i e l d  i s  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  b y  g i v i n g  t h e  d e n s i t y  d i s -  
t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  on (5'). 

I n  a n a l o g y  w i t h  t h e o r y  o f  t h e  p o t e n t i a l ,  we c a n  s a y  t h a t  ( 1 . 9 . 1 2  
i s  a d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  u s i n g  " s i m p l e  s o u r c e s "  w i t h  s u r f a c e  
d e n s i t y  $ ,  a n d  (1.9.13.) i s  a d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  u s i n g  
" d i p o l e  s o u r c e s "  w i t h  d e n s i t y  4 .  

If t h e  f u n c t i o n s  I), I$ i n  ( 1 . 9 . 1 2 )  a n d  ( 1 . 9 . 1 3 )  a r e  unknown,  
t h e n  d e t e r m i n a t i o n  of t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  r e s p e c t i v e  b o u n d a r y  
p r o b l e m s  may b e  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  
t o  t h e  f u n c t i o n s  I) a n d  4 ,  w h i c h  a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  ( S )  f o r  au /an  a n d  U. U s u a l l y  
t h i s  i s  a F r e d h o l m  e q u a t i o n ,  e i t h e r  of  t h e  f i r s t  or s e c o n d  s o r t  w i t h  
n o n s i n g u l a r  k e r n e l s  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  [lo, 4 8 ,  116d). 

I n  t h e  p a s t  we h a v e  b e e n  a c t u a l l y  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  t h e  s i m -  
p l e s t  c a s e  Of o n e  b o d y .  However  t h e  f o r m u l a s  g i v e n  a b o v e  h a v e  b e e n  
e x p a n d e d  a l s o  t o  t h e  c a s e  of  a n  a r b i t r a r y  number o f  s c a t t e r i n g  
b o d i e s .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f ,  f o r  e x a m p l e ,  N s c a t t e r i n g  b o d i e s ,  
b o u n d e d  by  t h e  s u r f a c e s  (Si), i = 1, 2 ,  ..., N ,  t h e  d i f f r a c t i o n  
f i e l d  may b e  r e p r e s e n t e d  t h r o u g h  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  o f  f r e e  s p a c e  
by  t h e  i n t e g r a l  r e l a t i o n s h i p  

N 

(1.9.14) 
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o r  

(1.9.15) 

r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  $i a n d  (pi g i v e  t h e  l a w  o f  d e n s i t y  
d i s t r i b u t i o n  of t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e s  (Si), 
i =  1, 2 ,  ..., N .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  
p r o b l e m  may b e  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  a s y s t e m  o f  N i n t e g r a l  e q u a t i o n s  
o f  F r e d h o l m  t y p e  o f  f i r s t  or o f  s e c o n d  s o r t  r e l a t i v e  t o  N unknown 
f u n c t i o n s  or $i or Jli w h i c h  a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e s  (Si), i = 1, 2 ,  ..., N ,  f o r  t h e  f u n c t i o n  /7; 
u or i t s  n o r m a l  d e r i v a t i v e  a u / a n .  

The i n t e g r a l  e q u a t i o n s  ( s y s t e m s )  , o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  d i f -  
f r a c t i o n  p r o b l e m s ,  may o f t e n  b e  s o l v e d  u s i n g  c o m p u t e r s  f o r  s u f f i -  
c i e n t l y  g e n e r a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  h a v i n g  a h i g h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  
u s i n g  s t r a i g h t  n u m e r i c a l  m e t h o d s .  They c a n  a l s o  b e  s o l v e d  b y  t h e  
i t e r a t i o n  m e t h o d ,  f o r  e x a m p l e ,  b y  t h e  m e t h o d  o f  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  
when t h e  d i f f r a c t i o n  p r o c e s s  i s  r e p r e s e n t e d  as a s e q u e n c e  o f  a c t i o n s ,  
a l t e r n a t e l y  i n f l u e n c e d  by  t h e  e f f e c t  of  t h e  b o d i e s  o n  o n e  a n o t h e r .  
However ,  t h i s  m e t h o d  i s  s u i t a b l e  o n l y  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i m e n -  
s i o n s  o f  t h e  b o d i e s  a r e  s m a l l  a n d  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e m  i s  g r e a t  
i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  wave l e n g t h  o f  t h e  e x c i t a t i o n .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m ,  o b -  
t a i n e d  b y  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  Huygens  t h e o r y  w h i c h  s a t i s f i e s  
t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y ,  i s  a l w a y s  u n i q u e .  

A n o t h e r  m e t h o d  o f  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  
two s c a t t e r i n g  b o d i e s ,  b a s e d  o n  u s e  of t h e  G r e e n  f u n c t i o n s ,  i s  t h e  
S c h w a r z s c h i l d  m e t h o d  [ 4 8 ] ,  w h i c h  a p p a r e n t l y  f i r s t  s t u d i e d  s u c h  a 
p r o b l e m  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  d i f f r a c t i o n  o n  s l i t s ,  w h e r e  t h e  i n t e r -  
a c t i o n  o f  b o t h  s i d e s  o f  t h e  s l i t  w a s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  C1421. The  
S c h w a r z s c h i l d  m e t h o d  a s s u m e s  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  o f  t h e  i n d i v i d u a l  
b o d y  t o  b e  known ( w h e r e a s  d i r e c t  u s e  o f  t h e  Huygens  t h e o r y  r e q u i r e s  
k n o w l e d g e  o n l y  of t h e  G r e e n  f u n c t i o n  o f  f r e e  s p a c e )  a n d  l e a d s  t o  a 
s y s t e m  o f  two F r e d h o l m  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t ,  s o l v -  
a b l e  b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  However ,  i n  s p i t e  
o f  t h e  p r o v e n  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e q u e n c e  o f  i t e r a t i o n s ,  t h i s  me thod  
h a s  n o t  r e c e i v e d  w i d e - s p r e a d  u s e  b e c a u s e  o f  t h e  s l o w  c o n v e r g e n c e  o f  
t h e  p r o c e s s .  I t  may b e  s u i t a b l e  o n l y  i n  t h e  c a s e  when t h e  i n t e r -  
a c t i n g  b o d i e s  a r e  s o  f a r  f r o m  o n e  a n o t h e r  t h a t  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  
w a v e ,  s c a t t e r e d  b y  o n e  b o d y  a t  t h e  s i t e  o f  t h e  o t h e r ,  i s  s m a l l  i n  
c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  i n c i d e n t  wave .  

The p r o b l e m  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  s e v e r a l  s c a t t e r i n g  b o d i e s  
may a l s o  b e  s o l v e d  w i t h o u t  r e v e r t i n g  t o  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  i f  t h e  
p e r t u r b a t i o n  m e t h o d  i s  u s e d  d i r e c t l y  t o  s e e k  i t s  s o l u t i o n .  
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For e x a m p l e ,  l e t  t h e  s u p e r f i c i a l  D i r i c h l e t  p r o b l e m  b e  s o l v e d ,  

A U  + k% = 0, 

(u + UO) ISl = 0, i = 4 1 9  

( 1 . 9 . 1 6 )  

for two s c a t t e r j n f  b o d i e s  w i t h  s u r f a c e s  (S-1) a n d  (S+l>. 
d e n o t e  t h r o u g h  zu t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  
b y  t h e  i - t h  b o d y  (i = -1 o r  i = +1> a c t e d  on  b y  t h e  i n c i d e n t  f i e l d  
u o  w i t h o u t  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  p r o d u c e d  by t h e  
p r e s e n c e  i n  s p a c e  o f  t h e  o t h e r ,  < . e . ,  t h e  - i - t h  b o d y  ( i  = -1 o r  
i = +1). L e t  u s  c a l l  t h i s  p a r t i c u l a r  s e c o n d a r y  f i e l d  a f i e l d  o f  
t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g .  To d e t e r m i n e  t h e  p o t e n t i a l  z u l  l e t  
u s  r e q u i r e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  

L e t  u s  

/ 7  3 - 

U] = uo + $2 

b e  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 1 6 1 ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  homogeneous  
D i r i c h l e t  c o n d i t i o n  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  i - t h  body (i = -1 o r  i = 
+l>. The p o t e n t i a l  

w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  sum o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  a n d  t h e  f i e l d s  r e -  
f l e c t e d  f r o m  e a c h  o f  t h e  b o d i e s  s e p a r a t e l y  ( i n  t h e  a b s e n c e  o f  t h e  
o t h e r ) ,  we c a n  c a l l  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  f i e l d  i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n .  
A c t e d  o n  by t h e  f i e l d  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  e x c i t e d  b y  
t h e  - i - t h  b o d y  (i = -1 o r  i = t1, s u c h  a f i e l d  i s  r e  r e s e n t e d  b y  
t h e  p o t e n t i a l  - i u l ) ,  t h e  i - t h  b o d y  (i = -1 o r  i = +1p e x c i t e s  
s e c o n d a r y  f i e l d  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  w h i c h  i s  r e p r e -  
s e n t e d  by t h e  p o t e n t i a l  i u 2  (i = -1 or i = tl). For i t s  d e t e r -  
m i n a t i o n ,  l e t  u s  r e q u i r e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  

be  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 9 . 1 6 ) ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  homogeneous  
D i r i c h l e t  c o n d i t i o n  o n  t h e  s u r f a c e  (Si) (i = -1 or i = +1). The 
p o t e n t i a l  

w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  sum of t h e  p r i m a r y  f i e l d  a n d  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d s  o f  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r s  of s c a t t e r i n g ,  c a n  b e  c a l l e d  t h e  
p o t e n t i a l  o f  t h e  f i e l d  i n  s e c o n d  a p p r o x i m a t i o n ,  e t c .  The  p r o c e s s  
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of c o n s t r u c t i n g  a p p r o x i m a t  i o n s  f o r  t h e  s c a t t e r e d  s e c o n d a r y  f i e l d s  
c a n  b e  e x p a n d e d  t o  a n  a r b i t r a r y  ( i n f i n i t e )  number  o f  s i m i l a r  s t a g e s .  
H e r e  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  f i e l d  i n  m - t h  a p p r o x i m a t i o n  w i l l  b e  g i v e n  
by  t h e  f o r m u l a  

m 

The sum 

i s  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  b y  t h e  i - t h  b o d y  
a s  a r e s u l t  o f  t h e  r e p e a t e d  e f f e c t  on i t  o f  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  

a r e s u l t  o f  i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  i - t h  b o d y .  The t o t a l  d i f f r a c -  
t i o n  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  p o t e n t i a l  

1 7 4  a l l  s u c c e s s i v e  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g ,  e x c i t e d  b y  t h e  - i - t h  b o d y  as - 

w h i c h  i n  i t s  q o q s t r u c t i o n  w i l l  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  of  t h e  p r o b l e m  
(1.9.16) ( o f  Z u 3  it i s  o n l y  r e q u i r e d  t h a t  i t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  
o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  ) ,  

I n  t h e  case when t h e  s u r f a c e s  (Si) a l l o w  s e p a r a t i o n  o f  t h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  t h e  r e s p e c t i v e  c u r v i l i n e a r  o r t h o g o n a l  c o o r d i n -  
a t e s  a s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  b o d y ,  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t 1 . e  p o t e n t i a l s  
i u j  i n  t h e  f o r m  o f  i n f i n i t e  s e r i e s  o f  wave e i g e n f u n c t i o n s  o f  e a c h  
b o d y  r e d u c e s  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t o  s e e k i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
t h e  s e r i e s .  T h e s e  l a t t e r  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
g i v e n  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h - b q d y  ( f o r  e x a m p l e ,  t h e  e x p a n s i o n  c o -  
e f f i c i e n t s  of t h e  p o t e n t i a l  "u3 o f  t h e  s e c o n d a r y  f j e l d  o f  . t h e  j - t h  
o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  ( " u d  + - " U J - ~ ) I S ~  = 

0 ,  i = 2 1, j = 1, 2 ,  ... ) .  Here  i t  i s  s u i t a b l e  t o  u s e  s p e c i a l  f o r m u -  
l a s ,  < . e . ,  a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  t h e  wave f u n c t i o n s ,  w i t h  t h e  a i d  
of w h i c h  t h e  wave e i g e n f u n c t i o n s  o f  o n e  b o d y  a r e  d e s c r i b e d  t h r o u g h  
t h e  wave e i g e n f u n c t i o n s  of  t h e  o t h e r  b o d y .  A s  a r e s u l t ,  t h e  e x p a n -  
s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o t e n t i a l  "zi3 a r e  e x p r e s s e d  by a c e r t a i n  
i n f i n i t e  s e r i e s ,  w h o s e  t e r m s  a r e  p r o d u c t s  o f  t h e  e x p a n s i o n  c o e f -  
f i c i e n t s  o f  t h e  p o t e n t i a l  - 2 u J - l  and  t h e  wave f u n c t i o n s  f r o m  t h e  
f i x e d  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t s .  The e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  
f i e l d  p o t e n t i a l  o f  a n  a r b i t r a r y  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  i s  e x p r e s s e d  
u l t i m a t e l y  t h r o u g h  t h e  
o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g .  I n  t h e  g e n e r a l  case ,  

e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  p o t e n t i a l  i ~ l  
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. - o m p u t a t i o n  o f  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t ?  i s  a q u i t e  t i m e - c o n s u m i n g  
: f f o r t ,  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  t h i s  m e t h o d  i s  f e a s i b l e  t o  u s e  o n l y  
n t h e  c a s e  when t h e  d i m e n s i o n s  of t h e  b o d i e s  a r e  s m a l l ,  a n d  t h e  

- i s t a n c e  b e t w e e n  them i s  s u f f i c i e n t l y  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
. a v e  l e n g t h  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  C119, 1 2 0 ,  1 3 5 ,  1 3 6 1 ) .  

The m e t h o d  of  s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m s  o f  wave s c a t t e r i n g  
n s e v e r a l  b o d i e s ,  b a s e d  o n  t h e  u s e  of wave e i g e n f u n c t i o n s ,  a n d  t h e  
d d i t i o n  t h e o r e m  f o r  t h e m  i s  t h e  c l a s s i c . a l  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  
a r i a b l e s .  I n  f i n d i n g  t h e  s o l u t i o n  b y  t h i s  m e t h o d  o f  d i f f r a c t i o n  
r o b l e m s  t h e  f i e l d  o u t s i d e  , t h e  d i f f r a c t i n g  b o d y  i s  u s u a l l y  r e p r e -  
e n t e d  i n  t h e  f .orm of a sum of a known p r i m a r y  f i e l d  a n d  a n  unknown 
e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  on  b a r r i e r s ,  s u p e r p o s e d  i n  t h e  f o r m  o f  
n i n f i n i t e  s e r i e s  o f  p r i m a r y  wave f u n c t i o n s ,  e a c h  o f  w h i c h  s a t i s -  
i e s  t h e  c o n d i t i o n  of r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  T h e  f i e l d  i n s i d e  t h e  
c a t t e r i n g  b o d y  i s  t a k e n  i n  t h e  f o r m  o f  a n  i n f i n i t e  serie’s of  p r i -  
a r y  wave f u n c t i o n s ,  n o t  h a v i n g  s i n g u l a r i t i e s  i n  t h e  v o l u m e  o f  t h e  

o n d i t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  s a t i s f i e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y .  I n  
h e  case  o f  o n e  d i f f r a c t i n g  b o d y ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  o b t a i n e d  i n  
l o s e d  f o r m .  

o d y .  The c o e f f i c i e n t s  of t h e  s e r i e s  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  /75 

A s  i t  a p p l i e s  t o  two s c a t t e r i n g  b o d i e s ,  f o r  e x a m p l e ,  w i t h  i d e a l l y  
o n d u c t i n g  s u r f a c e s  (SI) a n d  (S2), t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  c o n s i s t s  
f t h e  f o l l o w i n g .  

With e a c h  b o d y  (Si) a n d  ( S 2 )  t h e r e  a r e  a s s o c i a t e d  l o c a l  c o o r d i n -  
t e  s y s t e m s  i n  w h i c h  t h e  s u r f a c e  ( S i )  or, r e s p e c t i v e l y ,  ( S 2 )  c o i n -  
i d e s  w i t h  o n e  o f  t h e  c o m p l e t e  c o o r d i n a t e  s u r f a c e s .  The f i e l d  
z a t t e r e d  on  (SI) a n d  ( S 2 )  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a sum o f  two 
i f f r a c t i o n  s e r i e s  o f  p r i m a r y  wave f u n c t i o n s ,  i n  w h i c h  o n e  o f  t h e  
e r i e s  i s  composed  of wave f u n c t i o n s  o f  o n e  b o d y ,  a n d  t h e  s e c o n d  
e r i e s  i s  composed  o f  wave f u n c t i o n s  o f  a s e c o n d  b o d y .  U s i n g  t h e  
d d i t i o n  t h e o r e m ,  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on (si)  and o n  (s2), 
r i f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  w i t h  a n  i n f i n i t e  
umber o f  unknowns ,  i . e . ,  t h e  unknown e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s .  None 
C t h e  known m e t h o d s  of s o l v i n g  i n f i n i t e  s y s t e m s  c a n  b e  j u s t i f i a b l y  
- > p l i e d  t o  s u c h  s y s t e m s  d i r e c t l y .  However ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  
i e  i n i t i a l  unknown c o e f f i c i e n t s  by new o n e s ,  b a s e d .  on a c e r t a i n  
2 w  f o r  t h e  new u n k n o w n s ,  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  a r e  
) t a i n e d ,  w h i c h  a r e  f o u n d  t o  b e  q u a s i - r e g u l a r  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  
id u n i q u e l y  s o l v a b l e  b y  t h e  m e t h o d  of  t r u n c a t i o n  ( r e d u c t i o n )  u n d e r  
ie c o n d i t i o n  t h a t  t h e  b o d i e s  a r e  n o t  t a n g e n t  t o  o n e  a n o t h e r .  

T h e  m e t h o d  of s e p a r a t i o n  of v a r i a b l e s ,  i n  t h o s e  c a s e s  when i t  
3 a p p l i c a b l e ,  i s  a n  e f f e c t i v e  means  o f  f i n d i n g  t h e  n u m e r i c a l  ( a p -  
9 o x i m a t e )  v a l u e s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  and  a l l  f u n c t i o n s  
i t c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  unknown f i e l d s ,  u s i n g  c o m p u t e r s  a n d  t a b u l a t e d  
-:ve f u n c t i o n s  f o r  a s u f f i c i e n t l y  w i d e  r a n g e  o f  v a r i a t i o n  i n  t h e  
i r a m e t e r s  o f  t h e  p r o b l e m .  However ,  j u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  a s i n g l e  
S r r i e r ,  t h e  c o m p u t a t i o n a l  f e a s i b i l i t y  h e r e  i s  l i m i t e d  f i r s t  o f  a l l  
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b e c a u s e  o f  t h e  p r o b l e m s  a r i s i n g  i n  t a b u l a t i n g  t h e  wave f u n c t i o n s .  
I n  f a c t ,  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i s  a l w a y s  f e a s i b l e ,  w i t h -  
i n  a l l o w a b l e  c o m p u t a t i o n a l  a c c u r a c y ,  f o r  a l l  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  
f o r  w h i c h  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  of  t h e  r e s p e c t i v e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  
o n  a s i n g l e  b a r r i e r  i s  p o s s i b l e  ( t h e  r a n g e  o f  wave l e n g t h s  and  w a v e s  
c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  b a r r i e r s ) .  

T h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  w h i c h  a r i s e  i n  p r o b l e m s  
o f  t h e  i n t e r a c t i o n  of two or s e v e r a l  s c a t t e r i n g  b o d i e s  i n v o l v e  s y s -  
t e m s  o f  n o r m a l  t y p e  

(1.9.17) 

w i t h  c o m p l e x  c o e f f i c i e n t s  C n m  a n d  w i t h  c o m p l e x  r i g h t - h a n d  p a r t s  
( f r e e  t e r m s )  bn.  

/ ' I  The t h e o r i e s  o f  i n f i n i t e  s y s t e m s  of  l i n e a r  e q u a t i o n s  w i t h  a n  L 

i n f i n i t e  number o f  unknowns  h a v e  b e e n  s t u d i e d  i n  a number o f  p a p e r s ,  
f r o m  w h i c h  we w i s h  t o  c i t e  [ 2 0 1  w h e r e  t h e  b a s e s  of  t h i s  t h e o r y  a r e  
d i s c u s s e d ,  as  w e l l  a s  c21, 6 0  - 6 6 1  w h e r e  t h e  p r o p e r t i e s  of s y s t e m s  
s i m i l a r  t o  t h o s e  o b t a i n e d  i n  t h e  p r o b l e m s  s o l v e d  b e l o w  a r e  s t u d i e d .  

A s y s t e m  s u c h  a s  (1.9.17) i s  c a l l e d  r e g u l a r  i f  t h e  sum o f  t h e  
m o d u l a e  o f  i t s  c o e f f i c i e n t s  i n  e a c h  s e r i e s  i s  l e s s  t h a n  u n i t y ,  

m 

and i s  c a l l e d  a c o m p l e t e l y  r e g u l a r  s y s t e m  i f  i t s  c o e f f i c i e n t s  en, 
s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n ,  

m 

w h e r e  a i s  a c e r t a i n  c o n s t a n t  ( a  > 0 ) .  The  r e g u l a r  s y s t e m  o f  e q u a -  
t i o n s  (1.9.17) w h o s e  r i g h t - h a n d  p a r t s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n ,  

I b, 1 \< C P n r  

m 

w h e r e  C = c o n s t  > 0 ,  b u t  

bound s o l u t i o n  Ixnl < C y  w h i c h  may b e  f o u n d  by t h e  m e t h o d  o f  s u c -  
c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  S o l u t i o n  t o  a c o m p l e t e l y  r e g u l a r  s y s t e m  
e x i s t s  w i t h  a n y  r e s t r i c t e d  r i g h t - h a n d  p a r t s  bn a n d  i t  i s  a l w a y s  
u n i q u e .  A r e g u l a r  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  may a l s o  h a v e  s e v e r a l  r e -  
s t r i c t e d  s o l u t i o n s .  

P n = l  -2  ICa,; , [ ,  I t =  1 ,  2, ..., a l w a y s  h a s  a 
I l l=  I 
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S o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  (1.9.17), f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c -  
c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  w i t h  a z e r o  i n i t i a l  v a l u e ,  i s  c a l l e d  t h e  
p r i n c i p a l  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m .  The  p r i n c i p a l  s o l u t i o n  t o  t h e  
r e g u l a r  s y s t e m  (1.9.17) , w i t h  f r e e  t e r m s  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n  
IbnllCpn, may b e  f o u n d  a l s o  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n  ( r e d u c t i o n ) ,  
i . e . ,  if x{ i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  f i n i t e  s y s t e m  

N 

x, + 2 c,,,,~,, = O n ,  n = 1, 2 ,  ..., N ,  
m= I 

t h e n  

- N x,= lim xn , 
N - 0  

.., 
w h e r e  Xn i s  t h e  p r i n c i p a l  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  (1.9.17). 

A s y s t e m  f o r  w h i c h  t h e  c o n d i t i o n  o f  r e g u l a r i t y  i s  n o t  s a t i s f i e d  
i n  a l l  s e r i e s ,  b u t  o n l y  b e g i n n i n g  f r o m  a c e r t a i n  one, i . e . ,  

a n d  f o r  w h i c h ,  f u r t h e r m o r e ,  

i s  c a l l e d  q u a s i - r e g u l a r .  F o r  s u c h  s y s t e m s  t h e  q u e s t i o n  of t h e  
e x i s t e n c e  o f  a s o l u t i o n  i s  r e d u c e d  t o  t h e  q u e s t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  
of a s o l u t i o n  t o  a f i n i t e  s y s t e m  o f  IIT e q u a t i o n s  w i t h  N f i r s t  unknowns  
z1, x 2 ,  * ' * ¶  x N '  

The  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  

x,+% C,,,,X,,,=B,,, n =  1 ,  2, ..., 
ni= I 

i s  c a l l e d  a m a j o r a n t  f o r  t h e  s y s t e m  (1.9.17) i f  t h e  i n e q u a l i t y  

(1.9.18) 

i s  s a t i s f i e d .  
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If t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  (1.9.17) a r e  s u c h  t h a t  t h e  
0 

s e r i e s  2 JcnmI2 , c o m p r i s e d  o f  t h e m ,  c o n v e r g e s :  
n,m=I 

(1.9.19) 

t h e n  we c a n  s a y  t h a t  s y s t e m  (1.9.17) p o s s e s s e s  a c o m p l e t e l y  c o n t i n u -  
o u s  f o r m  ( c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  l i n e a r  o p e r a t o r  i n  t h e  G i l b e r t  c o -  
o r d i n a t e  s p a c e  12). For t h e  s y s t e m s  i n  (1.9.17) w i t h  a c o m p l e t e l y  
c o n t i n u o u s  f o r m  , t h e  f o l l o w i n g  a r g u m e n t  i s  v a l i d  ( G i l b e r t  a l t e r n a -  
t i v e ) :  w i t h  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s ,  

( 1 . 9 . 2 0  1 

or t h i s  s y s t e m  (1.9.17) h a s  o n e  d e f i n i t i v e  s o l u t i o n  (2,) w h i c h  s a t i s -  
f i e s  t h e  c o n d i t i o n  

(1.9.21 

or t h e  homogeneous  s y s t e m  c o r i . e s p o n d i n g  t o  t h e  nonhomogeneous  s y s -  
tem (1.9.17) h a s  a s o l u t i o n  t h a t  i s  n o n - z e r o .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  i f  

m 

( 1 . 9 . 2 2 )  

a n d  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 )  i s  s a t i s f i e d  t h e n  t h e  s y s t e m  (1.9.17) h a s  a 
u n i q u e  s o l u t i o n  {x,) w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 1 ) .  

One of t h e  w i d e l y - u s e d  m e t h o d s  o f  s o l v i n g  t h e  nonhomogeneous  
s y s t e m  (1.9.17), w i t h  c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m ,  i s  t h e  m e t h o d  o f  
t r u n c a t i o n  [ 2 0 ,  2 1 ,  6 0  - 6 6 1 ,  c o n s i s t i n g ,  a s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  o f  a 
s u b s t i t u t i o n  of t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  (1.9.17) by  t h e  f i n i t e  s y s t e m  

N 

xn + 2 c,,,,,xln = bn, n = 1, 2, ..., N, 
m=l 

( 1 . 9 . 2 3 )  

f r o m  N e q u a t i o n s  w i t h  N u n k n o w n s ,  t h e  s o l u t i o n  t o  w h i c h  ( l e t  u s  
d e n o t e  i t  t h r o u g h  ~ $ 1  
o r i g i n a l  i n f i n i t e  s y s t e m  (1.9.17). If s y s t e m  (1.9.17), w i t h  a 

i s  s t u d i e d  as  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h e  
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i i p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m ,  i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e ,  t h e n  w i t h  a s u f -  
z i e n t l y  l a r g e  v a l u e  o f  N s y s t e m  (1.9.23) w i l l  a l s o  b e  s o l v a b l e  a n d  
2 a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  w i l l  c o n v e r g e  t o  p r e c i s e  o n e s :  

0 3 .  By c o m p a r i n g  t h e  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  s o l u t i o n  
l i m  x$ = xn, 

t h e  s y s t e m  f o r  t h e  v a r i o u s  i n c r e a s i n g  v a l u e s  of f l - m a g n i t u d e  of 
I n c a t i o n ,  a p p r o x i m a t i o n s  may b e  o b t a i n e d  w i t h  a priori g i v e n  de- 
= e  o f  a c c u r a c y .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  i n  a number of  ca ses ,  a s y s t e m  w h i c h  i s  n o t  
s u l a r  ( q u a s i - r e g u l a r )  or w h i c h  d o e s  n o t  p o s s e s s  a c o m p l e t e l y  con-  
riuous f o r m ,  may b e  r e d u c e d  t o  a r e g u l a r  ( q u a s i - r e g u l a r )  s y s t e m  or 
a s y s t e m  w i t h  c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m  r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  
( f o r  e x a m p l e ,  by  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  unknowns  Xn w i t h  o t h e r  un -  

owns Zn u s i n g  t h e  f o r m u l a  Xn = anzn>. 

A l l  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n s  r e f e r  t o  i n f i n i t e  s y s t e m s ,  f o r m i n g  a 
i; of  two  s y s t e m s ,  

m 

xn + 2 uanpm = b,, 
m= 1 

m 

n = l', 2, ..., 
m= I 

t h  two  s e r i e s  o f  unknowns  x 1 ,  x 2 ,  x 3 ,  ..., y 1 ,  y 2 ,  ..., w h i c h  a f t e r  
t r o d u c t i o n  o f  new d e s i g n a t i o n s  may b e  r e d u c e d  t o  o n e  s y s t e m  o f  
r m a l  t y p e  and  t o  i n f i n i t e  s y s t e m s  of e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m ,  

0) 

x n +  2 CnmXm=:6,, n = 0 ,  k1, f2, ... 
m=- o 
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C H A P T E R  2 

CYLINDRICAL W A V E  FUNCTIONS A N D  C E R T A I N  OF THEIR P R O P E R T I E S  

5 1 .  H e l m h o l t z  E q u a t i o n  i n  C y l i n d r i c a l  C o o r d i n a t e s .  
C y l i n d r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  

The H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a t i o n  i n  t h e  s y s t e m  o f  c y l i n -  / 
d r i c a l  c o o r d i n a t e s  p ,  9 ,  z h a s  t h e  f o r m  o f  (1.6.17). I f  we s e e k  
t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  (1.6.17) i n  t h e  f o r m  of t h e  
p r o d u c t  of t h r e e  f u n c t i o n s ,  

e a c h  o f  w h i c h  d e p e n d s  o n l y  on  o n e  c o o r d i n a t e ,  t h e n  a f t e r  s u b s t i -  
t u t i n g  (2.1.1) i n t o  (1.6.17) and s u b s e q u e n t  s e p a r a t i o n  of v a r i a b l e s  
i n  t h e  e q u a t i o n s  t h u s  o b t a i n e d ,  we come t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t ,  f o r  
c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  (1.6.17) i n  t h e  
form (2.1.11, a s  t h e  f u n c t i o n s  R ,  Q, a n d  2 i t  f o l l o w s  t o  t a k e  a n y  
s o l u t i o n s  t o  t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n s ,  

+ A 2 @  = o ,  
'p2 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

i n  w h i c h  A a n d  h a r e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t s ,  b u t  v 2  = k2 - h 2 .  

The i n d e p e n d e n t  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n s  (2.1.2) a n d  
(2.1.3) a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  f u n c t i o n s  $ ( $ )  g p :  ( A $ ) ,  Z ( z )  = 

( h z )  or, i n  c o m p l e x  f o r m ,  t h e  f u n c t i o n s  $ ( $ I  = e a i A $ ,  Z ( z )  = e'ihz. 
E q u a t i o n  (2.1.4) i s  t h e  B e s s e l  e q u a t i o n .  The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  
t o  i t  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s  RA ( u p ) ,  w h e r e  t h r o u g h  R A  (x) we d e n o t e  

s o l u t i o n s  to e q u a t i o n  (1.6.17), r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  (2.1.1), 
w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s  , 

a n y  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  A-th o r d e r .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  p a r t i c u l a r  / 

(2.1.5) 
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- a r e  i n t e r e s t e d  o n l y  i n  t h e  u n i q u e  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 ) ,  
I c o n n e c t i o n  w i t h  w h i c h  it f o l l o w s  t o  a s s u m e  t h e  s e p a r a t i o n  c o n -  
r a n t  X t o  b e  a w h o l e  n u m b e r :  X2 = n 2 ,  n = 0 ,  + 1,. . . ( i n  t h i s  c a s e  
le s o l u t i o n s  t o  ( 2 . 1 . 5 )  a r e  p e r i o d i c  f u n c t i o n s  w i t h  t h e  p e r i o d  2 n  
z l a t i v e  t o  t h e  v a r i a b l e  4 ) .  W i t h  t h e  w h o l e  number  X = n, it f o l -  
~ W S  t o  t a k e  a s  R X  ( u p ) ,  d e p e n d i n g  on  t h e  r e g i o n  b e i n g  s t u d i e d  a n d  
le s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n s ,  e i t h e r  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  f i r s t  
lrt Jn(Up) o f  n - t h  o r d e r ,  or t h e  f i r s t  H a n k e l  f u n c t i o n  Hi1) ( U p )  

n - t h  o r d e r .  Then  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 )  
11 b e  t h e  f u n c t i o n s ,  

i e  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  o 

( 2 . 1 . 6 )  

( 2 . 1 . 7 )  

t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  f r o m  t . . o s e  w h i c h  we 
i a l l  r e q u i r e  f u r t h e r  on  w i l l  b e  g i v e n  b e l o w .  Here  we n o t e  o n l y  
i a t  t h e  f u n c t i o n  Jn(z) i s  r e g u l a r  a t  t h e  p o i n t  2 = 0 ,  w h e r e a s  t h e  

I n c t i o n  H ( ' )  ( 2 )  h a s  a t  t h i s  p o i n t  a l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t y .  

.om t h e  a s y m p t o t i c  c o n c e p t  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  
n 

i t h  l a r g e  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  k p ,  it f o l l o w s  t h a t  t h e  

u n c t i o n  ~ ( 1 )  ( k p ) e  r e p r e s e n t s  a t  i n f i n i t y  a p r o p a g a t i n g  wave 

h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  t h e r e .  T h e r e f o r e ,  t h e  
u n c t i o n s  i n  (2.1.6) a r e  o r d i n a r i l y  u s e d  f o r  c o n s t r u c t i n g  a g e n e r a l  
o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 )  i n s i d e  t h e  c y l i n d r i c a l  r e g i o n  c o n -  
a i n i n g  w i t h i n  i t s e l f  P = 0 ,  b u t  t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 2 . 1 . 7 )  a r e  u s e d  
or c o n s t r u c t i n g  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 )  w h i c h  
a t i s f i e s ,  a t  i n f i n i t y  i n  t h e  u n b o u n d e d  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r ,  
h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n .  S i n c e  t h e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t  h i n  
2 . 1 . 5 )  i s  an  a r b i t r a r y  v a l u e ,  a n d  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 1 7 )  i s  l i n e a r  a n d  
o m o g e n e o u s  r e l a t i v e  t o  U ,  t h e n  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  i t  i s  r e g -  
l a r  a t  t h e  p o i n t s  o f  t h e  a x i s  p = 0 ,  and  may b e  r e p r e s e n t e d  i n  
h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r - t y p e  i n t e g r a l s ,  

-iwt 
n 

0 n 

( 2 . 1 . 8 )  

. u t  t h e  s o l u t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n -  - / 8 1  
i n i t y ,  i s  g i v e n  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  s u c h  a s  
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m m * einV 1 b, (h) HA') (up)  eihz,ddh, 
Y 

n=-m -m (2.1.9) 

i n  w h i c h  a n ( h ) ,  b n ( h )  a r e  a r b i t r a r y  v a l u e s  t h a t  d e p e n d  on n a n d  h 
a n d  a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  

F u n c t i o n s  (2.1.6) a n d  ( 2 . 1 . 7 )  a r e  o r d i n a r i l y  c a l l e d  c y l i n d r i -  
c a l  wave f u n c t i o n s .  I n  t w o - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m s ,  when e q u a t i o n  
( 1 . 6 . 1 7 )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e  2 ,  t h e  wave f u n c -  
t i o n s  w i l l  b e  

(2.1.10) 

(2.1.11) 

r e s p e c t i v e l y ,  a n d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  i n s i d e  t h e  
c i r c l e  a n d  o u t s i d e  i t  w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a s e r i e s  s u c h  a s  

and  

~ 

n=-m 

( 2 . 1 . 1 2 )  

(2.1.13) 

92 .  B e s s e l  F u n c t i o n s  and C e r t a i n  o f  T h e i r  P r o p e r t i e s  

If we make t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  v a r i a b l e s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 1 . 4 )  
a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a  x = i t  i s  t h e n  r e d u c e d  t o  
t h e  n o r m a l  f o r m  o f  t h e  B e s s e l  

( 2 . 2 . 1 )  

w h i c h  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  two s i n g u l a r  p o i n t s :  t h e  r e g u l a r  s i n -  
g u l a r  p o i n t  x = 0 a n d  t h e  i r r e g u l a r  s i n g u l a r  p o i n t  x = 00 .  I n  t h e  
c a s e  o f  n o n - i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A ,  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  h a s  two  solu- 
t i o n s ,  w h i c h  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  g e n e r a l i z e d  p o w e r  s e r i e s  
( A  1 o j ,  

( 2 . 2 . 2 )  
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( 2 . 2 . 3 )  / 8 2  

w h i c h  c o n v e r g e  w i t h  a n y  f i n i t e  v a l u e  o f  Z. S o l u t i o n  t o  ( 2 . 2 . 2 1 ,  
w h i c h  h a s  no s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t  x = 0 ,  i s  c a l l e d  a B e s s e l  
f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  s o r t  o f  A-th o r d e r .  The s e c o n d  s o l u t i o n  h a s  
a t  t h e  p o i n t  3: = 0 a p o l e  o f  A-th o r d e r ,  b y  v i r t u e  o f  w h i c h  it i s  
l i n e a r  i n d e p e n d e n t l y  of J x  (x). T h e r e f o r e ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  
t o  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  i n  t h e  r e g i o n ,  n o t  c o n t a i n i n g  t h e  p o i n t  x = 0 ,  
may b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  

w h e r e  C1, C2 a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  

The f u n c t i o n  J - x  (x) i s  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 2 . 2 . 3 )  o n l y  
f o r  n o n - i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A. However ,  i f  w e  c o n t i n u e  i t  u n i n t e r -  
r u p t e d l y  t o  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A = n ,  we f i n d  

J-, (x) 'z (- 1)" J ,  (x). ( 2 . 2 . 4 )  

T h i s  r e l a t i o n s h i p  i . n d i c a t e s  t h a t  w i t h  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  X = n ,  
t h e  f u n c t i o n s  J A  (x) a n d  J - A  ( 2 )  a r e  l i n e a r l y  d e p e n d e n t  a n d  a g e n -  
e r a l  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  c a n  n e v e r  b e  c o n s t r u c t e d  from 
t h e m .  I n  t h i s  c a s e  a s  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  ( 2 . 2 . 1 1 ,  w h i c h  
i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  J X  ( X I ,  we t a k e  t h e  f u n c t i o n ,  

w h e r e  

J &  ( x )  COS hn . - .~.- J-, ( x )  
N k ' ( X )  = - sin hn 

( 2 . 2 . 5 )  

( 2 . 2 . 6 )  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  b o t h  ( 2 . 2 . 6 )  a n d  ( 2 . 2 . 5 )  a r e  s o l u t i o n s  t o  t h e  
B e s s e l  e q u a t i o n .  On t h e  b a s i s  o f  ( 2 . 2 . 5 )  a n d  ( 2 . 2 . 2 3 ,  ( 2 . 2 . 3 1 ,  
t h e  f u n c t i o n  Nn(x) c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  e x p a n s i o n  ( y  = 0 . 5 7 7 2 1 5  

2 '  Y X  
. . . I  

J ,  (x )  In ~ - N" (4 = - 2 n 
k 

k=O m=l 
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-" n--I -($)", n = o ,  1, i . .  
k=O ( 2 . 2 . 7 )  

If i n  t h e  f u t u r e  by NA (2) we mean t h e  f u n c t i o n  ( 2 . 2 . 6 )  w i t h  non-  / E  
i n t e g r a l  v a l u e s  of  A a n d  t h e  f u n c t i o n  ( 2 . 2 . 5 )  w i t h  i n t e g r a l  v a l u e s  
A = n ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  to e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  f o r  
i n t e g r a l  a n d  n o n - i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A ,  i n  t h e  r e g i o n  n o t  c o n t a i n -  
i n g  t h e  p o i n t  x = 0 ,  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  l i n e a r  com- 
b i n a t i o n ,  

~ 

w h e r e  C1, C2 a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  

The f u n c t i o n  N A  (x), d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 5 1 ,  ( 2 . 2 . 6 ) ,  
i s  c a l l e d  a B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  o f  A-th o r d e r  or 
t h e  Neumann f u n c t i o n .  The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  
c o n s t r u c t e d  f r o m  JA (x) a n d  N A  (x), i n  t h e  f o r m  o f  t h e i r  l i n e a r  
c o m b i n a t i o n s ,  

Hi ' )  ( x )  = J, (x )  + iN, (x), Hi2)  ( x )  = J, ( x )  - i N ,  (x),  ' (2.2.8) 
( 2 . 2 . 8 )  

a r e  c a l l e d  B e s s e l  f u n c t i o n s  o f  t h e  t h i r d  s o r t  or t h e  f i r s t  and  
s e c o n d  H a n k e l  f u n c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  From ( 2 . 2 . 5 )  and  ( 2 . 2 . 4 )  
it f o l l o w s  t h a t  w i t h  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  A = n ,  

F o r  n o n - i n t e g r a l  v a l u e s  o f .  A ,  we h a v e  t h e  r e l a t i o n s h i p  , 

The t h e o r y  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  h a s  b e e n  r a t h e r  t h o r o u g h l y  d i s c u s s e d  
i n  [ 2 4 ,  2 8 - 3 0 ,  3 3 - 3 6 ,  1 7 8 ,  1 7 9 ,  1 8 1 1 .  L e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  o f  
t h e  p r o p e r t i e s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s .  

1. B e s s e l  f u n c t i o n s  s a t i s f y  t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s ,  

( 2 . 2 . 1 0 )  
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( 2 . 2 . 1 1 )  

w h e r e  R A  ( x )  d e n o t e s  a n y  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s .  F o r m u l a s  ( 2 . 2 . 1 0 )  
a n d  2 . 2 . 1 1 )  a r e  s u i t a b l e  f o r  s u c c e s s i v e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e  t h r o u g h  two f u n c t i o n s  
o f  t h e  f i r s t  two  o r d e r s :  J ,  (e), J 1  (e) a n d  N o  (x), N 1  (e), for 
w h i c h  d e t a i l e d  t a b l e s  e x i s t  c178, 1 7 9 ,  1 8 1 1 .  

2 .  From ( 2 . 2 . 2 )  a n d  ( 2 . 2 . 3 )  we c a n  e s t a b l i s h  t h a t  

( 2 . 2 . 1 2  1 

/ 84 
_I 

T h e s e  r e l a t i o n s h i p s  a n d  t h e  s u c c e s s i v e  u s e  o f  r e c u r r e n t  f o r m u l a  

( 2 . 2 . 1 1 )  p e r m i t  e x p r e s s i n g  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  Jn+l(x) , a n d  f r o m  

f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 6 ) ,  ( 2 . 2 . 8 )  t h e  f u n c t i o n s  N,+$(Xh H " ' ' ~ 2 ' ( x )  

u n i t  f u n c t i o n s .  F o r  B e s s e l  f u n c t i o n s  o f  h a l f - i n t e g r a l  o r d e r  we 
h a v e  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

2 

t h r o u g h  t h e  
n+ 

3 .  The B e s s e l  f u n c t i o n s  c a n  b e  r e p -  
r e s e n t e d  by S o m m e r f e l d  i n t e g r a l s ,  

Ca 

F i g .  1 2 .  I n t e g r a -  
Lion  B o u n d a r i e s  el, ( t h e  i n t e g r a t i o n  b o u n d a r i e s  a r e  shown o n  
2 2  a n d  c3. F i g u r e  1 2 1 ,  w h i c h  a r e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  

3 i n  t h e  i n t e g r a l s  f o r  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s ) .  The B e s s e l  f u n c t i o n s  
9 r e  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  a r g u m e n t  x. From t h e  i n t e g r a l  
p e p r e s e n t a t i o n s  ( 2 . 2 . 1 4 )  - ( 2 . 2 . 1 6 )  i t  i s  c l e a r  t h a t ,  w i t h  a c o n -  
s t a n t  v a l u e  o f  x [ R e  e ' 0 for t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s ] ,  t h e i r  s u b -  
i n t e g r a l  e x p r e s s i o n s  a r e  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n s  of t h e  p a r a m e t e r  A ,  - / 8 5  
J u t  t h e  i n t e g r a l s  t h e m s e l v e s  c o n v e r g e  u n i f o r m l y  t o  a n y  f i n i t e  r e -  
T ion  of v a r i a t i o n  i n  t h e  p a r a m e t e r  A .  C o n s e q u e n t l y ,  f o r  e a c h  

c a s e  o f  c o m p l e x  v a l u e s  o f  e a n d  X (Re e > 

75 



I 111ll1l 111ll1l I I II 

3c (Re  3c > 0 1 ,  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a r e  a l s o  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n s  
o f  t h e  p a r a m e t e r -  X ( i n t e g r a l  t r a n s c e n d e n t a l  f u n c t i o n s  o f  A ) .  

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  X = n ,  

n/2--lm 

iXCos QfinQ d q, Re x > 0, l e  (- i)" (1) H, (x)  =- 
IC 

--n/2+im 

3n/2+io 

i x  cos cpfincp d q ,  Rex>& s e  (- i)" Hi2)  (x) = - " 

( 2 . 2 . 1 7 )  

( 2 . 2 . 1 8 )  

( 2 . 2 . 1 9 )  

4 .  A f t e r  a p p l y i n g  t h e  s a d d l e - p o i n t  m e t h o d  t o  t h e  S o m m e r f e l d  
i n t e g r a l s  ( 2 . 2 . 1 4 1 ,  ( 2 . 2 . 1 5 1 ,  we c a n  o b t a i n  a g e n e r a l  c o n c e p t  as 
t o  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  w i t h  a l a r g e  ( r e a l  a n d  
p o s i t i v e )  a r g u m e n t  x a n d  a r b i t r a r y  ( c o m p l e x )  i n d e x  A .  The s a d d l e  
p o i n t s  o f  t h e  i n t e g r a l s  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  e q u a t i o n  ( r e l a t i v e  t o  
z )  s i n  z = A/x, w h i c h  f o r  a n y  v a l u e s  o f  x a n d  X a l w a y s  h a s  two  
r o o t s ,  s y m m e t r i c a l l y  a r r a n g e d  r e l a t i v e  t o  t h e  p o i n t  z = ~ / 2  i n  t h e  
b a n d  0 < Re 2 < T .  H e r e  t h e  t y p e  o f  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n  o f  e a c h  
B e s s e l  f u n c t i o n  i n v o l v e s  t h e  c h o i c e  o f  s a d d l e  p o i n t :  t h e  c o n t r i -  
b u t i o n  g i v e n  b y  o n e  o f  t h e  s a d d l e  p o i n t s  i s  f o u n d  t o  b e  e x p o n e n -  
t i a l l y  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  c o n t r i b u t i o n  made b y  t h e  o t h e r  
s a d d l e  p o i n t ,  a n d  o n l y  i n  i n d i v i d u a l  c a s e s  do b o t h  s a d d l e  p o i n t s  
make c o n t r i b u t i o n s  o f  t h e  same o r d e r  a n d  t h e n  b o t h  become d e t e r -  
m i n a n t :  i n  o b t a i n i n g  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n .  The f i r s t  asymp- 
t o t i c  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  w e r e  o b t a i n e d  on  t h e  
b a s i s  o f  D e b y e ' s  s a d d l e - p o i n t  m e t h o d  C 1 1 4 1 .  Debye t h e o r y  w a s  t h e n  
s u p p l e m e n t e d  a n d  d e v e l o p e d  b y  o t h e r s .  A d i s c u s s i o n  o f  i t  c a n  b e  
f o u n d ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  C28, 2 9 ,  3 8 ,  4 8 1 .  I n  p a r t i c u l a r ,  f r o m  
Debye t h e o r y  it f o l l o w s  t h a t ,  f o r  r e a l  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  i n d e x  
A ,  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  of  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  h a v e  t h e  f o r m :  

when X < 5, 

-haarccos - - - 
x 4 

( 2 . 2 . 2 0 )  

( 2 . 2 . 2 1 )  - / 
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when X > x 

( 2 . 2 . 2 2 )  

( 2 . 2 . 2 3 )  

From t h e s e  e x p r e s s i o n s  i t  i s  c l e a r  t h a t  when A < x t h e  B e s s e l  f u n c -  
t i o n s  v a r y  i n  a b s o l u t e  v a l u e  v e r y  s l o w l y  w i t h  c h a n g e  i n  A ,  w h e r e a s  
when A > x, w i t h  i n c r e a s e  i n  X t h e  f u n c t i o n  J A  ( X I  d r o p s  more  r a p -  

i d l y  t h a n  t h e  e x p o n e n t ,  b u t  t h e  f u n c t i o n  H A  ( 1 ) , ( 2 )  (x) i n c r e a s e s  
more r a p i d l y  t h a n  t h e  e x p o n e n t .  F o r  v a l u e s  of  A < <  x, f r o m  ( 2 . 2 . 2 0 )  
a n d  ( 2 . 2 . 2 1 1 ,  w e  f i n d  t h a t  

a n d  i n  t h e  c a s e  if A > >  x ,  

or w i t h  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  X = n > >  x, 

( 2 . 2 . 2 4 )  

( 2 . 2 . 2 5 )  

( 2 . 2 . 2 6 )  

( 2 . 2 . 2 8 )  
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I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  p o i n t  X = x, t h e  Debye a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  
( 2 . 2 . 2 0 )  - ( 2 . 2 . 2 3 )  a r e  s u p p l e m e n t e d  b y  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s ,  

( 2 . 2 . 2 9 )  

( 2 . 2 . 3 0 )  

( t h e  s o - c a l l e d  H a n k e l  a p p r o x i m a t i o n ) ,  w h i c h  c h a n g e  t o  Debye r e p r e -  
s e n t a t i o n s  i n  t h e  c a s e  i f  X d o e s  n o t  l i e  t o o  n e a r  t o  x. H e r e  
t h r o u g h  A ( q )  we d e n o t e  t h e  A i r y  i n t e g r a l  C176,  1 7 7 1 ,  

w h e r e  

( 2 . 2 . 3 2 )  

r e s p e c t i v e l y ,  €or t h e  f u n c t i o n s  H A  (1)'(2)(x) a n d  JX(x). 

I n  C491,  Fok g a v e  o t h e r  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  for t h e  
B e s s e l  f u n c t i o n s ,  a p l i c a b l e  i n  t h e  r e g i o n  for w h i c h  1z2 - x2 I 
< A 2  1 X 1 4 / 3 ,  w h e r e - y X I  > >  1, b u t  A is n o t  a v e r y  l a r g e  n u m b e r ,  
when t h e  Debye a p p r o x i m a t i o n s  c a n  n e v e r  b e  u s e d .  The f i r s t  t e r m s  
o f  t h e  Fok a p p r o x i m ' a t i o n s  h a v e  t h e  f o r m ,  

( 2 . 2 . 3 3 )  

( 2 . 2 . 3 4 )  

w h e r e  t h r o u g h  w I Y 2 ( t )  we d e n o t e  t h e  Fok - A i r y  f u n c t i o n s  t h a t  a r e  
s u i t a b l e  f o r  a p p l i c a t i o n  and  w h i c h  a r e  d e t e r m i n e d  for t h e  r e a l  
v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  t b y  t h e  i n t e g r a l s  

( 2 . 2 . 3 5 )  

(The  Fok - A i r y  f u n c t i o n s  may a l s o  b e  e x t e n d e d  t o  t h e  case  o f  com- -~ / 8 :  
p l e x  v a l u e s  o f  5 ) .  The f u n c t i o n s  u ( t ) ,  O ( t )  f o r  r e a l  v a l u e s  o f  5 
w e r e  t a b u l a t e d  b y  F o k .  The t a b l e s  o f  t h e i r  v a l u e s  a r e  g i v e n ,  f o r  
e x a m p l e ,  i n  [ 4 9 ] .  For l a r g e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t, t h e  f u n c t i o n s  
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U(t), V ( t )  and  t h e i r  d e r i v a t i v e s  h a v e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  

( 2 . 2 . 3 6 )  

f r o m  w h i c h  i t  i s  c l e a r  t h a t  w i t h  i n c r e a s e  i n  t, t h e  f u n c t i o n  u(t) 
g r o w s  m o n o t o n i c a l l y ,  b u t  u ( t )  d r o p s  m o n o t o n i c a l l y .  For l a r g e  n e g -  
a t i v e  v a l u e s  o f  t t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  u(&), 
u(t) w i l l  b e  

u (f) e(- t)- ' /4COS A ( - t )  

u ( t )  = (- t)-1/4 sin [ (-- t) + -3 4 , 

u' ( t )  ( - t )  'sin 

+ - , 
4 

3 / 2  n 
3 ' 2  3 K 

2 

17 ' 2  3 / 2  n 
(-tt) + -1 4 , 

v ' ( t )  -v - (- i ) ' / ' C O S  - ( - t )  + __ , 4 [ ' j  3 / 2  1 
( 2 . 2 . 3 7  

f r o m  w h i c h ,  i n  t u r n ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  w i t h  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  t 
t h e  f u n c t i o n s  u ( - t )  a n d  u ( t )  h a v e  a f l u c t u a t i n g  c h a r a c t e r .  

5 .  I n  s o l v i n g  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  i n v o l v i n g  t h e  u s e  o f  
B e s s e l  f u n c t i o n s ,  t h e r e  o f t e n  a r i s e s  t h e  n e c e s s i t y  o f  c o m p u t i n g  
o r i g i n s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a n d  o f  h a v i n g  k n o w l e d g e  o f  t h e i r  
d i s t r i b u t i o n  on  t h e  r e s p e c t i v e  p l a n e s .  S i n c e  e a c h  B e s s e l  f u n c t i o n  
i s  a n a l y t i c a l  b o t h  f r o m  t h e  a r g u m e n t  x on t h e  e n t i r e  p l a n e  o f  t h e  
c o m p l e x  v a r i a b l e  x ( w i t h  t h e  e x c e p t i o n  p o s s i b l y  o n l y  o f  t h e  p o i n t  
x = 0 )  a n d  f r o m  t h e  i n d e x  A on t h e  p l a n e  o f  t h e  v a r i a b l e  A ,  t h e n  
i t  i s  o b v i o u s  t h a t  e a c h  o r i g i n  w i l l  a p p e a r  w i t h i n  known l i m i t s  o f  
t h e  a n a l y t i c a l  f u n c t i o n s  b o t h  o f  t h e  a r g u m e n t  x a n d  t h e  i n d e x  X 
( t h e  g e n e r a l  q u e s t i o n s  o f  t h e  t h e o r y  o f  o r i g i n s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  
a r e  d i s c u s s e d  i n  C 2 8 ,  2 9 1 ) .  I n  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n ,  i t  i s  
u s u a l l y  n e c e s s a r y  t o  know t h e  d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  
o r i g i n s  o n l y  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s  and  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e i r  c o m p l e x  i n d e x  w i t h  f i x e d  l a r g e  /89 
a n d  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  x (x i s  r e a l  a n d  x > 0 ) .  

I t  i s  known t h a t  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H i 1 )  (2) f o r  a n y  r e a l  
i n d e x  X h a s  no  o r i g i n s  w i t h  t h e  a r g u m e n t s  0 ,  ~ / 2 ,  T ,  b u t  t h e  f u n c -  
t i o n  H i 2 )  (z)  h a s  no  o r i g i n s  w i t h  t h e  a r g u m e n t s  0 ,  - . r r / 2 ,  - T .  
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T h e r e f o r e ,  i n  t h e  case when x > 0 ( a r g  x = 0 1 ,  b o t h  H a n k e l  f u n c t i o n s  

(x) a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  H A  ( ’ ) ~ ( * ) ‘  (x) f o r  a g i v e n  x a re  ( 1 )  ,(2) 
H A  

‘ i n t e g r a l  f u n c t i o n s  a l o n g  t h e  e n t i r e  r e a l  a x i s  on  t h e  p l a n e  o f  t h e  
c o m p l e x  v a r i a b l e  A ,  b,y v i r t u e  o f  w h i c h  a l l  p o s s i b l e  o r i g i n s  A,, 

A; of  t h e  f u n c t i o n s  H A  (1)y(2) (2) a n d  H~’)y(2)‘ (x) f o r  t h e  f i x e d  

p o s i t i v e  a r g u m e n t  x a r e  f o u n d  i n s i d e  t h e  r e a l  a x i s  o f  t h e  p l a n e  A 
a n d  a r e  c o m p l e x  n u m b e r s  ( t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s  HI1 (x) of  t h e  
p u r e l y  i m a g i n a r y  i n d e x  A h a v e  n o  o r i g i n s ) .  The a p p r o x i m a t e  v a l u e s  
o f  t $ e  o r i g i n s  A n  a n d  A; o f  t h e  f u n c t i o n  H i 1 )  (x) a n d  i t s  d e r i v a t i v e  

t k e  f o r m u l a s  
(x), f o u n d  on t h e  b a s i s  o f  t h e  Debye a s y m p t o t e ,  a r e  f o u n d  f r o m  

( 2 . 2 . 3 8 )  

( 2 . 2 . 3 9 )  

From t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  o r i g i n s  A,, as  w e l l  a s  Ah, a r e  a r r a n g e d  sym- 
m e t r i c a l l y  i n  t h e  f i r s t  a n d  f o u r t h  q u a r t e r s  o f  t h e  p l a n e  A ,  s i n c e  

i f  A,, A ’  a r e  t h e  z e r o  f u n c t i o n s  H(’)(x), H(’) 

(x) a n d  Hi2)’(x) a r e  a r r a n g e d  s y m m e t r i c a l l y  i n  t h e  s e c o n d  a n d  t h e  

t h i r d  q u a r t e r s  a n d  a r e  s y m m e t r i c a l  w i t h  r e s p e c t -  t o  A,, A i .  The 
v a l u e s  of  t h e  o r i g i n s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  H a n k e l  a p p r o x i m a t i o n  o f  
t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a r e  more p r e c i s e  t h a n  t h o s e  i n  ( 2 . 2 . 3 8 )  and  
( 2 . 2 . 3 9 ) .  T h e y  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a s ,  

I 
(x), t h e n  t h e i r  n A A 

o r i g i n s  w i l l  a l s o  b e  -Any - A A .  The o r i g i n s  of t h . e  f u n c t i o n s  H A  ( 2  1 

( 2 . 2 . 4 1 )  

( 2 . 2 . 4 2 )  

w h e r e  q q; a r e  t h e  o r j - g i n s  o f  t h e  A i r y  f u n c t i o n  ( 2 . 2 . 3 1 )  and  i t s  
d e r i v a t i v e  v y  

8 0  
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L e t  u s  g i v e  t a b l e s  o f  t h e  f i r s t  f i v e  o r i g i n s  o f  t h e  e q u a t i o n s  /90 
i n  ( 2 . 2 . 4 3 )  a n d  t h e  o r i g i n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  l ? i ' ) ( X ) ,  a n d  H A  (I)' ( X I y  
b o r r o w e d  from C481 .  

\ 

TABLE 1. O R I G I N S  OF THE A I R Y  FUNCTIONS A N D  I T S  DERIVATIVES 

1 3.372 134 - 1 .05905 1,469354 1.16680 

6 1 1 ,457423 -1.43078 10.63251 9 0.74562 

2 5.895843 1,21295 4,684712 -0.91272 
3 7.962V25 -1.30673 6.951 786 0.82862 
4 9i788127 I ,37568 8.889027 -0,77962 

The m e t h o d  o f  c o m p u t i n g  t h e  o r i g i n s  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n s ,  
b a s e d  on  t h e  H a n k e l - L a n g e r  a p p r o x i m a t i o n  C1501,  

( 2 . 2 . 4 4 )  

i s  s u i t a b l e  for l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  x w i t h  t h e  c o m p l e x  
i n d e x  A ,  shown i n  C 5 2 1  ( A  = x c o s  a ) .  

From t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  ( 2 . 2 . 1 0 )  we o b t a i n  t h e  f o r -  
m u l a ,  

( 2 . 2 . 4 5 )  2 aRA ax (') = Rh--l (x) - Rh+* (x), 

w h i c h  l e a d s  t o  t h e  a s y m p t o t i c  r e l a t i o n s h i p  C 1 2 5 1 ,  

~- ~ _ _  - -. ;? - -  - 
T r a n s l a t o r s  N o t e :  t g  = t a n .  



( 2 . 2 . 4 6 )  

6 .  The t w o  f u n c t i o n s  IA (XI a n d  K A  ( X I  w h i c h  a r e  o f t e n  e n -  191 
c o u n t e r e d  i n  t h e  a p p e n d i x  a r e  c l o s e l y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  B e s s e l  
f u n c t i o n s  and  a p p e a r  as p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n ,  

- 

( 2 . 2 . 4 7 )  

w h i c h  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  b y  s u b s t i t u t i o n  
of  x by  ix. The f u n c t i o n  IA ( 2 )  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  B e s s e l  
f u n c t i o n  J A  (x) b y  t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

( 2 . 2 . 4 8 )  

a n d  i s  c a l l e d  a m o d i f i e d  or B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  f i r s t  s o r t  o f  
A o r d e r .  The f u n c t i o n  K X  ( 2 )  i s  t h e  s e c o n d  p a n - t ; i c u l a r  s o l u t i o n  
t o  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 4 7 )  a n d  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  ( 2 . 2 . 4 8 )  f o r  
a l l  v a l u e s  o f  A .  I t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  f l ( ' ) ( x >  
b y  t h e  r e l a t i o n s h i p ,  x 

( 2 . 2 . 4 9 )  

a n d  i s  c a l l e d  a m o d i f i e d  or B e s s e l  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  o f  
A o r d e r .  I t  i s  a l s o  c a l l e d  a MacDonald f u n c t i o n  o f  A o r d e r .  

If X i s  a r e a l  number a n d  x i s  p o s i t i v e ,  t h e  m o d i f i e d  f u n c -  
t i o n s  a s s u m e  r e a l  v a l u e s .  

I n  t h e  case o f  n o n - i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A ,  

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  A = n, 

8 2  



7. If X i s  n o t  e q u a l  t o  a n  i n t e g r a l  n u m b e r ,  t h e n  t h e  b e h a v i o r  
o f  t h e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  J X  (2) a n d  J-x (z)  of  t h e  B e s s e l  e q u a -  
t i o n  ( 2 . 2 . 1 ) ,  when 3: +- 0 ,  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a s ,  

( 2 . 2 . 5 0 )  

I n  t h e  c a s e  of t h e  i n t e g e r  A = n when 'x +- 0 ,  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s h i p  t o  b e  v a l i d ,  

nl 

2 x  
n 2  n NO ( s )  =. - 111 - , N ,  (x) e - 

Hi" (x) 1 + -2i - In - x , H P  (x)  =' -- . i  (n---l)!(<)", 
n 2  n 

n =  1, 2, . . .  , 

( 2 . 2 . 5 1 )  /92 

n 2  n 
X 1 K,, (z)= - In - , K ,  ( x )  2" - (n - I)!  [ :)" . 
2 2 

I 

8 .  The W r o n s k i a n  d e t e r m i n a n t  ( W r o n s k i a n )  of t h e  s y s t e m  o f  
l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  t h e  B e s s e l  e q u a t i o n  ( 2 . 2 . 1 )  i s  
c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  , 

( 2 . 2 . 5 2 )  

w h e r e  , b y  d e f i n i t i o n ,  
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53. Expans ion  o f  a P l a n e  Wave f o r  C y l i n d r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  
I n t e g r a l  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  Wave F u n c t i o n s .  

A l l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E,H o f  t h e  p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  
wave ( 1 . 3 . 4 )  h a v e  a s  t h e i r  c o e f f i c i e n t  t h e  f u n c t i o n ,  

w h e r e  ( n R )  i s  d e t e r m i n e d ,  j u s t  a s  i n  ( 1 . 3 . 6 ) .  The f u n c t i o n  ( 2 . 3 . 1 1 ,  
w h i c h  o b v i o u s l y  s a t i s f i e s  t h e  s c a l a r  h o m o g e n e o u s  e q u a t i o n  o f  Helm- ~ / S  
h o l t z  (n$  + n 2  + n i  = 11, i s  c a l l e d  a p l a n e  s c a l a r  wave .  

s y s t e m  o f  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  i t  c a n  b e  w r i t t e n  on t h e  b a s i s  of 
( 1 . 3 . 7 )  i n  t h e  f o r m 1  

I n  t h e  Y 

9 ( 2 . 3 . 2 )  eikp sin 8. cos (cp-cp.) e l k z  cos 8. 11= 

w h e r e  t h e  f u n c t i o n ,  

eikpsin e. COS (cp-cp.) 
f ( P 9  cp) = ( 2 . 3 . 3 )  

i s  r e s t r i c t e d  a n d  i s  d e n o t e d  a l o n g  w i t h  i t s  d e r i v a t i v e s  r e l a t i v e  
t o  t h e  a r g u m e n t s  p , @  a n d  i s  p e r i o d i c  f o r  w i t h  a p e r i o d  o f  2 ~ .  
T h e r e f o r e ,  i t  c a n  b e  e x p a n d e d  i n t o  a c o m p l e x  F o u r i e r  s e r i e s ,  

whose  c o e f f i c i e n t s ,  d e p e n d i n g  on p ,  a r e  e q u a l  t o  

( 2 . 3 . 4 )  

( 2 . 3 . 5 )  

0 

From c o m p a r i s o n  o f  ( 2 . 3 . 5 )  a n d  ( 2 . 2 . 1 9 )  w e  f i n d ,  i f  we t a k e  i n t o  
a c c o u n t  ( 2 . 2 . 4 1 ,  t h a t  

.. ~ 
- . - - _ -  

I I n  ( 2 . 3 . 1 ) ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  v e c t o r  n 
r e l a t i v e  t o  t h e  c o o r d i n a t e  axes  o f  t h e  s y s t e m  Ozyz i s  d e t e r m i n e d  
b y  t h e  a n g l e s  8 0  , ( b o .  
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A s  a r e s u l t  t h e  e x p a n s i o n  ( 2 . 3 . 4 )  a s s u m e s  t h e  f o r m ,  

( 2 . 3 . 6 )  

on  t h e  b a s i s  o f  w h i c h ,  f r o m  ( 2 . 3 . 2 )  w e  f i n d  t h e  unknown e x p a n s i o n  
o f  t h e  p l a n e  s c a l a r  wave ( 2 . 3 . 1 )  for t h e  c y l i n d r i c a l  wave f u n c t i o n s ,  

( 2 . 3 . 7 )  

If we u s e  ( 2 . 2 . 2 8 )  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h e  a b s o l u t e  and  u n i f o r m  c o n -  - / 9 4  
v e r g e n c e  o f  t h e  o b t a i n e d  e x p a n s i o n s  f o r  a l l  f i n i t e  v a l u e s  of t h e  
a r g u m e n t  k p  f r o m  t h e  i n t e r v a l  C O ,  0 0 ) .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e y  a l l o w  
t e r m - b y - t e r m  i n t e g r a t i o n .  I n  ( 2 . 3 . 7 ) , , l e t  8 0  = ~ / 2 .  T h e n ,  b y  
m u l t i p l y i n g  b o t h  p a r t s  o f  ( 2 . 3 . 7 )  b y  ezm$IOd$o a n d  i n t e g r a t i n g  t h e m  
o v e r  $ 0  f r o m  0 t o  2 ~ ,  we o b t a i n  

2% 

( 2 . 3 . 9 )  

w h e r e  ( n R )  = p c o s  ( 4  - $ 1 0 ) .  L e t  u s  f i n d  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a -  

t i o n s  o f  t h e  H a n k e l  wave f u n c t i o n s  HA1)3(2)(x)e?im@. 

s h a l l  p r o c e e d  f r o m  t h e  known f a c t  t h a t  t h e  f u n c t i o n ,  

For t h i s  we 

( 2 . 3 . 1 0 )  

[ w h e r e  ( n R )  = p c o s  ( $ I  - $ I o ) ,  b u t  ~ ( 4 ~ )  i s  o n e  o f  t h e  s o l u t i o n s  
t o  t h e  e q u a t i o n  V r r  + m2v = 0 1  i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i f  t h e  i n t e g r a t i o n  b o u n d a r y  e i s  t a k e n  s u c h  t h a t  
a t  i t s  e n d s ,  t h e  e x p r e s s i o n ,  

8 5  



v a n i s h e s .  
t h e n  s u c h  c o n d i t i o n  w i l l  b e  s a t i s f i e d  b y  t h e  b o u n d a r i e s  el, e2, e3 
d e t e r m i n e d  j u s t  as i n  t h e  S o m m e r f e l d  i n t e g r a l s  ( 2 . 2 . 1 4 )  - ( 2 . 2 . 1 6 ) .  
S i n c e  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  p o l a r  c o o r d i n a t e s  a l l o w s  s e p a r a t i o n  
o f  t h e  v a r i a b l e s ,  it i s  t h e n  o b v i o u s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  u ( p , $ )  may 
b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  p r o d u c t  u ( p , $ )  = H ( p ) e z m $ ,  a n d  
t h e n  ( 2 . 3 . 1 0 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

I n  p a r t i c u l a r ,  i f  as  V ( $ o )  w e  t a k e  t h e  f u n c t i o n  e im$ 0 Y 

.2 

L e t  u s  s e t  h e r e  $ = 0 ,  s u c h  t h a t  ( n R )  = p c o s $ o ,  b u t  

( 2 . 3 . 1 1 )  

( 2 . 3 . 1 2 )  

If w e  c o m p a r e  ( 2 . 3 . 1 2 )  w i t h  ( 2 . 2 . 1 7 )  a n d  ( 2 . 2 . 1 8 1 ,  we f i n d  

a s  a r e s u l t  o f  w h i c h ,  f r o m  ( 2 . 3 . 1 1 ) ,  w e  f i n d  t h e  unknown i n t e g r a l  
r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  o t h e r  wave f u n c t i o n s  t h a t  a r e  v a l i d  when 

R e  k > 0 f o r  p # 0 a n d  < - ( i n  t h e  c a s e  - < 4 < - i n  t h e  

r e p r e s e n t a t i o n s  e x p  [ i k ( n R ) I  m u s t  b e  s u b s t i t u t e d  b y  e x p  C - i k ( n R ) I ) :  
/ 9  

Tr ?T 3Tr 
2 2 2 '  -_ 

n/2-fm 

w h e r e  ( n R )  = p c o s  (4 - $0). S i m i l a r l y  w e  c a n  show t h a t  

( 2 . 3 . 1 3 )  

( 2 . 3 . 1 4 )  
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5 4 .  A d d i t i o n  Theorems f o r  C y l i n d r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  

On t h e  s u r f a c e  Oxy l e t  t h e r e  b e  t w o  s y s t e m s  o f  C a r t e s i a n  rec-  
t a n g u l a r  c o o r d i n a t e s  0 ,  x, y ,  a n d  0 2 ,  x2, y2 w i t h  i d e n t i c a l l y  o r < -  
e n t e d  a n d  p a r a l l e l  r e s p e c t i v e  a x e s  Ox, Oy a n d  t h e  p o l a r  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  p,Q, r e l a t e d  t o  t h e m  b y  t h e  c o n v e r s i o n  f o r m u l a s ,  

F u r t h e r m o r e ,  i n  e a c h  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  l e t  t h e r e  b e  d e t e r -  
m i n e d  t h e  wave f u n c t i o n s  ( 2 . 1 . 1 0 )  and  ( 2 . 1 . 1 1 )  f o r  g e n e r a l i t y  o f  
t h e  r e s u l t s  we w i l l  a l s o  l o o k  a t  t h e  f u n c t i o n  H i 2 )  ( p > e z m $ ) ,  

w h e r e  p s y  $ s  a r e  t h e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  a r b i t r a r y  p o i n t  P /96 
of  t h e  p l a n e  Oxy i n  a s y s t e m  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  01 a n d  0 2 ,  r e s p e c -  
t i v e l y  ( F i g .  1 3 ) .  L e t  u s  f i n d  f o r m u l a s  w h i c h  p e r m i t  e a c h  wave f u n c -  
t i o n  ( 2 . 4 . 1 )  a n d  ( 2 . 4 . 2 ) ,  w r i t t e n  f o r  e x a m p l e  i n  a n  S - t h  s y s t e m  o f  
c o o r d i n a t e s  (s = 1 or s = 2 ) ,  b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  same wave 
f u n c t i o n s ,  b u t  w r i t t e n  i n  a n o t h e r ,  t h e  j - t h  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s  
( j  # s; j = 2 or j = 1). For t h i s ,  l e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  

t h e  p l a n e  s c a l a r  wave ( 2 . 3 . 1 )  
w i t h  $ 0  = ~ / 2  a n d  $ 0  = a ,  

F i g .  1 3 .  A d d i t i o n  
Theorem f o r  C y l i n -  
d r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  

i n t e g r a t e  them o v e r  a a l o n g  
t h e  b a s i s  o f  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 1  
t h e o r e m s :  

t h e  b o  
. 7 )  - ( 

( ( n R , )  = p s  c o s  ($s - a > > ,  w r i t  t e n  
i n  t h e  s - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  
S i n c e  R s  = R j  + R s j  ( S  # j ;  S ,  j = 

t h e n  e i k ( n R s )  = e i k ( n R j )  1, 2 j ,  
e i j ( n R ~ j ) y  a n d  t h e n  on t h e  b a s i s  
o f  ( 2 . 3 . 7 )  ( 0 0  = r / 2 )  we o b t a i n  

Now i f  we m u l t i p l y  b o t h - p a r t s  o f  
( 2 . 4 . 4 )  b y  t h e  f a c t o r  e%mQ d a  a n d  
u n d a r i e s  el, c 2 ,  c 3 ,  we f i n d  o n  
2 . 2 . 1 9  ) t h e  unknown a d d i t  i o n  
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,=-a. ( 2 . 4 . 5 )  

( 2 . 4 . 6 )  /97 

o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  2 = p s i ,  s # j ,  S ,  j = 1 , 2 .  When 2 < P i ,  
w e  c a n  t h e n  s i m i l a r l y  f i n d  

( 2 . 4 . 7 )  

i f  f i r s t  i n s t e a d  o f  ( 2 . 4 . 4 )  w e  t a k e  t h e  e x p a n s i o n  

I n  t h e  o b t a i n e d  f o r m u l a s ,  t h r o u g h  p s i ,  we d e n o t e  t h e  p o l a r  c o -  
o r d i n a t e s  of t h e  o r i g i n  Oj i n  a s y s t e m  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  o,. W i t h  
t h e  a b o v e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  2 a n d  p j ,  a l l  t h e  c i t e d  e x p a n s i o n s  
c o n v e r g e  a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y .  

F o r m u l a s  ( 2 . 4 . 5 )  - ( 2 . 4 . 7 )  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  p r o b -  
lems o f  d i f f r a c t i o n  of waves on  s e v e r a l  c i r c u l a r  c y l , i n d e r s ,  s o l v e d  
b y  t h e  me thod  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s .  

The  s u b s t i t u t i o n  of t h e  o r d e r  of s u m m a t i o n  a n d  i n t e g r a t i o n  f o r  
t h e  i n t e g r a l  w i t h  t h e  b o u n d a r y  e 3 ,  c a r r i e d  o u t  i n  d e r i v i n g  f o r m u l a s  
( 2 . 4 . 5 )  - ( 2 . 4 . 7 ) ,  i s  j u s t i f i e d  b y  t h e  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  
s e r i e s  ( 2 . 4 . 4 1 . .  F o r  t h e  i n t e g r a l s  w i t h  b o u n d a r i e s  el, c2, w h i c h  
d i v e r g e  t o  i n f i n i t y ,  t h e  r u l e  o f  s u b s t i t u t i o n  may b e  j u s t i f i e d  b y  
u s i n g  t h e o r e m s  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  o f  i n f i n i t e  s e r i e s  a t  a n  i n f i n i t e  
i n t e r v a l  ( s e e  C281,  S u p p l e m e n t  11 C 2 9 1 ) .  

The  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 2 . 4 . 5 )  - ( 2 . 4 . 7 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  , 

( 2 . 4 . 8 )  
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if z > p j ,  o r  i n  t h e  f o r m ,  

( 2 . 4 . 9 )  

if < p j ,  w h e r e  Rm (x) i s  o n e  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s .  

A s  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  f r o m  ( 2 . 4 . 5 1 ,  /98 
( 2 . 4 . 7 )  w e  o b t a i n  a n  a d d i t i o n  t h e o r e m  o f  
t h e  s i m p l e s t  f o r m ,  

&1).(2) (k6) = 

= 2 etncp 1 J ,  (k P) HA')*(*) (k PO), 00 > P, ( 2 . 4  .1 o 
t n=--oo J n  ( k p o )  HA')*(2) (kph P > Po9 

- ' i g .  1 4 .  A d d i t i o n  
l 'heorem f o r  t h e  
' u n c t i o n  ~ ( 1 ) , ( 2 )  f o r  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  o f  z e r o  o r d e r  t h a t  

0 i s  o f t e n  e n c o u n t e r e d  i n  d i f f e r e n t  t y p e s  
2 : k p > .  

of a p p l i c a t i o n s  ( p - 2  = P + P $  - 2 p p o  C O S + ,  

s e e  F i g .  1 4 ) .  

55. Expansion of a Spherical Wave for Cylindrical Wave Functions. 

The f u n c t i o n  

N h i c h  e n t e r s  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n s  of t h e  H e r t z  v e c t o r s  (1.3.91, 
(1.3.10) a n d  s a t i s f i e s  t h e  homogeneous  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  (R # 0 )  
i s  c a l l e d  a s p h e r i c a l  wave .  L e t  u s  f i n d  i t s  e x p a n s i o n  a c c o r d i n g  
i o  t h e  c y l i n d r i c a l  wave € u n c t i o n s .  For t h i s  i t  is c o n v e n i e n t  t o  
~ s e  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  Gk ( r l r o )  o f  t h e  e q u a t i o n ,  

A Gk (rlro) + k2Gk (rlro) = - 6 (r -io), ( 2 . 5 . 2 )  

g i v e n  i n  t h e  e n t i r e  s p a c e .  By d e f i n i t i o n  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  G k  
(r]ro), b e i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 2 . 5 . 2 )  a n d  b e i n g  s y m m e t r i -  
c a l  r e l a t i v e  t o  t h e  c o o r d i n a t e s  ( z ,  y ,  z )  a n d  (ZO, y o ,  Z O )  of  t h e  
v e c t o r s  r, ro (r, ro a r e  v e c t o r s  w h i c h  c o n n e c t  t h e  o r i g i n  w i t h  
t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t  a n d  w i t h  t h e  p o i n t  s o u r c e s ,  r e s p e c t i v e l y ;  6 

i n f i n i t y  t h e  c o n d i t i o n  of r a d i a t i o n ,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  
f o r m  , 
i s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  D i rac  & - f u n c t i o n )  a n d  a l s o  s a t i s f y i n g  a t  /99 
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When r # ro  s i n c e  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  Gk(rlro) i s  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  homogeneous  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  i n  a c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  t h e n  i t  c a n  o b v i o u s l y  b e  r e p r e s e n t e d  by  a n  e x p a n s i o n  o f  
F o u r i e r  i n t e g r a l s  s u c h  a s  

m 

n=-a 
b 

( 2 . 5 . 4 )  

I n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  e q u a t i o n  ( 2 . 5 . 2 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  , 

( 2 . 5 . 5 )  = --6((p-ppo)6(cp 1 - q o ) 6 ( z - - o ) .  

P 

C o n s e q u e n t l y ,  a f t e r  m u l t i p l y i n g  b o t h  p a r t s  of ( 2 . 5 . 5 )  by p a n d  
i n t e g r a t i n g  them o v e r  p for t h e  s m a l l  v i c i n i t y  p = P O  f r o m  - E 

t o  p g  + E a f t e r  p a s s a g e  t o  t h e  l i m i t  when E + 0 we f i n d  

( 2 . 5 . 6 )  

s i n c e  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  Gk(rlro) r e m a i n s  c o n t i n u o u s  when p = P O .  
A f t e r  m u l t i p l y i n g  b o t h  p a r t s  o f  ( 2 . 5 . 6 )  [ w h e r e ,  a s  G k ( r l r ~ ) ~  we 
t a k e  t h e  e x p a n s i o n  ( 2 . 5 . 4 ) ]  by e - i n 4  d $  a n d  i n t e g r a t i n g  them o v e r  

f r o m  0 t o  2 ~ r ,  we f i n d  

S i n c  e 

m 

etwr-z .  6 (2 7 20)  = - 
2rc 's 

( 2 . 5 . 7 )  

( 2 . 5 . 8 )  

-m 
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/loo 2 

87r ' 
f r o m  c o m p a r i s o n  o f  ( 2 . 5 . 7 )  a n d  ( 2 . 5 . 8 )  w e  f i n d  t h a t  a n ( h )  = - 
If w e  s u b s t i t u t e  t h i s  v a l u e  a n ( h )  i n t o  ( 2 . 5 . 4 )  a n d  a s s u m e  R = Ir - 
r o l ,  w e  f i n d  t h e  unknown e x p a n s i o n  f o r m u l a ,  

R n=-m 

or 

w h e r e  E O  = 1, b u t  = 2 ,  when n 2 1. 

We c a n  a r r i v e  a t  a s i m i l a r  e x p a n s i o n  b y  a n o t h e r  means  a s  w e l l ,  
f o r  e x a m p l e ,  u s i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n ,  

--m 

( 2 . 5 . 1 1 )  

a n d  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 2 . 4 . 1 0 )  a p p l i e d  t o  t h e  s u b i n t e g r a l  Han- 
k e l  f u n c t i o n  i n  ( 2 . 5 . 1 1 ) :  p - 2  -= p 2  + p 6  - 2 p p o  c o s  ( $  - $ 0 ) .  
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CHAPTER 3 

SPHERICAL WAVE FUNCTIONS A N D  CERTAIN OF THEIR PROPERTIES 

51. The Helmholtz Equation i n  Spherical Coordinates. 
Spherical Wave Functions. 

The  H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a t i o n  i n  t h e  s y s t e m  o f  s p h e r i c a l  / l o 1  
c o o r d i n a t e s  r ,  0 ,  4 h a s  t h e  f o r m  of ( 1 . 6 . 2 6 ) .  If w e  s e e k  t h e  p a r -  
t i c u l a r  s o l u t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  p r o d u c t  of t h r e e  f u n c t i o n s ,  

e a c h  o f  w h i c h  d e p e n d s  o n l y  o n  a s i n g l e  c o o r d i n a t e ,  t h e n  a f t e r  s u b -  
s t i t u t i o n  o f  ( 3 . 1 . 1 )  i n t o  ( 1 . 6 . 2 6 )  a n d  s u b s e q u e n t  s e p a r a t i o n  o f  
v a r i a b l e s  i n  t h e  e q u a t i o n ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  
e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 2 6 )  may b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  ( 3 . 1 . 1 )  i f ,  a s  
t h e  f u n c t i o n s  R ,  a n d  @ ,  w e  t a k e  a n y  s o l u t i o n s  o f  t h e  r e s p e c t i v e  
e q u a t i o n s :  

c 

1 a -  d (s ine  - ) + ( A - J - )  d 8  8 = 0 ,  
,sin8 d e  d e  sin2 8 

( 3 . 1 . 2 )  

( 3 . 1 . 3 )  

( 3 . 1 . 4 )  

i n  w h i c h  t h e  p a r a m e t e r s  A ,  a r e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t s .  The  v a l u e s  
of  t h e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t s  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  
u n i q u e n e s s  a n d  c o n t i n u i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  ( 3 . 1 . 1 )  a t  a n y  g i v e n  
p o i n t  o f  s p a c e .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  f u n c t i o n  a ( + )  m u s t  b e  p e r i o d i c  
w i t h  a p e r i o d  2 ~ .  S i n c e  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 1 . 4 )  

( d T ) ,  t h e n  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  r e g i o n  a r e  t h e  f u n c t i o n s  

of v a r i a t i o n  i n  t h e  p a r a m e t e r  1-1 m u s t  b e  b o u n d e d  b y  t h e  s q u a r e s  o f  
t h e  i n t e g e r s : u  = m 2 ,  w h e r e  m = 0 ,  2 1, 2 2 ,  ... Then t h e  p e r i o d i c  /lo; 
s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 1 . 4 )  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s  

c o s  
s i n  

or i n  c o m p l e x  f o r m ,  

@((Cp) = I m Q .  

( 3 . 1 . 5 )  

( 3 . 1 . 6 )  
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If w e  s u b s t i t u t e  1-1 = m 2  i n t o  e q u a t i o n  ( 3 . 1 . 3 ) ' ,  t h e n  t h i s  l a t t e r  
e q u a t i o n  w i l l  h a v e  s o l u t i o n s  t h a t  a r e  r e s t r i c t e d  a t  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  8 = 0 ,  8 = TT o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  p a r a m e t e r  
A = n(n + l), w h e r e  t h e  v a l u e s  o f  n a r e  i n t e g e r s  a n d  n > 0 .  Such  
s o l u t i o n s  a r e  t h e  s o - c a l l e d  L e g e n d r e  a d j o i n t  f u n c t i o n s  , - 

e(0) =E(cos~) .  ( 3 . 1 . 7 )  

The p r o p e r t i e s  o f  t h e  L e g e n d r e  a d j o i n t  f u n c t i o n s  a r e  d e s c r i b e d  i n  
[ 2 4 ,  2 9 ,  3 1 ,  34 - 36, 4 1 1 .  S e v e r a l  of t h e m  w i l l  b e  g i v e n  b e l o w .  

When X = .n(n + 1) e q u a t i o n  ( 3 . 1 . 2 1 ,  b y  s u b s t i t u t i o n  of 
1 R= - v K * r )  , w i l l  b e  r e d u c e d  t o  t h e  n o r m a l  form o f  t h e  B e s s e l  
I 

e q u a t i o n .  I t s  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s  

w h e r e  t h r o u g h  Zn(x) we d e n o t e  o n e  o f  t h e  s o - c a l l e d  B e s s e l  s p h e r i c a l  
f u n c t  i o n s  , 

( 3 . 1 . 9 )  

w h e r e  hh1)y(2)(x) = in (x) - + in, (XI, b u t  Jn+l/2(XIy Nn+l/2(X), 
1 ) y ( 2 )  (2) a r e  B e s s e l  f u n c t i o n s  of  h a l f - i n t e g r a l  o r d e r  ( t h e  f a c -  HA+1/2 

t o r  i s  a d d e d  f o r  c o n v e n i e n c e  o f  c o m p u t a t i o n ) .  T h e  f u n c t i o n  
jn(x) h a s  no ' s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t  x = 0 ,  w h e r e a s  t h e  f u n c t i o n  

hA1)(x) h a s  a b a n d  o f  n - t h  o r d e r  t h e r e ;  a t  i n f i n i t y  it s a t i s f i e s  
t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  p a r t i a l  s o l u t i o n s  
t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  (1.6.26), r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  
( 3 . 1 . 1 )  a r e  t h e  f u n c t i o n s ,  

t h e  f i r s t  o f  w h i c h  a r e  p e r i o d i c  f o r  + w i t h  t h e  p e r i o d    IT; t h e y  a r e  / l o 3  
r e s t r i c t e d  when 8 = 0 a n d  8 = IT a n d  r e g u l a r  i n  t h e  r e g i o n  c o n t a i n -  
i n g  t h e  o r i g i n  ( r  = 0 ) ,  a n d  t h e  s e c o n d  o f  w h i c h  a r e  p e r i o d i c  f o r  
(p w i t h  t h e  s a m e  p e r i o d ;  t h e y  a r e  r e s t r i c t e d  when 8 = 0 a n d  8 = IT 

a n d  r e g u l a r  i n  t h e  r e g i o n  n o t  c o n t a i n i n g  t h e  o r i g i n  a n d  f u r t h e r m o r e  
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s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  F u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 ) ,  
( 3 . 1 . 1 1 )  a r e  c a l l e d  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s .  By v i r t u e  of  t h e  
l i n e a r i t y  a n d  h o m o g e n e i t y  o f  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 2 6 1 ,  i t s  g e n e r a l  s o l u -  
t i o n  may b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s ,  

or i n  t h e  f o r m ,  

m n  

( 3 . 1 . 1 2 )  

( 3 . 1 . 1 3 )  

and  r e s p e c t i v e l y ,  

2 2 hi'' (k) (Cmn COS m cp + dm, sin m cpj E (COS e) 
n=O m=-n 

( 3 . 1 . 1 4 )  

or i n  t h e  f o r m ,  

,.." 

T h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  A,,, 
a n d  a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t L o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  

B m n  and  o t h e r s  d e p e n d  on  m a n d  n 

92 .  The L e g e n d r e  E q u a t i o n .  The L e g e n d r e  F u n c t i o n s .  

The d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ,  

( 3 . 2 . 1 )  

i s  c a l l e d  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  E q u a t i o n  ( 3 . 1 . 3 )  i s  r e d u c e d  t o  t h e  
L e g e n d r e  e q u a t i o n  by  s u b s t i t u t i n g  z = c o s  8 when p = 0 .  I t  i s  
c h a r a c t i z e d  by  two  r e g u l a r  s i n g u l a r  p o i n t s  z = +1 a n d  z = -1. I n  
t h e  g e n e r a l  c a s e  t h e  a r g u m e n t  z and  t h e  p a r a m e t e r  X o f  t h e  L e g e n d r e  
e q u a t i o n  may a s s u m e  a n y  r e a l  a n d  c o m p l e x  v a l u e s .  The p a r t i c u l a r  
s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 2 . 1 )  w i t h  a r b i t r a r y  X a r e  c a l l e d  L e g e n d r e  - /1( 
f u n c t i o n s .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  r e a l  v a l u e s  h = n ( n  + 1) w i t h  
n e g a t i v e  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  n ,  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  a l l o w s  two 
l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s 1  y 1  = P n ( Z )  a n d  y 2  = Qn(z), w h i c h  

- - -. .~ ~ __ - - . -  - - - 

We make no d i s t i n c t i o n s  i n  t h i s  b o o k  b e t w e e n  t h e  d e s i g n a t i o n s  o f  
t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  a n d  t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s ,  w h i c h  
r e f e r  t o  t h e  a r e a  -1 - < z - < 1 a n d  t o  a l l  o t h e r  c a s e s .  
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c a n  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m ,  

( 3 . 2 . 2 )  

( 3 . 2 . 3 )  

i f  w e  s e e k  them i n  t h e  f o r m  o f  a g e n e r a l i z e d  power  s e r i e s  w i t h  i n -  
c r e a s i n g  a n d  d e c r e a s i n g  e x p o n e n t s  o f  t h e  a r g u m e n t  z , r e s p e c t i v e l y .  
Here t h r o u g h  F w e  d e n o t e  t h e  h y p e r g e o m e t r i c  s e r i e s ,  

( 3 . 2 . 4 )  

w h e r e  ( a ) ,  = a ( a  t 1) ... ( a  + m - 11, m > 1, b u t  ( a 1 0  = 1. I t  i s  
e a s y  t o  s e e  t h a n  t h e  s e r i e s  ( 3 . 2 . 2 )  c o n t a i n s  o n l y  a f i n i t e  number  
o f  t e r m s  t h a t  a r e  n o n - z e r o ,  r e g a r d l e s s  of  t h e  c h o i c e  o f  v a l u e s  o f  
t h e  a r g u m e n t  z ,  w h i c h  may a l s o  b e  c o m p l e x  ( i f  n i s  a n  e v e n  n u m b e r ,  
t h e n  t h e  s e r i e s  ( 3 . 2 . 2 )  i s  c u t  o f f  a t  t h e  t e r m  o f  n - t h  p o w e r ,  i f  
n i s  a n  o d d  n u m b e r ,  t h e n  t h e  s e r . i e s  ( 3 . 2 . 2 )  i s  c j t  o f f  a t  t h e  n - 1 
- t h  p o w e r ) .  I t s  sum when z = 1 i s  e q u a l  t o  u n i t y .  C o n s e q u e n t l y ,  
t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  P , ( z )  , d e t e r m i n e d  
b y  t h e  s e r i e s  ( 3 . 2 . 2 ) ,  i s  a n  n - t h  power  p o l y n o m i a l  r e l a t i v e  t o  t h e  
a r g u m e n t  Z. T h e  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 2 . 1 )  i s  c a l l e d  a L e g e n d r e  
p o l y n o m i a l .  The  s e r i e s  ( 3 . 2 . 3 )  i s  i n f i n i t e ,  c o n v e r g i n g  for a l l  
v a l u e s  I z I  > 1 a n d  d i v e r g i n g  i n s i d e  t h e  i n t e r v a l  (-1, t1) a n d  a t  
i t s  e n d s  z = +1 ( a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t h e  e q u a t i o n ) .  The  f u n c -  
t i o n  Q n ( z )  d e t e r m i n e d  by  i t ,  t h e  s e c o n d  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  t h e  
L e g e n d r e  e q u a t i o n ,  i s  c a l l e d  a L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  
s o r t .  T h u s ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  i n  t h e  
r e g i o n  w h e r e  I z I  > 1, c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n ,  

w h e r e  C1, C 2  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  

If w e  know t h e  f i r s t  s o l u t i o n  t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  i n  t h e  /lo5 
i n t e r v a l  (-1, +l), i . e . ,  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l  P n ( Z > ,  t h e  s e c o n d  
s o l u t i o n  i n s i d e  t h i s  i n t e r v a l  w h i c h  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  P n ( Z >  
c a n  b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a n  i n t e g r a l ,  
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b y  c o m p u t i n g  w h i c h  a n d  d e n o t i n g  t h e  r e s u l t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  t h r o u g h  
& n ( z >  , w e  o b t a i n  

+ * W , , ( Z )  1 
2 1 - 2  

Q, (z )  = - P, (2) In - - ( 3 . 2 . 6 )  

( z  i s  r e a l  a n d  z (- (-1, +1>>, w h e r e  

( 3 . 2 . 7 )  

b u t  Pn(z) i s  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l .  A s  i s  o b v i o u s  f r o m  ( 3 . 2 . 6 1 ,  
t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  Qn(z), d e t e r m i n e d  i n  (-1, 
+1> by  t h i s  e x p r e s s i o n ,  h a s  a t  t h e  e n d s  a n  i n t e r v a l  o f  l o g a r i t h m i c  
s i n g u l a r i t y .  T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  i n s i d e  
t h e  i n t e r v a l  (-1, +1) c a n  a l s o  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  
l i n e a r  c o m b i n a t i o n  ( 3 . 2 . 5 1 ,  w h e r e  j u s t  as  e a r l i e r  P n ( Z >  i s  t h e  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l ,  b u t  Qn(z) i s  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 3 . 2 . 6 ) .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  i f  w e  s e e k  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c -  
o n d  s o r t  o u t s i d e  t h e  i n t e r v a l  (-1, +l) i n  a s i m i l a r  m a n n e r ,  t h r o u g h  
t h e  f i r s t  s o l u t i o n  P , ( Z ) ,  w e  t h e n  f i n d  t h a t  b o t h  f o r  r e a l  a n d  for 
c o m p l e x  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z ,  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  I z I  > 
1, it i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n ,  

( 3 . 2 . 8 )  

l + z  
w h i c h  d i f f e r s  f r o m  ( 3 . 2 . 6 )  o n l y  b y  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  I n  1 - 2  

b y  I n  - . I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  Q n ( Z ) ,  g i v e n  

b y  t h e  s e r i e s  ( 3 . 2 . 3 ) ,  a n d  t h e  f u n c t i o n  Q n ( z > ,  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  
( 3 . 2 . 8 1 ,  a g r e e  i n  a c c u r a c y  f o r  p o s i t i v e  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  n. 

Z + l  

From ( 3 . 2 . 6 )  and  ( 3 . 2 . 8 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  o n  t h e  p l a n e  o f  t h e  
c o m p l e x  v a r i a b l e  z ,  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  h a s  
two  b r a n c h i n g  p o i n t s :  z = +l a n d  z = -1. T h e r e f o r e ,  t o  f i n d  t h e  
u n i q u e  b r a n c h  of t h i s  f u n c t i o n ,  w e  m u s t  j o i n  t h e  p o i n t s  z = +1, 
z = -1 w i t h  t h e  b r a n c h  c u t .  

The L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  P , ( z >  a n d  t h e  f u n c t i o n s  Qn(z) o f  t h e  - /1 
i n t e g r a l  p o s i t i v e  i n d e x  n a r e  p a r t i c u l a r  f o r m s  o f  t h e  L e g e n d r e  e q u a -  
t i o n  w i t h  a r b i t r a r y  r e a l  or c o m p l e x  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  A .  I n  
t h e  g e n e r a l  c a s e ,  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  a r e  d e n o t e d  
t h r o u g h  P A  ( z )  a n d  QA ( z )  a n d  a r e  c a l l e d  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  o f  f i r s t  
a n d  s e c o n d  s o r t ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e i r  e x p l i c i t  f o r m  i s  f o u n d  f r o m  
e q u a t i o n  ( 3 . 2 . 1 )  b y  t h e  u s u a l  m a n n e r  u s i n g  g e n e r a l i z e d  power  s e r i e s  
a n d  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
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P , ( z ) = F  [ - - A ,  A +  1; I; - 
2 ( 3 . 2 . 9 )  

( 3 . 2 . 1 0 )  

o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i n  ( 3 . 2 . 9 )  t h e  v a l u e s  o f  z s a t i s f y  t h e  i n -  
e q u a l i t y  I z  - 11 < 2 ,  b u t  i n  ( 3 . 2 . 1 0 )  t h e y  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  
(zI > 1, l a r g  zI < T ,  A # -1, - 2 ,  ... U s i n g  t h e s e  f o r m u l a s ,  t h e  
f u n c t i o n s  PA ( z ) ,  & A  ( z )  a r e  d e t e r m i n e d  o n l y  i n  t h e  bound p a r t  o f  
t h e  c o m p l e x  p l a n e  z ,  h o w e v e r ,  t h e y  a l l o w  a n a l y t i c a l  c o n t i n u a t i o n  
a l s o  t o  a w i d e r  r e g i o n  o f  v a r i a t i o n  i n  t h e  a r g u m e n t  z .  For t h e  
f u n c t i o n  PA ( z )  s u c h  a c o n t i n u a t i o n  i s  g i v e n  by  t h e  f o r m u l a ,  

( 3 . 2 . 1 1 )  

w h e r e  1 a r g  ( z  + 1) I < TT,  b u t  

The  a n a l y t i c a l  c o n t i n u a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  & A  ( z )  i s  g i v e n  b y  t h e  
f o r m u l a  , 

( 3 . 2 . 1 2 )  

The  f u n c t i o n  PA ( z ) ,  d e t e r m i n e d  by  t h e  i n t e g r a l  ( 3 . 2 . 1 1 )  s a t i s f i e s  / l o 7  
t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n ;  when z = 1, it i s  e q u a l  t o  u n i t y  a n d  i s  a 
r e g u l a r  f u n c t i o n  o f  t h e  c o m p l e x  v a r i a b l e  z on  t h e  e n t i r e  p l a n e  z 
w i t h  t h e  b r a n c h  c u t  a l o n g  t h e  s e g m e n t  o f  t h e  r e a l  a x i s  t -  0 3 ,  -1). 
I n  t h e  r e g i o n  Iz - 11 < 2 ,  it i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  f u n c t i o n  PA ( z ) ,  
d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 3 . 2 . 9 ) .  From ( 3 . 2 . 9 )  a n d  ( 3 . 2 . 1 1 )  i t  i s  
c l e a r  t h a t  P A  ( z )  i s  a n  i n t e g r a l  f u n c t i o n  o f  t h e  i n d e x  A .  

The  f u n c t i o n  & A  ( z )  d e t e r m i n e d  by  t h e  i n t e g r a l  ( 3 . 2 . 1 2 )  s a t i s -  
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f i e s  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  a n d  i s  a r e g u l a r  f u n c t i o n  of  t h e  c o m p l e x  
v a r i a b l e  z o n  t h e  e n t i r e  p l a n e  w i t h  
r h e  b r a n c h  c u t  a l o n g  t h e  r e a l  a x i s  
f r o m  -00 t o  +l. When 2 + 1 f r o m  t h e  
r i g h t  t h e  f u n c t i o n  & A  ( z )  -t + m . 

It) 5 -  C o n s e q u e n t l y  it i s  i n d e p e n d e n t  o f  
P A  ( 2 ) .  The v a l u e s  of & A  ( z ) ,  g i v e n  

c o i n c i d e  i n  t h e  common r e g i o n  0.f 
d e t e r m i n a t i o n ,  a n d  t h e y  a r e  i d e n t i c a l  

i s  c l e a r  t h a t  i n  t h e  h a l f - p l a n e  R e  
X > -1, t h e  f u n c t i o n  & A  ( z >  i s  a n  
a n a l y t i c a l  f u n c t i o n  o f  t h e  i n d e x  A 

- b y  f o r m u l a s  ( 3 . 2 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 2 . 1 2 1 ,  

, .. .. .- 

r,_ t h e r e .  From t h e s e  same f o r m u l a s  it 

F i g .  1 5 .  I n t e g r a t i o n  ( o n  t h e  e n t i r e  A - p l a n e ,  t h e  f u n c t i o n  
B o u n d a r i e s  T I ,  ~ 2 .  & A  ( z )  i s  m e r o m o r p h i c  w i t h  s i m p l e  

p o l e s  a t  t h e  p o i n t s  X = -1, - 2 ,  ... 1 .  

S i n c e  e q u a t i o n  (3.2.1) d o e s  n o t  v a r y  i t s  f o r m  when t h e  p a r a -  
m e t e r  X i s  s u b s t i t u t e d  i n  it by t h e  p a r a m e t e r  - X  or when t h e  a r g u -  
m e n t  z i s  s u b s t i t u t e d  by  t h e  a r g u m e n t  -2 ,  t h e n  a l o n g  w i t h  t h e  f u n c -  
t i o n s  PA ( z >  a n d  QX ( z ) ,  i t s  s o l u t i o n  w i l l  a l s o  b e  t h e  f u n c t i o n s  
P-x-~(Z), Q-x-i(z), PA (-5) QX ( - 2 1 ,  a n d  

( 3 . 2 . 1 3  
2 
- sin (An) Qb (2)  = P, (2) e*ih - P, (- z )  

( i n  t h e  two l a t t e r  f o r m u l a s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  X # -1, - 2 ,  ...; t h e  
s u p e r s c r i p t  i s  t a k e n  f o r  I m  Z > 0 ,  a n d  t h e  s u b s c r i p t  f o r  I m  z < 0 
when a b r a n c h  c u t  e x i s t s  a l o n g  (-a , 1) ) .  I n  t h e  c a s e  of i n t e g r a l  
p o s i t i v e  v a l u e s  o f  X = n ,  

I n  a p p l i c a t i o n s  t o  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  i t  a p p e a r s  t o  b e  u s e f u l  ~~ /1 
if we r e p r e s e n t  t h e  f u n c t i o n  P A  ( 2 )  i n  t h e  f o r m  o f  a sum o f  two 
f u n c t i o n s  , 

w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  Q k " ( 0 )  f o r  Re X > -1 a r e  d e t e r m i n e d  by t h e  
i n t e g r a l s  C1251,  
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w i t h  t h e  i n t e g r a t i o n  b o u n d a r i e s  shown o n  F i g u r e  1 5 .  

The f u n c t i o n s  
t h e  r e l a t i o n s h i p s  , 

( 0 )  a n d  Q i 2 )  ( 8 )  a r e  m u t u a l l y  r e l a t e d  by 

From ( 3 . 2 . 1 5 )  a n d  ( 3 . 2 . 1 6 )  i t  f o l l o w s  t h a t  

When A s i n  0 I > >  1 a n d  R e  A > -1, f o r  t h e  f u n c t i o n s  PA ( c o s  e ) ,  Qi1),!2) ( e ) ,  we f i n d  t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s :  

( 3 . 2 . 2 0 )  

If I A l  > >  1, 0 = 0 ,  t h e n  

If I A l  > >  1, b u t  t h e  q u a n t i t y  I A  ( T  - 0 )  I i s  n o t  t o o  h i g h  i n  com- 
p a r  i s o n  w i t h  u n i t y  , t h e n  a s y m p t o t i c a l l y ,  

( 3 . 2 . 2 3 )  

I n  t h e  i n t e r v a l  (-1, +1), t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  s a t i s f y  t h e  i n -  / l o 9  

e q u a l i t i e s  , 
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( 3 . 2 . 2 4 )  

Now l e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  L e g e n d r e  p o l y -  
n o m i a l s .  T h e i r  i m p o r t a n t  p r o p e r t i e s ,  w h i c h  p l a y  a l a r g e  r o l e  i n  
t h e  t h e o r y  o f  e x p a n s i o n  o f  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  i n t o  s e r i e s  o f  
L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s ,  a r e  t h e  o r t h o g o n a l i t y  a n d  c o m p l e t e n e s s  o f  
t h e  s y s t e m  o f  p o l y n o m i a l s  Pn(x) i n  t h e  i n t e r v a l  C - 1 ,  +11, and  

+ I  
P 

( 3 . 2 . 2 5 )  

We c a n  show t h a t  a n y  f u n c t i o n  f(z) t h a t  i s  s e c t i o n a l l y  c o n t i n u o u s ,  
a l o n g  w i t h  t h e  f i r s t  o r d e r  d e r i v a t i v e  a t  e a c h  p o i n t  o f  c o n t i n u i t y  
f ( z ) ,  i s  e x p a n d e d  i n t o  a F o u r i e r  s e r i e s  f o r  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s ,  
t h a t  c o n v e r g e  t o  t h e  f u n c t i o n  f(z). When X = n ( n  + 1) ( n  i s  a n  
i n t e g e r ,  n 2- O), t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  ( 3 . 2 . 1 )  h a s  no s o l u t i o n s  
t h a t  a r e  b o u n d e d  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  z = - tl t h a t  d i f f e r  f r o m  
t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s .  

If we a s s u m e  i n  ( 3 . 2 . 2 )  c o n s e c u t i v e l y  t h a t  n = 0 ,  1, 2 ,  ..., 
we f i n d  

P, (2, = 1, PI ( z )  = 2 .  Pa (z )  = -1 (32  -1) 
2 ( 3 . 2 . 2 6 )  

e t c .  The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  a r e :  

( 3 . 2 . 2 7 )  

( 3 . 2 . 2 8 )  

For a l l  v a l u e s  o f  n a n d  z (- C-1, +I] w e  f i n d  t h e  i n e q u a l i t y ,  

I f .  i n  ( 3 . 2 . 2 6 )  we a s s u m e  c o n s e c u t i v e l y  t h a t  n = 0 ,  1, ..., we 
f i n d  

1 8 9 2  Q o p )  = - In - 
2 '  1 - 2 '  
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( 3 . 2 . 2 9 )  /110 

l + z  
1 - 2 3  e t c . ,  w h e r e  z (- (-1, +1). A f t e r  s u b s t i t u t i n g  h e r e  I n  w i t h  

, we f i n d  t h e  f o r m u l a  for c o m p u t i n g  t h e  t h e  e x p r e s s i o n  I n  - 
p a r t i c u l a r  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  Q n ( Z )  i n  t h e  r e g i o n  I z I  > 1. 

z + l  

When z = 0 w e  h a v e  

F o r  t h e  f u n c t i o n  Q n ( z )  d e t e r m i n e d  i n  t h e  r e g i o n  I z I  > 1, 

lim Q, (&; : 0. 
Irl.+ m 

53.  E q u a t i o n  o f  t h e  A d j o i n t  L e g e n d r e  F u n c t i o n s .  
A d j o i n t  L e g e n d r e  F u n c t i o n s .  

The e q u a t i o n ,  

1 - 22 
h(h+P)  -- 

d 
dz 

( 3 . 2 . 3 0 )  

( 3 . 2 . 3 1 )  

( 3 . 3 . 1 )  

w i t h  a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z a n d  t h e  p a r a m e t e r s  A ,  p 
i s  c a l l e d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  [ e q u a t i o n  
( 3 . 1 . 3 )  i s  r e d u c e d  t o  ( 3 . 3 . 1 )  by  s u b s t i t u t i n g  z = c o s  0 ) .  I t  i s  
c h a r a c t e r i z e d  by  two r e g u l a r  s i n g u l a r  p o i n t s :  z = +1 a n d  z = -1. 
The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  a r e  c a l l e d  t h e  a d j o i n t  
L e g e n d r e  f u n c t i o n s .  S i n c e ,  when p = 0 ,  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  c o n v e r t s  
t o  t h e  L e g e n d r e  e q u a t i o n  ( 3 . 2 . 1 ) ,  t h e n  it i s  o b v i o u s  t h a t  t h e y  c a n  
b e  s t u d i e d  as  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  P A  ( z )  a n d  
Q A  ( z ) .  The l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  a r e  
d e n o t e d  t h r o u g h  Pu ( z )  a n d  QU ( z )  a n d  a r e  c a l l e d  a d j o i n t  L e g e n d r e  
f u n c t i o n s  of  f i r s t  and  s e c o n h  s o r t ,  w i t h  t h e  r e s p e c t i v e  p o w e r  of 
A a n d  o f  1-1 o r d e r .  

x 
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I n  a p p l i c a t i o n  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a -  /1 - 
t i o n  i n  ( 3 . 3 . 1 )  w h i c h  r e p r e s e n t  o n  t h e  o n e  h a n d  t h e  r e a l  v a l u e s  o f  
t h e  a r g u m e n t  z b e l o n g i n g  t o  t h e  s e g m e n t  C - 1 ,  +lI a n d  o n  t h e  o t h e r  
h a n d  s o l u t i o n s  r e p r e s e n t i n g  a n y  c o m p l e x  v a l u e  o f  z o n  t h e  z - p l a n e .  

When z is r e a l  a n d  z E (-1, +1), t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c -  
t i o n s  of f i r s t  s o r t  a r e  d e t e r m i n e d  for a l l  v a l u e s  of  X a n d  p b y  
t h e  e x p r e s s i o n ,  

( 3 . 3 . 2 )  

w h e r e  F i s  a h y p e r g e o m e t r i c  s e r i e s  ( 3 . 2 . 4 ) .  E q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  d o e s  
n o t  c h a n g e  s i g n  w i t h  s u b s t i t u t i o n  i n  i t  o f  A b y  - A  -1. T h e r e f o r e ,  
a l o n g  w i t h  Pi ( z )  i t s  s o l u t i o n  w i l l  a l s o  b e  t h e  f u n c t i o n  Pl-’ ( z ) .  
From t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  s e r i e s  ( 3 . 2 . 4 )  r e l a t i v e  t o  t h e  f i r s t  two  
p a r a m e t e r s ,  it f o l l o w s  t h a t  

- A - 1  

( 3 . 3 . 3  1 

E q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  a l s o  d o e s  n o t  c h a n g e  w i t h  s u b s t i t u t i o n  o f  Z b y  
- z ,  by  v i r t u e  o f  w h i c h  i t  w i l l  b e  s a t i s f i e d  a l s o  b y  t h e  f u n c t i o n s  
Pl-’ ( 2 )  w h i c h  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  of  ( 3 . 3 . 2 )  w i t h  n o n - i n t e g r a l  
v a l u e s  o f  X + u .  I n  t h i s  ca se  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  e q . u a t i o n  
( 3 . 3 . 1 )  i n  t h e  i n t e r v a l  (-1, t1) w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  l i n e a r  
c o m b i n a t  i o n  , 

A 

( 3 . 3 . 4 )  

w h e r e  el, e2 a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  Wi th  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  
A + 
t i o n s h i p ,  

t h e  f u n c t i o n s  Py ( z )  a n d  Pl-’ ( - 2 )  a r e  c o n n e c t e d  by  t h e  r e l a -  A 

( 3 . 3 . 5 )  

f r o m  w h i c h  t h e i r  l i n e a r  d e p e n d e n c e  f o l l o w s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  
s e c o n d  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  Qi 
o f  Pi ( z )  i n  t h e  i n t e r v a l  (-1, +1) may b e  d e t e r m i n e d  by  t h e  r e l a -  
t i o n s h i p ,  

( z ) ,  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  

( 3 . 3 . 6 )  

1 0 2  



w h e r e  n i s  a n  i n t e g r a l  n u m b e r .  

The a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  f o r  r e a l  v a l u e s  o f  z E (-1, +1) 
/112 may b e  d e t e r m i n e d  a l s o  b y  t h e  e x p r e s s i o n s ,  - 

(3.3.7) 

1 (3.3.8) 

w h i c h  a r e  c o n v e n i e n t  for c o m p u t a t i o n  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  z = 0 .  
o f  X a n d  11 s a t i s f y ,  i n  t h e  i n t e r v a l  (-1, +1), t h e  r e l a t i o n s h i p s :  

The  f u n c t i o n s  P y  ( z )  and  Q U  x ( z )  for a n y  v a l u e s  

2Qf ( 2 )  sin (pn) = 

(3.3.9) 

(3.3.11) 

(3.3.12) /11: 

10 3 

. .- ... . . . . .. . . . .. 



Ill I11111 1l1l1l I IIIII 

( 3 . 3 . 1 3 )  

( 3 . 3 . 1 4 )  

From ( 3 . 3 . 1 1 )  it f o l l o w s  t h a t  f o r  a n y  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  A = n a n d  
1-I = my 

( 3 . 3 . 1 5 )  

When z = 0 ,  f r o m  ( 3 . 3 . 7 )  and  ( 3 . 3 . 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t :  

( 3 . 3 . 1 8 )  

( 3 . 3 . 1 9 )  

/11 From t h e s e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  it is 
o b v i o u s  t h a t  f o r  a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  A a n d  1-1, 
t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  h a s  no s o l u t i o n s  t h a t  a r e  b o u n d e d  i n  t h e  e n t i r e  i n t e r -  
v a l  [-l., +I]. E q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  w i l l  p o s s e s s  s u c h  s o l u t i o n s  o n l y  
f o r  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  A = n a n d  1-1 = m, when n > 0 .  

e q u a -  

- 

I n  t h e  c a s e  o f  i n t e g r a l  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  X = n a n d  1-1 = m 
t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  of  f i r s t  a n d  s e c o n d  s o r t  a r e  g i v e n  
b y  t h e  e x p r e s s i o n s ,  
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ST dmPn(z) 
~ ( z ) = ( - l ) m ( t - z )  dzm t 

(3.3.20) 

(3.3.21) 

i n  w h i c h  P , ( z )  and  Qn(z) f o r  i n t e g r a l  v a l u e s  o f  n > 0 w e r e  d e t e r -  
m i n e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .  From t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  f u n c -  
t i o n s  Pn(z) a n d  Q G ( z )  it f o l l o w s  t h a t  f u n c t i o n s  (3.3.20), (3.3.21) 
a r e  r e g u l a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  a r g u m e n t  z i n s i d e  t h e  i n t e r v a l  (-1, 
+1) a n d  t h e  u n i q u e  f i n i t e  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  (3.3.1) i n  t h e  
i n t e r v a l  [-1, +1] g i v e  o n l y  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  o f  f i r s t  s o r t  
Pm ( z ) .  From (3.3.20) it  i s  o b v i o u s  t h a t  when m > n ,  P m ( z >  Z 0 .  
F o r  a l l  o t h e r  v a l u e s  o f  0 m < n ,  t h e  f u n c t i o n  P E ( Z )  ig a p o l y -  
n o m i a l  r e l a t i v e  t o  t h e  z power-n - m .  
n 

For i n t e g r a l  v a l u e s  of A = n ,  1-1 = m ,  

(3.3.22) 

(3.3.23) 

m 
n I n  t h e  i n t e r v a l  (-1, +1), t h e  f u n c t i o n s  P ( 2 )  s a t i s f y  t h e  r e c u r -  

r e n t  r e l a t i o n s h i p s  , 

and  o t h e r s  w h i c h  r e m a i n  v a l i d  f o r  t h e  f u n c t i o n  & " ' ( Z )  as w e l l .  The  / 1 1 5  
p a r t i c u l a r  v a l u e s  o f  t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  w i t h  i n t e g r a l  
and  p o s i t i v e  i n d i c e s  A = n ,  1-1 = m a r e :  

n 

I O9 
(n-mm) odd 

(3.3.25) 

(n-m)  e v e n  n -m 
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E’(0) = 

(n-mm) e v e n  

(n - m)! I ( n - m )  o d d  

0, (n-”) odd  i 
- n-in 

( y - 2 )  ! (T) I (-1) 2“-1 I (n-m-1)l 
Qn“(O)= 

I 

From (3.3.20) a n d  (3.3.21) i t  f o l l o w s  t h a t  

Pl‘(2) = (1- 2 y 2  , 

e t c . ,  

(3.3.27) 

(3.3.28) 

(3.3.29) 

(3.3.30) / l  

(3.3.31) 

e t c .  
v a l u e s  of A = n a n d  = m b y  t h e  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p s ,  

The f u n c t i o n s  P g ( z )  a n d  Q E ( z )  a r e  c o n n e c t e d  f o r  a n y  i n t e g r a l  
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For t h e m  w e  h a v e  t h e  a s y m p o t i t l G  r e p r e s e n t a t i o n s ,  

+ m)! 2n+a 
 COS^) = - 

311 (2n + I)I! 

i f  m i s  r e a l  a n d  n > >  1, n > >  m, z = c o s  O ,  

( 3 . 3 . 3 2 )  

( 3 . 3 . 3 3 )  

( 3 . 3 . 3 4 )  

- f  n , m  a r e  r e a l  a n d  p o s i t i v e  n u m b e r s  , E < 0 < T - E a n d  E > 0 ,  /117 
i > >  1 / ~ .  

- - 

m 
For i n t e g r a l  v a l u e s  o f  X = n ,  p = m t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n s  Pn(z) 

-n  t h e  i n t e r v a l  (-1, t 1 )  p o s s e s s  t h e  p r o p e r t y  o f  o r t h o g o n a l i t y ,  a n d  

J'E ( z )  P: (z )  dz = 

0, ii n # k , m # l , .  
--I 

I 
if n = k ,  m i l ,  ( 3 . 3 . 3 5 )  

m 
% n o t h e r  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n t i o n s  P , ( z ) ,  
f h i c h  a r e  r e g u l a r  i n  [-L, tl], i s  t h e  p r o p e r t y  o f  c o m p l e t e n e s s  of  
h e  s y s t e m  { P n ( ~ ) ) n , m ,  w h i c h  e x h a u s t s  a l l  b o u n d  s o l u t i o n s  t o  e q u a -  
i o n  ( 3 . 3 . 1 )  i n  [-l, tl]. From t h e s e  p r o p e r t i e s  t h e r e  f o l l o w s  t h e  

~ o s s i b i l i t y  o f  e x p a n d i n g  t h e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  i n  (-1, t 1 )  i n t o  a 
. e r i e s  of  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  Pn(Z). 

m 

m 

The  W r o n s k i a n  o f  t h e  f u n c t i o n s  P' ( z )  a n d  Q Y  ( z )  f o r  a n y  v a l u e s  x 
,f A a n d  1-1 i s  e q u a l  t o  
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( 3 . 3 . 3 6 )  

I n  t h e  c a s e  o f  c o m p l e x  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z and  a r b i t r a r y  
v a l u e s  of X and  p t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  w i l l  b e  s i n g l e -  
v a l u e d  and  r e g u l a r  f u n c t i o n s  on t h e  z - p l a n e  o n l y  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
a b r a n c h  c u t  a l o n g  t h e  r e a l  a x i s  f r o m  - c o t 0  1. For c o m p l e x  v a l u e s  
o f  z ,  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  121 < 1, t h e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  
s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  a r e  g i v e n  by  t h e  e x p r e s s i o n s ,  

1 2 + 1 p f  (2) = 
?( l -p )  ( 2  - 1 )  

o r  

- 22 

( i n  t h e  c a s e  o f  a n  i n t e g r a l  p o s i t i v e  X + p ,  o n e  o f  
( 3 . 3 . 3 8 )  w i l l  v a n i s h )  a n d  

X F ( 4  l + A ;  1+p; - ‘--I)+ 

- A ,  l f h ;  1-p;- ’ - 2 ) ) )  9 +&Z) F( 2 

2 
r(p) t + 1 

( 3 . 3 . 3 7 )  

( 3 . 3 . 3 8 )  

t h e  e q u a t i o n s  i n  

( 3 . 3 . 3 9  1 

1 0 8  



(3.3.40) 

w h e r e  t h r o u g h  P : ( z )  a n d  & y ( z )  we d e n o t e ,  j u s t  as  b e f o r e ,  t h e  a d j o i n t  /1.191 
L e g e n d r e  f u n c t i o n s  of f i r s t  a n d  s e c o n d  s o r t ,  r e s p e c t i v e l y .  

If z = 3: + i ~ ,  w h e r e  x i s  r e a l  a n d  x E (-1, +1), E > 0 ,  and  i f  
we s e t  

t h e n  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

a r e  v a l i d .  

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  i n t e g r a l  v a l u e s  X = n a n d  1-1 = in, 

P,“ (x * i 0) = i r m x  (x), 

(3.3.41) 

(3.3.42) 

(3.3.43) 

(3.3.44) 
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F o r  c o m p l e x  v a l u e s  o f  z ,  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n  I Z l  > 1, t h e  
l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 3 . 3 . 1 )  f o r  a n y  v a l u e s  
o f  X a n d  1-1 a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n s :  

x F  (-A, 1-i-I;  I-p; - I - ?  2 ' 

z t l  
z - 1  w h e r e  a r g  = 0 ,  if z i s  r e a l  and g r e a t e r  t h a n  1, a n d  

( 3 . 3 . 4 5 )  

( 3 . 3 . 4 6 )  ' 

I n  t h e  c a s e  of i n t e g r a l  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  X = n ,  1-1 = m ,  t h e  p 
a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  f o r  IzI > 1 a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e q u a -  
t i o n s ,  

l?t 
- d" P ,  ( z )  

dzm ' ' P," (z)  = (2 -1 )  

( 3 . 3 . 4 7  

w h e r e  P , ( z )  a n d  & , ( Z )  a r e  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  d e t e r m i n e d  for 
I z I  > 1 i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .  
s a t i s f y  t h e  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 3 . 3 . 3 2 )  a n d  t h e  r e c u r r e n t  
r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 3 . 3 . 2 4 )  i n  w h i c h  1 - z 2  s h o u l d  b e  s u b s t i t u t e d  b y  
z2 - 1 ( l z l  > 1). T h e  e q u a t i o n s ,  

The f u n c t i o n s  PE(z) a n d  & ' : ( Z )  

( 3 . 3 . 4 8  

a r e  v a l i d  f o r  t h e m  a s  a r e  ( 3 . 3 . 3 0 )  a n d  ( 3 . 3 . 3 1 )  if i n  t h e s e  l a t t e r  

e q u a t i o n s  we s u b s t i t u t e  I n  
' -t 
z - 1  a n d  1 - z2 by  z2 - 1 ' by  I n  1 - 2  

(121 > 1). 
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For l a r g e  v a l u e s  o f  z ( 1 2 1  + c o )  a n d  a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  h 
a n d  l~ w e  f i n d  t h e  f o l l o w i n g  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s ,  

( 3 . 3 . 4 9 )  

w h i c h ,  for t h e  i n t e g r a l  p o s i t i v e  v a l u e s  X = n ,  1-1 = m y  a s s u m e  t h e  
f o r m ,  

( 3 . 3 . 5 1 )  

( 3 . 3 . 5 2 )  

/121 The W r o n s k i a n  of t h e  f u n c t i o n s  P ~ ( z )  a n d  Q ~ ( z )  ( Z  i s  c o m p l e x )  i s  
e q u a l  t o  

W ( $ ( Z ) ;  Qf (4) = 

( 3 . 3 . 5 3 )  

I n  c o n c l u s i o n ,  l e t  u s  m e n t i o n  t h a t  for a c o m p l e x  v a l u e s  o f  Z ,  t h e  
r e l a t i o n s h i p s  
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Qf (- z )  = - e*1An Qf (z), 

I m z z O .  

a r e  v a l i d .  

F o r  z € [-1, +11, 

( 3 . 3 . 5 4 )  

( 3 . 3 . 5 5 )  

94. S p h e r i c a l  F u n c t i o n s .  

If we s e e k  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  
( 1 . 6 . 2 6 )  by  t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  on  t h e  a s s u m p t i o n  
t h a t  X n ,  = m y  w h e r e  n a n d  m a r e  i n t e g r a l  p o s i t i v e  n u m b e r s  n 2 
0 ,  m 2 O ) ,  a n d  i f  it i s  s o u g h t  on a s p h e r e  o f  a g i v e n  r a d i u s ,  t h e n  /1; 
it i s  o b v i o u s  t h a t  s u c h  a s o l u t i o n ,  w r i t t e n  i n  t h e  m o s t  g e n e r a l  form, 
w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s ,  

I n  o r d e r  t h a t  i t  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e ,  i n c l u d -  
i n g  i t s  p o l e s  8 = 0 ,  8 = 71, we m u s t  a s s u m e  h e r e  e ~ +  = 0 ,  a s  a r e s u l t  
o f  w h i c h ,  s u c h  a s o l u t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  g i v e n  n a n d  m c a n  b e  d e -  
s c r i b e d  by t h e  f o r m u l a ,  

C (0, cp)  = u,,~~E (COS e )  COS m + 
( 3 . 4 . 1 )  + b,, Z' (cos e)  sin m cp, 

w h e r e  a ,  b a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  d e p e n d e n t  o n  n a n d  m .  The f u n c -  
t i o n s  i n  ( 3 . 4 . 1 )  w h i c h  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  a n g u l a r  v a r i a b l e s  8 and 4 ,  
a r e  c a l l e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( s p h e r i c a l  h a r m o n i c s ) .  A s  i s  o b v i o u s  
f r o m  ( 3 . 4 . 1 )  t h e y  r e p r e s e n t  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s ,  

P'," (COS e)  cos (m cp) sin ( 3 . 4 . 2 )  

(m < n.), c a l l e d  t h e  t e s s e r a l  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  o f  n - t h  power o f  
m - t h  o r d e r .  The f u n c t i o n s  

( 3 . 4 . 3 )  
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I r e  c a l l e d  s e c t o r i a l  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s ,  a n d  t h e  f u n c t i o n s  P n  (COS@) 
I r e  c a l l e d  z o n a l  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s .  

We c a n  show t h a t  f o r  e a c h  n t h e r e  o n l y  2n + 1 i n d e p e n d e n t  t e s -  
s e r a l  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 2 ) ,  by s u m m a t i o n  o f  w h i c h  o v e r  m w e  
r l b t a i n  t h e  f u n c t i o n ,  

n 

( 3 . 4 . 4 )  

2 a l l e d  t h e  s u r f a c e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n  o f  n - t h  p o w e r .  I n  t h e  c a s e  
if a n  i n t e g r a l  v a l u e  o f  m ,  a l s o  a s s u m i n g  n e g a t i v e  v a l u e s ,  t h e  s u r -  
'ace s p h e r i c a l  f u n c t i o n  ( 3 . 4 . 4 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  c o m p l e x  f o r m ,  

' h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 2 ) ,  ( 3 . 4 . 3 )  f o r m  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  / 1 2 3  
if t h e  s p h e r e  a c o m p l e t e  o r t h o g o n a l  s y s t e m  o f  f u n c t i o n s ,  a n d  f o r  
_hem,  

cosmcpcoskcp E ( c o s 0 )  Pi((Cose)sin8d8'dcp= 

= J J sin m cp s i n k 9   cos e) e(cos  e )  sin e d e  dcp= 
2n It 

0 0  

i h e r e  iSmk i s  t h e  K r o n e c k e r  s y m b o l .  On t h e  b a s i s  of t h e s e  p r o p e r t i e s  
)f t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 3 . 4 . 5 )  a n y  f u n c t i o n  f ( 0 ,  $ ) ,  w h i c h  i s  c o n t i n u -  
I U S  a l o n g  w i t h  t h e  d e r i v a t i v e s  u p  t o  s e c o n d  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  i n -  
: l u s i v e l y ,  may b e  e x p a n d e d  i n t o  a n  a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y  c o n v e r g -  
i ng  s e r i e s  f o r  t h e  s u r f a c e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . . 5 ) ,  

n=0 m=-n 

- h e  c o e f f i c i e n t s  o f  w h i c h  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a  

A,,,, ( ~ + l ) ( n - " ) l  --_ - 
4n (n + m)! 

1 1 3  
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I n  t h e  case i f  e x p a n s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  f(e, ( 9 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  , 

t h e  c o e f f i c i e n t s  of  t h e  s e r i e s  may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a s :  

T h e  w h o l e  s e r i e s  of  u s e f u l  f o r m u l a s  f o r  t h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  
may b e  o b t a i n e d  f r o m  r e s u l t s  of  t h e  g r o u p  t h e o r y  o f  r e p r e s e n t i n g  
t h e  r o t a t i o n  of  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  s p a c e  ( s p h e r e )  i n  w h i c h  t h e  s o -  
c a l l e d  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  of n - t h  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  - 
o c c u r  T f m ( $ ,  0 ,  $ 1  ( i n  t h e  f u t u r e  i t  i s  a s s u m e d  
0 a n d  i s  a n  i n t e g r a l  n u m b e r ) ,  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
e x a m p l e ,  [ 2 4 ,  2 5 ,  2 7 1 1 ,  

w h e r e  

- 
> t h a t  k ,  m = - n ;  n - 

f o r m u l a  ( s e e ,  f o r  

(3.4.6) 

X 

( 3 . 4 . 7 )  
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( h e r e  J I ,  0 ,  Cp a r e  t h e  E u l e r  a n g l e s ,  F i g u r e  1 6 ;  0 i s  t h e  a n g l e  b e -  
iween  t h e  a x e s  Oz and  Or; o f  t h e  f i x e d  Oxyz a n d  t h e  m o v a b l e  O c q <  sys- 
i ems  of c o o r d i n a t e s ;  $J i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  a x i s  05 and  t h e  

s t r a i g h t  l i n e  L ,  a l o n g  w h i c h  t h e  p l a n e s  
Oxy a n d  O g q  i n t e r s e c t ;  Cp i s  t h e  a n g l e  
b e t w e e n  t h e  a x i s  Ox and  t h e  s t r a i g h t  
l i n e  L ,  f i g u r e d  i n  t h e  d i r e c t i o n s  shown 
on  t h e  f i g u r e  b y  t h e  a r r o w s ) .  The / 1 2 5  
f u n c t i o n s  P & ( o )  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  
t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  P g ( c o s 0 )  , 
s i n c e  

~ m ( e ) p  ~ . - - m ~ ) = ~ - m  /~~~~~~ x ( c o s e ) .  ( 3 . 4 . 8 )  
' i g .  1 6 .  E u l e r  A n g l e s .  

In  t u r n ,  t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 6 )  a r e  p r o p o r t i o n a l  
L o  t h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 2 ) ,  s i n c e  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 3 . 4 . 6 )  
2.nd ( 3 . 4 . 8 ) ,  

Zmi(q, cp) = flme-"V = 

: e r e  we f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p s  , 

n 
( 3 . 4 . 9 )  

q h e r e  m y  k = - n ,  ..., n .  The p a r t i c u l a r  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n  
,Jf&, ( 8  ) a r e  

'rom t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

( 3 . 4 . 1 0 )  

( 3 . 4 . 1 1 1  
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u s i n g  ( 3 . 4 . 8 )  w e  o b t a i n  f o r m u l a s  f o r  e x p a n s i o n  o f  t h e  p r o d u c t  o f  
two  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  same f u n c t i o n s  o f  
t h e  p r e v i o u s  a r g u m e n t :  

2 where  w e  h a v e  s e t  

( 3 . 4 . 1 4 )  

The s y m b o l s  (nln2mlm21n, ml + m2) h e r e  d e n o t e  t h e  s o - c a l l e d  C l e b s c h -  
Gordan  c o e f f i c i e n t s  wh ich  a r e  o f t e n  e n c o u n t e r e d  i n  p r o b l e m s  o f  
quantum m e c h a n i c s  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  C24 - 2 7 1 ) .  F o r  them we a r e  
f a m i l i a r  w i t h  two d i f f e r e n t  f o r m s  o f  t h e i r  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n .  I n  
p a r t i c u l a r ,  t h e y  a r e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m ,  

where  summat ion  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  Z ,  which  c o v e r s  a l l  n o n - n e g a t i v e  
i n t e g r a l  numbers  no l e s s  t h a n  m2+n2-nY n2-n-ml, a n d  no g r e a t e r  t h a n  

* For c o m p u t a t i o n  of an a n d  bn w e  c a n  u s e  [ 1 9 0 ] ;  s e e  a l s o  t h e  
Append ix .  

_ -  - - - . -  
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' ~ l + n ~ - n ,  n 2 + m 2 ,  n l - m l .  T h e r e f o r e ,  t h e  number  o f  t e r m s  i n  ( 3 . 4 . 1 6 )  
e x c e e d s  by  o n e  t h e  l e a s t  o f  t h e  n i n e  sums n 2 - m ~ ~  n l + m l ,  n 2 - n l + n y  
n + m l + m 2 ,  n - m l - m 2 ,  n l + n - n 2 ,  n l + n 2 - n ,  n 2 + m 2 ,  n l - m l .  F o r m u l a  ( 3 . 4 . 1 6 1 ,  /1271 
when m l  = m 2  = 0 ,  i s  s i m p l i f i e d  a n d  a s s u m e s  t h e  f o r m ,  

(n1n*OO I no) = 

= I  ( 3 . 4 . 1 7  

i f  Z i s  e v e n  

0, i f  Z i s  o d d , l = # + % + & .  
I 
I 

The g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 6 )  a r e  c o n n e c t e d  b y  
$ h e  r e l a t i o n s h i p  , 

( 3 . 4 . 1 8 )  

p e p r e s e n t i n g  t h e  a d d i t i o n  f o r m u l a  for t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  
F u n c t i o n s  a n d  c o n t a i n i n g  as t h e  p a r t i c u l e r  cases  t h e  a d d i t i o n  f o r m u -  
l as  f o r  t h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 2 )  a n d  f o r  t h e  L e g e n d r e  p o l y -  
r i o m i a l s  P n ( c o s  9 ) .  T h u s ,  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  k = 0 i n t o  ( 3 . 4 . 1 8 )  
s n d  u s i n g  f o r m u l a  ( 3 . 4 . 8 1 ,  w e  f i n d  

n 

s=-n 
-- ( 3 . 4 . 1 9  1 

s--n 
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o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  we h a v e  

a n d  

w h e r e  

Lrm- ,n - im-S-1 (f' d l  , (n-s)!}'" 
3 - m)l (n 3- s)! 

( 3 . 4 . 2 1 )  

( 3 . 4 . 2 2 )  

( 3 . 4 . 2 3 )  

( 3 . 4 . 2 4 )  

Id  w h e r e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  E u l e r  a n g l e s  a r e  m u t u a l l y  r e l a t e d  
y t h e  f o r m u l a s ,  

( 3 . 4 . 2 5 )  

( $  v a r i e s  f r o m  0 t o  27r, 8 v a r i e s  f r o m  0 t o  IT and  4 v a r i e s  f r o m  -27r 
t o  2 ~ ) .  F o r m u l a  ( 3 . 4 . 2 3 )  r e p r e s e n t s  t h e  o r d i n a r y  a d d i t i o n  t h e o r e m  
f o r  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l .  I t  c a n  b e  g i v e n  t h e  f o r m ,  

11 8 



( 3 . 4 . 2 6 )  

9 5 .  Certain Properties o f  Spherical Bessel Functions. 

The p r o p e r t i e s  o f  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  jn(X), nm(x), 
; ' ) Y ( ~ )  (x), d e t e r m i n e d  i n  §1 o f  t h i s  c h a p t e r ,  a r e  e s t a b l i s h e d  o n  
ie b a s i s  o f  t h e  r o p e r t i e s  o f  t h e  o r d i n a r y  B e s s e l  f u n c t i o n s  Jx!x), 
,(XI a n d  (x) t h r o u g h  w h i c h  t h e y  a r e  e x p r e s s e d  u s i n g  t h e  
~ r m u l a s  i n  ( 3 . 1 . 9 ) .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  f u n c -  
o n s  jn(X) a n d  nn(x) i n t o  a s e r i e s  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u l a r  

l i n t  x = 0 a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  ( 2 . 2 . ) ,  ( 2 . 2 . 3 )  u s i n g  ( 2 . 2 . 1 3 )  

i d  t h e  r e l a t i o n s h i p s  r(X+l) = Xr(X), l'[+)=l/;", r ( ~ + ~ ) = ~ r ( 2 ~ ) / r ( ~ ) 2 2 ~ - ' .  

~r t h e  f u n c t i o n  jn(X) t h e  e x p a n s i o n  h a s  t h e  f o r m ,  

id for t h e  f u n c t i o n  n n ( X > ,  

n,(x)  = - 5 (2n-2m)' XZm. 
2nx"+' 

m=O ml (n - m)! 

( 3 . 5 . 1 )  

( 3 . 5 . 2 )  

qom ( 3 . 5 . 1 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  jn(x) i s  a n  i n t e g r a l  f u n c t i o n  o f  t h e  
-gumen t  x, w h e r e a s  t h e  f u n c t i o n  nn(x) a t  t h e  p o i n t  x = 0 h a s  a 
2 r m i n a l  o f  n t 1 - t h  o r d e r .  From e x p a n s i o n s  ( 3 . 5 . 1 1 ,  ( 3 . 5 . 2 )  w e  
~ t a i n  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  e x p r e s s i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n s  
?(XI, nn(x) f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e i r  a r g u m e n t :  

( 3 . 5 . 3 )  

ri t h e  b a s i s  o f  w h i c h  w e  h a v e  / 1 3 0  

( 3 . 5 . 4 )  

'om t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  f o r  t h e  o r d i n a r y  Bessel  f u n c t i o n s  w e  
n d  t h a t  when n > >  1 a n d  n > >  x, 

( 3 . 5 . 5 )  
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a n d  when x -t co 

( 3 . 5 . 6 )  

( 3 . 5 . 7 )  

( 3 . 5 . 8 )  

The s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  s a t i s f y  a s e r i e s  o f  r e c u r r e n t  r e l a -  
t i o n s h i p s  , f o r  e x a m p l e  , 

( 3 . 5 . 9 )  

( 3 . 5 . 1 0  1 

w h e r e  t h r o u g h  z ~ ( x )  w e  d e n o t e  o n e  o f  t h e  f u n c t i o n s  in(xly n n ( x )  or 
h(1),(2) (2). n 

P r o c e e d i n g  f r o m  t h e  common t h e o r y  o f  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  
o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( s e e ,  f o r  e x -  
a m p l e ,  C141), w e  may e s t a b l i s h  t h a t  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  
can b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  i n t e g r a l s :  

-1 

n 

( 3 . 5 . 1 1 )  

( 3 . 5 . 1 3 )  J i n  --loa 
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56. Expansion o f  Plane Spherical Waves According to 
Spherical Wave Functions. 

The f o r m u l a s  f o p  e x p a n s i o n  o f  a p l a n e  wave ( 2 . 3 . 1 )  a n d  o f  a 
~ h e r i c a l  wave ( 2 . 5 . 1 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  
3 . 1 . 1 0 1 ,  ( 3 . 1 . 1 1 )  c a n  b e  e a s i l y  o b t a i n e d  f r o m  e x p a n s i o n  o f  t h e  
s-een f u n c t i o n  Gk(rlr0) ( 2 . 5 . 3 )  of t h e  H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a -  
i o n  ( 2 . 5 . 2 ) ,  s t u d i e d  i n  t h e  e n t i r e  s p a c e  a c c o r d i n g  t o  t h e  s a m e  
u n c t i o n s .  
t s  e x p a n s i o n  c a n  b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m ,  

B a s e d  o n  t h e  p r o p e r t i e s  of t h e  G r e e n  f u n c t i o n  Gk(rlro), 

Gh (rlrd = 3 3 d m n E  (cos e) I%' (COS e,) COS ni (cp - cpo) x 
n=O -0 

( 3 . 6 . 1 )  

when r # r o ,  t h e  f u n c t i o n  G k ( r ( r o )  s a t i s f i e s  t h e  homogeneous  Helm- 
o l t z  e q u a t i o n ) .  I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  e q u a t i o n  ( 2 . 5 . 2 )  i s  

k i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

f t e r  m u l t i p l y i n g  b o t h  p a r t s  o f  t h e  e q u a t i o n  by  r 2  and i n t e g r a t i n g  / 1 3 2  
hem o v e r  r i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  p o i n t  r = ro f r o m  ro - 

t o  ro + E ( t h e  G r e e n  f u n c t i o n  r e m a i n s  c o n t i n u o u s  when r = r o ) ,  we 
i n d  a f t e r  c o n v e r t i n g  t o  t h e  l i m i t  when E -+ 0 ,  t h a t  

r2 .-L------ dGk(r 8, cp; ro, 80, qo) r=r+- 

dr Ir=r.-o = 

i n s t e a d  o f  Gk(rIro), i f  w e  s u b s t i t u t e  h e r e  e x p a n s i o n  (3.6.11, we 
- i n d  t h a t  

2 A,,E (COS e) P," (cos eo) cos m ((P - 90) = 
n,m 

=- lk 6 (e -6,) 6 (ql -+o), 
sin 0 

( 3 . 6 . 2 )  

1 2 1  
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s i n c e  t h e  W r o n s k i a n  o f  t h e  f u n c t i o n s  jn(kr), h ; ' )  ( k r )  i s  e q u a l  t o  

( 3 . 6 . 3 )  

I 
Now i f  w e  m u l t i p l y  b o t h  p a r t s  o f  ( 3 . 6 . 2 )  b y  ? , ( c o s  0 )  c o s  m '  I$ x 
s i n  0 a n d  i n t e g r a t e  t h e m  o v e r  0 a n d  0 i n  t h e  r a n g e  f r o m  0 t o  IT a n d  
f r o m  0 t o   IT, r e s p e c t i v e l y ,  we f i n d  

A,, - - ik (2- &,)/21t Nmh 9 

w h e r e  t h r o u g h  N m n  w e  d e n o t e  t h e  e x p r e s s i o n ,  

( 3 . 6 . 4 )  

( 3 . 6 . 5 )  

A s  a r e s u l t ,  t h e  unknown e x p a n s i o n  o f  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  Gk(rlro) 
i s  r e p r e s e n t e d  by a s e r i e s ,  

eWr-rd ik =--x 
431 Ir - rot 2n 

( 3 . 6 . 6 )  

.. 

If w e  a s s u m e  h e r e  t h a t  ] r  - r o t  = R = d r 2  + r $  - 2 r r o c o s  y ,  w h e r e  /1 
c o s y  = c o s  0 c o s  0 0  .e s i n  0 s i n  8 0  c o s ( $  - $01, we f i n d  t h e  f o r m u l a  
f o r  e x p a n s i o n  o f  t h e  s p h e r i c a l  wave ( 2 . 5 . 1 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p h e r i -  
c a l  wave f u n c t i o n s  , 

-~ 

,.+kR 
- = 2ikx  R 

( 3 . 6 . 7 )  

On t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  Y O  + OD ( t h e  s o u r c e  i s  r e m o v e d  t o  i n f i n i t y )  
w e  h a v e  R + P O  - r c o s  y .  T h e r e f o r e ,  a f t e r  a p p l y i n g  t h e  a s y m p t o t i c  
f o r m u l a  ( 3 . 5 . 6 )  t o  t h e  r i g h t  s i d e  o f  ( 3 . 6 . 7 )  a n d  c o n v e r t i n g  t o  t h e  
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l i m i t  when r o  + OD , w e  f i n d  

x j ,  (hr)  P," (cos eo) P': (COS e) cos m '(cp - cpo), 
( 3 . 6 . 8 )  

w h e r e  i n ' s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  ( n R )  = r c o s  y = r c o s  0 c o s  6 0  + 
r s i n  6 s i n  6 0  c o s  (0 - $ 0 ) .  F o r m u l a  ( 3 . 6 . 8 )  g i v e s  u s  t h e  e x p a n s i o r  
of  t h e  p l a n e  wave ( 2 . 3 . 1 1 ,  p r o p a g a t i n g  i n  a n e g a t i v e  d i r e c t i o n  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  d i r e c t i o n  from t h e  s o u r c e  t o  t h e  o r i g i n ,  a c c o r d i n g  
t o  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 ) .  A f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  
( 3 . 6 . 8 )  o f  a = TT - 8 0 ,  f3 = $ 0  - TT, we f i n d  t h e  f o r m u l a  f o r  e x p a n s i o n  
o f  t h e  p l a n e  wave ( 2 . 3 . 1 )  

( 3 . 6 . 9 )  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave .  
I n  a n o t h e r  f o r m ,  

( 3 . 6  .lo) 

With t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  r and  P o ,  t h e  s e r i e s  ( 3 . 6 . 7 )  
a n d  ( 3 . 6 . 9 )  c o n v e r g e  a b s o l u t e l y  and  u n i f o r m l y .  

F o r m u l a  ( 3 . 6 . 9 )  i s  s u i t a b l e  for o b t a i n i n g  a n  i n t e g r a l  r e p r e -  / 1 3 4  
s e n t a t i o n  of t h e  wave f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 ) .  T h u s ,  a f t e r  m u l t i p l y i n g  
b o t h  p a r t s  o f  ( 3 . 6 . 9 )  by PE: ( c o s  a )  g y $ ( m ' 8 ) s i n a d c t d B  and  i n t e g r a t -  
i n g  them o v e r  ct f r o m  0 t o  TT a n d  o v e r  ct f r o m  0 t o  2 ~ ,  we f i n d ,  

( 3 . 6 . 1 1 )  

( 3 . 6 . 1 2 )  
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if w e  p r o c e e d  f r o m  t h e  e x p a n s i o n  f o r m u l a  ( 3 . 6 . 1 0 ) .  A f t e r  s e t t i n g  
h e r e  4 = 0 a n d  c a r r y i n g  o u t  i n t e g r a t i o n  o v e r  B ,  w e  f i n d  t h e  f o r m u l a ,  

( 3 . 6 . 1 3 )  
x 61krcosBcosa J,,, (kr sin e sin a) Pr (cas a) sin u d a, s 

f r o m  w h i c h  when m = 0 ,  8 = 0 we a r r i v e  a t  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  ( 3 . 5 . 1 1 )  
for t h e  f u n c t i o n  jn(kP). The i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  f u n c -  
t i o n s  ( 3 . 1 . 1 1 )  a r e  g i v e n  by t h e  f o r m u l a s 3  

o r  

I' @'k(nR) . f l ( c o s  a) cos sin (mS) sin a d a d p, 
0 nj2-h 

( 3 . 6 . 1 4 )  

( 3 . 6 . 1 5 )  - / 1 3 i  

If w e  s e t  h e r e  Cp = 0 a n d  c a r r y  o u t  i n t e g r a t i o n  o v e r  8 ,  we f i n d  on  
t h e  b a s i s  o f  ( 2 . 3 . 9 )  t h a t  

hi') (k r )  f l  (cos 0) = im-n x 

J ,  (kr sin 0 sin a)  V;: (cos a)  sin a d a, elbcosecosa "TP 0 

F o r m u l a s  ( 3 . 6 . 1 4 )  - ( 3 . 6 . 1 6 )  a r e  v a l i d  when r # 0 ,  0 f 8 < ~ / 2 ,  3 

R e  k > 0 .  If 8 ( T / ~ , I T ] ,  t h e n  i n  ( 3 . 6 . 1 4 )  - ( 3 . 6 . 1 6 )  we s u b s t i t u t e  
e x p [ i k ( n R ) I  by  e x p C - i k ( n R 1 1 .  
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hi2' (kr )  E (cos e) = i-n X 

elkrcosecosa J ,  (kr sin e sin a) (cos a)  sin ad a, . ( 3 . 6 . 1 6 )  
nI2-im 

= 0 we f i n d  f o r m u l a s  ( 3 . 5 . 1 2 1 ,  ( 3 . 5 . 1 3 )  for 
O a n f 2 y  (kr). 

whence  when m = 
t h e  f u n c t i o n s  h h l ) ~  

57. A d d i t i o n  Theorems f o r  S p h e r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  

The f o r m u l a  f o r  e x p a n s i o n  of a p l a n e  wave ( 3 . 6 . 1 0 )  a c c o r d i n g  
t o  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  a l o n g  w i t h  t h e  f o r m u l a s  o f  t h e  i n t e -  
g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  wave f u n c t i o n s  p e r m i t s  o b t a i n i n g  t h e  
a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 1 . 1 1 )  
w i t h  r e l a t i v e  e a s e .  

L e t  Olxlylzl a n d  02x2y2z2 b e  t h e  two C a r t e s i a n  r e c t a n g u l a r  c o -  
o r d i n a t e  s y s t e m s  XI, y 1 ,  z l  and  x ~ ,  y ~ ,  z 2  w i t h  i d e n t i c a l l y  o r i e n t e d  
a n d  p a r a l l e l  r e s p e c t i v e  a x e s  O z ,  Oy and  Ox, a n d  l e t  rl, 8 1 ,  $1 a n d  / 1 3 6  
1-2, 8 2 ,  $2 b e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e m  b y  t h e  f o r m u l a s  xs = r s  s i n  8 s  
c o s  $ s ,  ys = r s  s i n  e S  s i n  $ s ,  zs = r s  c o s  O s  ( s  = 1, 2 )  o f  t h e  s y s -  
t e m  o f  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  ( F i g .  1 7 ) .  L e t  u s  g i v e  i n  e a c h  o f  t h e  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  (3.1.10) a n d  (3.1.11) 
by t h e  f o r m u l a s  

( 3 . 7 . 1 )  

( 3 . 7 . 2 )  

F i g .  1 7 .  A d d i t i o n  Theorem f o r  S p h e r i c a l  Wave F u n c t i o n s .  
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w h e r e  rs, O s ,  $Is a r e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  o f  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  i n  
s p a c e ,  s = 1 o r  s = 2 ,  a n d  l e t  u s  e s t a b l i s h  t h e  f o r m  o f  t h e  a d d i t i o n  
t h e o r e m s  w h i c h  w i l l  p e r m i t  u s  t o  w r i t e  f u n c t i o n s  ( 3 . 7 . 1 )  a n d  ( 3 . 7 . 2 )  
p e r t a i n i n g  t o  t h e  s - t h  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  a n d  t h r o u g h  t h e  same f u n c -  
t i o n s  w r i t t e n  i n  t h e  j - t h  c o o r d i n a t e  s y s t e m  ( s ,  j = 1, 2; s # j). 
F o r  t h i s  p u r p o s e ,  . l e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  p l a n e  wave ( 2 . 3 . 1 )  
w h i c h  i n  t h e  s - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 3 . 7 . 3 )  

w h e r e  (nR,) = r s [ c o s  8, c o s  e o  t s i n  8, c o s  ($Is - $ I O ) ] .  S i n c e  R, = 
R j  t R s j ,  it i s  t h e n  o b v i o u s  t h a t  

( t h r o u g h  r s j ,  8,j, $Isj w e  d e n o t e  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  of t h e  

or o n  t h e  b a s i s  o f  ( 3 . 6 . 1 0 )  

-~ / 1 3  
o r i g i n  O j  in t h e  s y s t e m  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  O s ;  j ,  s - - 1, 2 ;  j # s 

( 3 . 7 . 4 )  

If w e  m u l t i p l y  b o t h  p a r t s  of ( 3 . 7 . 4 )  b y  P p ( c o s  c t ) e i p B  s i n  a d a d 6  
a n d  i n t e g r a t e  t h e m  t h e n  o v e r  B f r o m  0 t o  $71 a n d  o v e r  ct a l o n g  t h e  
b o u n d a r i e s  el, e2, c 3 ,  r e s p e c t i v e l y  ( e n d s  o f  b o u n d a r y  e1 l i e  a t  
p o i n t s  0 a n d  T ;  b o u n d a r y  e2 a t  p o i n t s  0 a n d  ~ / 2  - i c o ;  b o u n d a r y  
e3 a t  p o i n t s  ~ / 2  - w a n d  TI, we f i n d  o n  t h e  b a s i s  o f  f o r m u l a s  
( 3 . 4 . 1 3 1 ,  ( 3 . 6 . 1 2 1 ,  ( 3 . 6 . 1 5 )  t h e  unknown a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  t h e  
f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 ) ,  ( 3 . 1 . 1 1 ) :  

m n  

n=O m=-n 

m n  

n=O m=-n 

( 3 . 7 . 5 )  

( 3 . 7 . 6 )  

( 3 . 7 . 7 )  
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w h e r e  

n-l-a 

( 3 . 7 . 8 )  

( 3 . 7 . 9 )  

I n  t h e  case  when t h e  o r i g i n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  ( p o i n t s  0, / 1 3 8 )  
a n d  O j )  l i e  o n  o n e  s t r a i g h t  l i n e  a n d  t h e i r  r e s p e c t i v e  a x e s  Ox a n d  
oy a r e  i d e n t i c a l l y  o r i e n t e d  a n d  l i e  i n  i d e n t i c a l  p l a n e s ,  t h e  a z i m u t h  
a n g l e s  q 5 s  a n d  $i w i l l  b e  e q u a l  a n d  t h e n  i n  ( 3 . 7 . 5 )  - ( 3 . 7 . 9 )  t h e i r  
a z i m u t h  n u m b e r s  p a n d  m w i l l  a l s o  b e  e q u a l ,  b y  v i r t u e  o f  w h i c h  t h e  
a d d i t i o n  t h e o r e m s  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

I 

w h e r e  

( 3 . 7 . 1 0 )  

( 3 . 7 . 1 1 )  

a n d  w h e r e  Z 4') i s  o n e  o f  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s ,  2 = 0 ,  1, 
2 .  F u r t h e r m o r e ,  h e r e  now w e  h a v e  9 s - j  = 0 o r  8 S - j  - IT. - 

When p = 0 ,  f r o m  ( 3 . 7 . 1 0 )  a n d  ( 3 . ? . 1 1 )  we o b t a i n  t h e  f o r m u l a s ,  

w h e r e  

( 3 . 7 . 1 2  1 

( 3 . 7 . 1 3 )  
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I n  e x p a n s i o n s  ( 3 . 7 . 6 1 ,  ( 3 . 7 . 7 1 ,  ( 3 . 7 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 7 . 1 2 )  i t  i s  a s s u m e d  
t h a t  r s j  > r j .  
become u n s u i t a b l e  i n  t h e  a p p l i c a t i o n s  b e c a u s e  o f  t h e  d i v e r g e n c e  o f  
t h e  e x p a n s i o n s .  The o n l y  e x c e p t i o n s  a r e  t h e  f o r m u l a s  w h i c h  a r e  s e t  
u p  for t h e  s p h e r i c a l  wave  f u n c t i o n s  (3.1.10). They  r e m a i n  s u i t a b l e  
f o r  r s j  < r j  as  w e l l .  

If rsj < r j ,  t h e n  a l l  t h e  c i t e d  a d d i t i o n  t h e o r e m s  

When r s j  < r j ,  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 1 )  
a r e  a l s o  o b t a i n e d  b y  means  o f  e x p a n d i n g  e x p ( i k  nR,j) 
e x p ( i k  ( n R j ) )  i n t o  a s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  wave  f u n c t i o n s .  
f i n d  t h e  f o r m u l a s  , 

( i n s t e a d  o f  
Here w e  

2;') (kr,) P;: (cos eI)e'pgI E 

w h e r e  

( 3 . 7 . 1 4 )  

( 3 . 7 . 1 5 )  

If t h e  a x e s  OZ of t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a g r e e  a n d  $ s  = $ j ,  t h e n  
e s j  - - 0 o r  e s j  71 a n d  i n  ( 3 . 7 . 1 5 )  w e  w i l l  h a v e  G ( t 1 )  = 0 ,  if m # 
0 ,  a n d  a s  a r e s u l t  f o r m u l a  ( 3 . 7 . 1 4 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

w h e r e  

I f ,  i n  a d d i t i o n  w e  still h a v e  p = 0 ,  t h e n  

2;'' (kr,) Pq (cos e,) = 
W 

( 3 . 7 . 1 6 )  

( 3 . 7 . 1 7  

( 3 . 7 . 1 8 )  
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w h e r e  

The  a d d i t i o n  t h e o r e m s  may b e  a s s i g n e d  a n o t h e r  form i f ,  as  t h e  
o r i g i n a l  e x p a n s i o n ,  w e  t a k e  f o r m u l a  ( 3 . 6 . 9 )  r a t h e r  t h a n  ( 3 . 6 . 1 0 ) .  
I n  t h i s  c a s e ,  f o r  e x a m p l e  when r s j  > rj, w e  fCnd 

w h e r e  

( 3 . 7 . 2 0 )  

( 3 . 7 . 2 1 )  

""I 
a n d  w h e r e ,  j u s t  a s  b e f o r e ,  2 ; ' )  i s  o n e  o f  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c -  
t i o n s ,  b u t  1 = 0 ,  1, 2 .  When r s j  < rj, a d d i t i o n  t h e o r e m s  o f  a n a l o g o u s  
t y p e  a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 3 . 7 . 2 0 )  b y  s u b s t i t u t i n g  P s j ,  0 , j ,  r e -  
s p e c t i v e l y  by  r j  , 0 j , $ , j .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  b a s i s  f o r  t h e  c h a n g e  i n  t h e  o r d e r  o f  sum- 
m a t i o n  a n d  i n t e g r a t i o n  i n  d e r i v i n g  f o r m u l a s  ( 3 . 7 . 6 ) ,  ( 3 . 7 . 7 ) ,  
( 3 . 7 . 2 0 )  a s s u m e s  t h a t  for a n y  v a l u e s  of ej a n d  r s j  > r j  we w i l l  

7r Tr < o r  - < e , ,  0 , j  - 71, w h i c h  i s  a l w a y s  v a l i d  s t i l l  h a v e  0 < e,, 0 , j  < - 2 
f o r  t h e  c o a x i a l  c a se  ( R e  k > 0 ) .  T h i s  comment a l s o  p e r t a i n s  t o  
( 3 . 7 . 1 4 )  when r s j  < r j .  

2 

T h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  s t u d i e d  i n  t h i s  s e c t i o n  a l o n g  w i t h  t h e  
a d d i t i o n  t h e o r e m s  for s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  s t u d i e d  i n  94 o f  t h i s  
c h a p t e r  p e r m i t  e x p r e s s i n g  t h e  s p h e r i c a l  wave  f u n c t i o n s  ( 3 . 1 . 1 0 1 ,  
( 3 . 1 . 1 1 )  w r i t t e n  i n  o n e  o f  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  t h r o u g h  t h e  
same f u n c t i o n s  w r i t t e n  i n  a n o t h e r  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  a n  
a r b i t r a r y  d i r e c t i o n  of  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i r s t .  

The  a d d i t i o n  t h e o r e m s  a r e  c i t e d  i n  a n o t h e r  f o r m ,  for e x a m p l e  
i n  r-154, 1 5 7 1 .  They  may b e  o b t a i n e d  as p a r t  o f  t h e  r e s u l t s  i n  
r e f e r e n c e s  [ 4 0 ,  1 5 5 ,  1 5 6 1 .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  h o w e v e r  t h a t  i n  t h e s e  
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works t h e y  h a v e  b e e n  d e r i v e d  o n l y  f o r  t h e  c a s e  o f  i d e n t i c a l l y  
d i r e c t e d  a n d  p a r a l l e l  r e s p e c t i v e  a x e s  o f  t h e  t w o  l o c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s .  
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C H A P T E R  4 

W A V E  FUNCTIONS O F  AN ELLIPTICAL CYLINDER A N D  CERTAIN 
OF THEIR PROPERTIES. 

S l .  H e l m h o l t z  E q u a t i o n  i n  E l l i p t i c a l  C o o r d i n a t e s .  
Wave F u n c t i o n s  o f  a n  E l l i p t i c a l  C y l i n d e r .  

The  H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a t i o n  i n  t h e  s y s t e m  o f  c y l i n d r i c a l  
e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  5 ,  q ,  z h a s  t h e  f o r m  o f  ( 1 . 6 . 2 1 ) .  If we / 1 4 1  
s e e k  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 2 1 )  i n  t h e  f o r m  of  
t h e  p r o d u c t  o f  t h r e e  f u n c t i o n s ,  

( 4 . 1 . 1 )  

e a c h  o f  w h i c h  i s  a f u n c t i o n  o f  o n l y  o n e  c o o r d i n a t e ,  t h e n  a f t e r  s u b -  
s t i t u t i n g  ( 4 . 1 . 1 )  i n t o  ( 1 . 6 . 2 1 )  a n d  s u b s e q u e n t  s e p a r a t i o n  o f  v a r i -  
2 b l e s  i n  t h e  e q u a t i o n  we come t o  the ~ o n c l u s i o n  t h a t  f o r  c o n s t r u c -  
Ling t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 1 . 6 . 2 1 )  i n  t h e  f o r m  o f  
( 4 . 1 . 1 )  we s h o u l d  t a k e  as  t h e  f u n c t i o n s  Z ,  @ a n d  R a n y  s o l u t i o n s  
to t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n s  , 

( 4 . 1 . 2 )  
+h2Z = 0, d2Z 

dz2 

+ (a - 2q cos 27,) 0 = 0, d2 (D 
d n2 

-- d2R (a - 29 ch 2g) R = 0: 
dE2 

( 4 . 1 . 3 )  

( 4 . 1 . 4 )  

i n  w h i c h  a a n d  h a r e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t s ,  a n d  q = f - - l ( k 2  - h 2 > .  

The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 2 )  a r e  t h e  f u n c t i o n s  Z = 

s i n  
c o n s t a n t .  E q u a t i o n  ( 4 . 1 . 3 )  i s  a M a t h i e u  f u n c t i o n  w r i t t e n  i n  t h e  
c o n v e n t i o n a l  c a n o n i c a l  f o r m .  F o r  a g i v e n  q i t s  u n i q u e  s o l u t i o n s  / 1 4 2 )  
( p e r i o d i c  w i t h  t h e  p e r i o d  7r or 27r r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t  n )  a r e  
t h e  p e r i o d i c  M a t h i e u  f u n c t i o n s  ( M a t h i e u  f u n c t i o n s  of  t h e  f i r s t  s o r t )  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c o m p u t e d  s e q u e n c e  (an) w i t h  t h e  p r o p e r l y  c h o s e n  
n u m b e r s  a ( e i g e n v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  a ) .  T h e r e  e x i s t  f o u r  t y p e s  
o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  t o  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 3 ) :  

4 

c o s  ( h z )  or i n  c o m p l e x  f o r m  Z = e i h z ,  w h e r e  h r e m a i n s  a n  a r b i t r a r y  

~ e 2 ~ ( q ,  q )  i s  t h e  e v e n  M a t h i e u  f u n c t i o n  w i t h  t h e  p e r i o d  T ;  i t  
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c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e i g e n  number  a = a 2 n ,  n = 0 ,  1, ...; 
c e z n + l ( n ,  q )  i s  t h e  e v e n  M a t h i e u  f u n c t i o n  w i t h  t h e  p e r i o d  2 ~ ;  

it  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e i g e n  number  a = a2n+l , n = 0 ,  1, . . .; 
s e 2 n + l ( n Y  q )  i s  t h e  o d d  M a t h i e u  f u n c t i o n  w i t h  t h e  p e r i o d  2 ~ ;  

it c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e i g e n  number  a = b 2 n + l ,  n = 0 ,  1, . . .; 
~ e 2 ~ + 2 ( n ,  q )  i s  t h e  o d d  M a t h i e u  f u n c t i o n  w i t h  t h e  p e r i o d  T; it  

c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e i g e n  number  a = b 2 n + 2 ,  n = 0 ,  1, ... . 
Here t o  e a c h  e i g e n v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  a t h e r e  c o r r e s p o n d s  

o n l y  o n e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  t o  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 3 )  w i t h  a 
f i x e d  q .  Any s e c o n d  s o l u t i o n  i s  n o n p e r i o d i c .  

E q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 )  c o i n c i d e s  i n  f o r m  w i t h  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n  
a n d  may b e  o b t a i n e d  f r o m  a s u b s e q u e n t  s u b s t i t u t i o n  i n  i t  o f  b y  
- + i<. E q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 )  i s  c a l l e d  a m o d i f i e d  M a t h i e u  e q u a t i o n  a n d  
i t s  s o l u t i o n ,  r e p r e s e n t i n g  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  a f o r  w h i c h  t h e  
M a t h i e u  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 3 )  a l l o w s  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  f o r  a g i v e n  q ,  
a r e  c a l l e d  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s .  T h e  f i r s t  ‘ p a r t i c u l a r  s o l u -  
t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 ) ,  r e p r e s e n t i n g  t h e  e i g e n  n u m b e r s  an a n d  
b n ,  a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  C e n ( < ,  q )  a n d  S e n ( < ,  q), r e s p e c t i v e l y .  
T h e s e  f u n c t i o n s  a r e  l a r g e l y  s i m i l a r  t o  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  Jn(X>. 
T h e y  a r e  r e g u l a r  e v e r y w h e r e  i n s i d e  t h e  e l l i p s e  i n  t h e  p l a n e  Z = 
c o n s t ,  i n c l u d i n g  t h e  l i n e s  o f  t h e  f o c a l  p o i n t s  o f  t h e  e l l i p s e .  A s  
t h e  s e c o n d  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 )  w e  t a k e  t h e  f u n c t i o n s  w h i c h  
a g r e e  i n  t h e i r  p r o p e r t i e s  w i t h  t h e  Neumann f u n c t i o n s  Nn(X). T h e y  
a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  F e y n ( S ,  q )  a n d  G e y n ( S ,  4). Here E e y n ( S ,  q )  i s  
t h e  s e c o n d  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 )  when as j-ts f i r s t  s o l u t i o n  
w e  t a k e  t h e  f u n c t i o n  C e n ( S ,  q), b u t  G e y n ( S ,  4 )  i s  t h e  s e c o n d  s o l u -  
t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 1 . 4 )  when a s  t h e  f i r s t  s o l u t i o n  w e  t a k e  t h e  
f u n c t i o n  S e n ( S ,  q ) .  The  f u n c t i o n s  F e y n ( S ,  q )  a n d  G e y n ( S ,  q )  a r e  
r e g u l a r  e v e r y w h e r e  o u t s i d e  t h e  e l l i p s e  o n  t h e  p l a n e  z = c o n s t  a n d  
i n s i d e  i t .  I n  a p p l i c a t i o n ,  as t h e  s e c o n d  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  
( 4 . 1 . 4 ) ,  w e  o r d i n a r i l y  t a k e  r a t h e r  t h a n  t h e  f u n c t i o n s  E e y n ( S ,  q )  
a n d  G e y n ( < ,  q )  t h e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s :  

T h u s ,  t h e  u n i q u e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  (1.6.211, 
r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  ( 4 . 1 . 1 ) ,  w i l l  b e  
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The f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 7 )  - (4.1.10) a r e  c a l l e d  wave f u n c t i o n s  o f  
a n  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  or s i m p l y  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s .  By 
v i r t u e  o f  t h e  h o m o g e n e i t y  a n d  l i n e a r i t y  o f  e q u a t i o n  (1.6.211, i t s  
g e n e r a l  s o l u t i o n ,  t h a t  i s  r e g u l a r  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r ,  may b e  r e p r e -  
s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s  s u c h  a s1  

m o o  

(4.1.11) 

a n d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  w h i c h - s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  
a t  i n f i n i t y  c a n  b e  g i v e n  i n  t h e  f o r m  of  t h e  s e r i e s ,  

m m  

- n=O --oo (4.1.12) 

- _ _  
The e x p a n s i o n  c o e f f i ~ i e n t s  a ,  b y  e and  d e p e n d  on  n a n d  h and a r e  
s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  when e q u a t i o n  (1.6.21) i s  i n d e p e n d e n t  
o f  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e  z ,  as  t h e  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s  we h a v e  
t h e  f u n c t i o n s  

- - _-- .~ -- - 

H e r e  a n d  e v e r y w h e r e  b e l o w  t h e  t e r m s  w i t h  S e o ( 5 ,  q ) s e o ( r l ,  4 )  o r  
w i t h  N e 6 1 ) , ( 2 ) ( E ,  q ) s e o ( q ,  4 )  s h o u l d  b e  o m i t t e d  i n  t h e  sums .  
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a n d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  may b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  /I1 
e x p a n s i o n s :  

- 

m 

n=O 
m 

(4.1.17) 

(4.1.18) 

w h e r e  now q = f2k2/4. 

8 2 .  Math ieu  F u n c t i o n s  and  C e r t a i n  o f  T h e i r  P r o p e r t i e s .  

The  M a t h i e u  e q u a t i o n  , 

(4.2.1. ) 

w i t h  t h e  p a r a m e t e r s  a a n d  q r e p r e s e n t s  a p a r t i c u l a r  c a s e  o f  t h e  more  
common l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  s e c o n d  o r d e r  w i t h  p e r i o d i c  
c o e f f i c i e n t s .  E q u a t i o n  ( 4 . 2 . 1 . )  h a s  s o l u t i o n s  f o r  a n y  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  a a n d  q .  S i n c e  a n y  p o i n t  z ( e x c l u d i n g  i n f i n i t y )  i s  a 
r e g u l a r  p o i n t  of  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n ,  t h e n  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  
M a t h i e u  e q u a t i o n  a r e  a l s o  r e g u l a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  a r g u m e n t  z .  D e -  
p e n d i n g  on  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a a n d  q t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  
M a t h i e u  e q u a t i o n  may b e  e x p r e s s e d  i n  d i f f e r e n t  f o r m s .  Not  a l l  t h e  
s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 1 )  a r e  m o s t  i m p o r t a n t  for a p p l i c a t i o n ,  
b u t  o n l y  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t  z .  I n  p a r -  
t i c u l a r ,  when q = 0 a n d  when e q u a t i o n  ( 4 . 2 . 1 )  c o n v e r t s  t o  t h e  e q u a -  
t i o n  y "  t ay = 0 ,  s u c h  s o l u t i o n s  w i l l  b e  t h e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c t i o n s  
C O S ( n z ) ,  i f  a = n 2 ,  w h e r e  n = 0 ,  2 1, ... I n  t h e  g e n e r a l  c a se  t h e  s i n  
M a t h i e u  e q u a t i o n  d o e s  n o t  h a v e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  f o r  e a c h  p a i r  o f  
v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a a n d  q .  F o r  a g i v e n  r e a l  v a l u e  o f  t h e  
p a r a m e t e r  q t h e r e  e x i s t s  a d e n u m e r a b l e  s e t  o f  s u c h  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r  a ( e i g e n v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  a ) ,  f o r  w h i c h  t h e  M a t h i e u  
e q u a t i o n  h a s  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  w i t h  t h e  p e r i o d  27r r e l a t i v e  t o  t h e  
a r g u m e n t  z .  I n  s t u d y i n g  s u c h  s o l u t i o n s  t o  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n  i t  
i s  s u f f i c i e n t  t o  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  a n  e x a m i n a t i o n  o f  o n l y  t h e  
e v e n  a n d  o d d  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  r e l a t i v e  t o  z ,  w h i c h  a r e  n o t  i d e n t i -  
c a l l y  z e r o ,  a n d  w h i c h  a r e  c a l l e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  ( i n  t h e  b r o a d e s t  
s e n s e  b y  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  we mean a n y  s o l u t i o n  t o  t h e  M a t h i e u  
e q u a t i o n ) .  I n  p r a c t i c e ,  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a r e  u s u a l l y  g i v e n  i n  

/1' t h e  f o r m  o f  t r i g o n o m e t r i c  F o u r i e r  s e r i e s  ( q  > 0 ) :  - 

cepn (2, q) = $ dp) cos 2r2, * a,,, 
r=O 
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r=O 

( 4 . 2 . 3 )  

( 4 . 2 . 4 )  

( 4 . 2 . 5 )  

whose  c o e f f i c i e n t s  s a t i s f y  t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s :  

Here i t  i s  a s s u m e d  t h a t ,  f o r  e x a m p l e  i n  ( 4 . 2 . 2 ) ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  
o f  t h e  s e r i e s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n ,  

( 4 . 2 . 1 0 )  

w h i c h  g u a r a n t e e s  a n  a b s o l u t e  a n d  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  of  t h e  s e r i e s  
f o r  a l l  r e a l  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z ( a  a n d  q a r e  a s s u m e d  f i n i t e ) .  
We f i n d  a s i m i l a r  c o n c l u s i o n  a l s o  f o r  t h e  o t h e r  s e r i e s  ( 4 . 2 . 3 )  - / 1 4 6  
( 4 . 2 . 5 ) .  We c a n  show t h a t  t h e  s e r i e s  ( 4 . 2 . 2 )  - ( 4 . 2 . 5 )  a l l o w  a 
t e r m - b y - t e r m  d i f f e r e n t i a t i o n  a n d  i n t e g r a t i o n  a n d  t h a t  t h e  s e r i e s  
o b t a i n e d  h e r e  c o n v e r g e  a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y .  

U n l i k e  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s ,  t h o s e  o f  M a t h i e u  h a v e  n o t  b e e n  
s t u d i e d  c o m p l e t e l y  a n d  f u l l y ,  a l t h o u g h  many p a p e r s  h a v e  b e e n  d e v o t e d  
t o  t h e m  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  [ 3 0 ,  3 2 ,  3 6 ,  3 7 ,  4 0 ,  4 3 ,  4 4 ,  1 8 3 - 1 8 5 ,  
1 8 8 1 .  L e t  u s  c i t e  c e r t a i n  o f  t h e i r  p r o p e r t i e s .  

1 3 5  
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1. The M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  o n e  a n d  t h e  
same v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  q a n d  t o  d i f f e r e n t  e i g e n  n u m b e r s ,  a r e  
o r t h o g o n a l  i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0 ,  2 ~ ) ,  a n d  

( 4 . 2 . 1 1 )  

( 4 . 2 . 1 2 )  

( 4 . 2 . 1 3 )  

( 4 . 2 . 1 4 )  

On t h e  b a s i s  o f  ( 4 . 2 . 1 1 )  - ( 4 . 2 . 1 4 ) ,  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  f o r  a l l  
r e a l  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  q a r e  u s u a l l y  n o r m a l i z e d  by  t h e  c o n -  
d i t i o n s  y 

i f  w e  a s s u m e  

( 4 . 2 . 1 5 )  

( 4 . 2 . 1 6 )  

From t h e  c o n d i t i o n  o f  n o r m a l i z a t i o n  ( 4 . 2 . 1 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  a n y  / 1 4 7  
M a t h i e u  f u n c t i o n  h a s  i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0 ,  2 ~ )  a mean s q u a r e  v a l u e  
1 / 2 ,  e q u a l  t o  t h e  same v a l u e  f o r  t h e  r e s p e c t i v e  t r i g o n o m e t r i c  f u n c -  
t i o n .  From t h i s  c o n d i t i o n  it a l s o  f o l l o w s  t h a t  when q = 0 ,  

Wi th  s u b s t i t u t i o n  of q by  - q  t h e  M a t h i e u  e q u a t i o n  c a n  b e  r e -  
dLy 

w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  + (a + 2q c o s  2 z ) y  = 0 .  I t  t a k e s  s u c h  a 
d z 2  
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form also with the substitution in it of the argument 2 by the 
argument +(1r /2  2 2). Consequently, in the case of negative values 
of the parameter q the periodic solutions to the Mathieu equations 
may be obtained from ( 4 . 2 . 2 )  - ( 4 . 2 . 5 )  by substitution of the argu- 
ment z with the argument t ( ~ r / 2  2 2). In particular, if instead of 
z we set ~ r / 2  - 2, then 

( 4 . 2 . 1 8 )  

where the existence of the factor ( - l I n  guarantees conversion of 
the Mathieu functions into the respective trigonometric functions 
when q = 0. 

3. On the basis of the property of orthogonality of the 
Mathieu functions and o f  the trigonometric functions we can estab- 
lish: 

and 

W 

n=O n-o 

( 4 . 2 . 1 9 )  /148 

n=o n=O 
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- 
n=O n-0 

4 .  From t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 2 . 6 )  - ( 4 . 2 . 9 1 ,  w e  c a n  
o b t a i n  t h e  c o n v e r g e n t  i n f i n i t e  c o n t i n u e d  f r a c t i o n s :  

q2/64 -_ p-- ‘ a  - 
11- - q2/576 ( 4 . 2 . 2 1 )  a 

16 

4 

a q2/b304 I - -  - 
a -  36 

I - -  
64 

w i t h  t h e  common t e r m ,  

a =  1 + q -  q2/9 

1- 

w i t h  t h e  common t e r m ,  

a 
9 
- 
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q2/225 
a I - -  
25 

qV1225 
a 1 - -  - .  
49 

6 = 1 + q -  q2/9 

( 4 . 2 . 2 2 )  

/ 1 4 9  

( 4 . 2 . 2 3 )  
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w i t h  t h e  common t e r m  

[q2/(2r  + (2r - 1 - d ( 2 r  + . .  + 

( 4 . 2 . 2 4 )  

a n d  w i t h  t h e  common t e r m ,  

Each  o f  t h e  f r a c t i o n s  i s  a t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  
e i g e n v a l u e s  o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s .  If we u s e  ( 4 . 2 . 2 1 )  - ( 4 . 2 . 2 4 ) ,  
a c c o r d i n g  t o  t h e  g i v e n  q we c a n  c o m p u t e  t h e  e i g e n v a l u e s  w i t h  a n y  
d e g r e e  o f  a c c u r a c y  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  C321,  Ch. I I I ) ,  a n d  t h r o u g h  
t h e m ,  f r o m  t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 2 . 6 )  - ( 4 . 2 . 9 ) ,  t h e  c o e f -  
f i c i e n t s  o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a s  w e l l .  

I t  i s  known t h a t  t o  t h e  i n f i n i t e  c o n t i n u e d  f r a c t i o n  t h e r e  c o r -  
r e s p o n d s  a n  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  c o n v e r g e n t s ,  e a c h  o f  w h i c h  may b e  
r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  r a t i o  o f  two  i n t e g r a l  f u n c t i o n s  
( p o l y n o m i a l s )  o f  i t s  own e l e m e n t s .  

T h e r e f o r e ,  i f  we s t u d y  t h e  s e q u e n t i a l  c o n v e r g e n t s ,  c o r r e s p o n d -  
i n g  t o  t h e  i n f i n i t e  c o n t i n u e d  f r a c t i o n s  ( 4 . 2 . 2 1 )  - ( 4 . 2 . 2 4 ) ,  we /150 
c a n  e s t a b l i s h  t h a t  e a c h  o f  t h e  i n f i n i t e  c o n t i n u e d  f r a c t i o n s  a l l o w s  
r e p r e s e n t a t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  a c e r t a i n  r a t i o n a l  f u n c t i o n  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  a ,  q h a v i n g  t h e  f o r m  o f  t h e  r a t i o  o f  two i n t e g r a l  f u n c -  
t i o n s  whose  d e n o m i n a t o r  d o e s  n o t  v a n i s h  i f  a i s  a n  e i g e n  number  o f  
t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  e i g e n  n u m b e r s  o f  t h e  M a t h i e u  
f u n c t i o n s  a r e  c o n t i n u o u s  a n d  u n i q u e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r  q .  
The c o e f f i c i e n t s  A ,  B o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a r e  a l s o  c o n t i n u o u s  
a n d  u n i q u e  f u n c t i o n s  o f  q .  

5 .  If w e  u s e  t h e  r e c u r r e n t  f o r m u l a s  ( 4 . 2 . 6 )  - ( 4 . 2 . 9 )  we c a n  
show t h a t  when q -+ 0 a l l  c o e f f i c i e  t s  A ,  B -f 0 ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  
o n l y  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  A h " ) ,  ,Anzi w h i c h  t e n d  t o  u n i t y .  
com l e t e  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  A h " ) ,  
B h n Y ,  when q -f 0 ,  show t h a t  w i t h  a s m a l l  v a l u e  of q t h e y  h a v e  o r d e r s  

More 
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n-ml 
of smallness of o ( : T )  and can be represented by  the formulas: 

(4.2.26) 

from which it is clear that the coefficients A ,  B of an order 
greater than n have alternating signs, and all coefficients of an 
order less than n are positive. 

When q -t 0, approximately, 

ce,(q, q)+cosnq = c o s n q ,  n >  1, 

ce, (q, q) 3 A!’) = 2-”’, 

se,,(q, q)+s innq  = s i n n q ,  n >  1, 
(4.2.27) 

where $ is a polar coordinate. Here a -+ n2. 

6. From the general theory of ordinary differential equations 
of Sturm-Liouville type to which the Mathieu equation belongs, it 
follows that when n -t m t h e  eigenvalues of the equation will have 
the asymptotic expression, 

a, =n2+8(1) ,  (4.2.28) 

and the Mathieu functions corresponding to them are written in the 
form , 

ce, (2, q) = COS nz + 0 

sen (2, qJ = sin nz + 0 (4.2.29) 

If we again use the recurrent relationships (4.2.6) - (4.2.9), we /151 
c n estab ish that when n -+ m a l l  A ,  B -+ 0, with the exception of 
A n  ‘ n )  9 B n  ( n j  -+ 1. A more complete analysis will lead to asymptotic 
representations of the coefficients A ,  B :  

(4.2.30) 

(4.2.31) 
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(a a n d  q a re  f i x e d ) ,  f r o m  w h i c h  it f o l l o w s  t h a t  when n + c o t h e  c o -  
e f f i c i e n t s  w i l l  b e  O(n-r) s u c h  t h a t  f o r  t h e m ,  

(4.2.32) 

7 .  The M a t h i e u  f u n c t i o n s  f o r m  a c o m p l e t e  s y s t e m  o f  f u n c t i o n s  
i n  t h e  i n t e r v a l  ( 0 ,  2 ~ ) .  T h i s  p r o p e r t y  o f  t h e i r s ,  a l o n g  w i t h  t h e  
p r o p e r t y  of  o Y t h o g o n a l i t y ,  p l a y s  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  t h e o r y  
o f  t h e  e x p a n s i o n  o f  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  i n t o  F o u r i e r  s e r i e s  a c c o r d -  
i n g  t o  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s .  

9 3 .  M o d i f i e d  M a t h i e u  F u n c t i o n s  and C e r t a i n  o f  The i r  P r o p e r t i e s .  

An e q u a t i o n  s u c h  as  

day - ( ~ - 2 q c h 2 z ) y  = O  
dz2 (4.3.1) 

i s  c a l l e d  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  ( a s  a l r e a d y  
n o t e d ,  i t  may b e  o b t a i n e d  f r o m  (4.2.1) by  s u b s t i t u t i o n  t h e r e  o f  
z by iz). The s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  (4.3.11, p o s s e s s i n g  a p u r e l y  
i m a g i n a r y  p e r i o d  . r r i  or 2mi r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t  z ,  a r e  c a l l e d  
m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  ( i n  t h e  b r o a d  s e n s e  a n y  s o l u t i o n  t o  
e q u a t i o n  (4.3.1) i s  c a l l e d  a m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n ) .  For v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r  a, r e p r e s e n t e d  by  t h e  o r d i n a r y  M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  
t h e  m o d i f i e d  f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  (4.2.2) - (4.2.5) w i t h  
t h e  s u b s t i t u t i o n  t h e r e  o f  < z  i n s t e a d  o f  z :  

(4.3.2) /152 

w h e r e  q > 0 a n d  w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  A ,  B s a t i s f y  
t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 2 . 6 )  - (4.2.9). I n  t h e  c a s e  o f  a 
n e g a t i v e  q t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a r e  
o b t a i n e d  f r o m  (4.2.18) b y  s u b s t i t u t i n g  iz f o r  z t h e r e .  The s e r i e s  
(4.3.2) c o n v e r g e  a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y  i n  a n y  f i n i t e  r e g i o n  o f  
t h e  p l a n e  o f  t h e  c o m p l e x  v a r i a b l e  z or i n  a n y  c l o s e d  i n t e r v a l  o f  
t h e  r e a l  a x i s .  
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I n  a p p l i c a t i o n ,  o t h e r  f o r m s  o f  r e p r e s e n t i n g  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  
f u n c t i o n s  a r e  m o r e  s u i t a b l e  w h i c h  h a v e  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  o f  B e s s e l  
f u n c t i o n s  or t h e i r  p r o d u c t s .  The l a t t e r  a r e  p r e f e r a b l e  for a number  
o f  r e a s o n s .  T h r o u g h  t h e  p r o d u c t s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  t h e  m o d i -  
f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  s o r t  a r e  d e t e r m i n e d  i n  t h e  f o l -  
l o w i n g  m a n n e r :  

w h e r e  

( 4 . 3 . 3 )  

/l5 ( 4 . 3 . 4 )  - 

By s u b s t i t u t i n g  N n ( U 2 )  f o r  J p ( V 2 )  i n  ( 4 . 3 . 3 )  we f i n d  e x p r e s s i o n s  o f  
t h e  s e c o n d  s o l u t i o n s  t o  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  e q u a t i o n  ( t h e  M a t h i e u  
f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t )  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  same v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r  a :  
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( 4 . 3 . 5 )  

m 

w h e r e  a n d  d n  a r e  d e f i n e d  j u s t  as  b e f o r e .  From ( 4 . 1 . 5 1 ,  ( 4 . 1 . 6 )  /154 
o n  t h e  b a s i s  o f  ( 4 . 3 . 3 )  a n d  ( 4 . 3 . 5 )  w e  o b t a i n  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  
c o m b i n e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s .  The s e r i e s  ( 4 . 3 . 3 )  a n d  ( 4 . 3 . 5 )  c o n v e r g e  
a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y  i n  a n y  c l o s e d  r e g i o n  o f  t h e  p l a n e  z ,  b y  
v i r t u e  o f  w h i c h  t h e  f u n c t i o n s  r e p r e s e n t i n g  t h e m  a r e  r e g u l a r  i n  a n y  
f i n i t e  r e g i o n  o f  t h e  p l a n e  i n c l u d i n g  t h e  o r i g i n .  The r a p i d i t y  o f  
t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s e  i n  z ( z  i s  
r e a l ) .  

L e t  u s  l o o k  a t  c e r t a i n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  
f u n c t i o n s .  

1. When q i s  s u b s t i t u t e d  b y  -4 ,  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  e q u a t i o n  

a s s u m e s  t h e  f o r m  d2y - ( a  + 2 q  c h  2 z ) y  = 0 ,  a t  w h i c h  w e  may a r r i v e  

a l s o  by  s u b s t i t u t i n g  i n  i t  - i + z f o r  t h e  a r g u m e n t  z .  T h e r e f o r e ,  d z 2  IT 
2 

c%,, (2,  - q) = (-- 1 P ~e,,, (4 i + ,z, q )  

cezn+l (2,  - q) = ( - 1 P+l i  ~ e ~ , , + ~  (2 2 i + 2, q )  , 

Fey,, (2,- q) = (-. l)R Fey,,, 

1 4 3  
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( 4 . 3 . 6 )  

On t h e  b a s i s  o f  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 3 . 6 )  w e  may o b t a i n  e x p a n s i o n s  o f  
t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  w i t h  a n e g a t i v e  v a l u e  o f  t h e  p a r a m -  
e t e r  q a c c o r d i n g  t o  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  o f  t h e  p u r e l y  i m a g i n a r y  
a r g u m e n t  or a c c o r d i n g  t o  t h e i r  p r o d u c t s  i n  a f o r m  t h a t  i s  a n a l o g o u s  
t o  e x p a n s i o n  ( 4 . 3 . 3 1 ,  ( 4 . 3 . 5 ) .  

2 .  If w e  s t u d y  t h e  s e r i e s  ( 4 . 3 . 3 1 ,  ( 4 . 3 . 5 )  f o r  l a r g e  v a l u e s  -. / 1 5 :  
o f  t h e  p a r a m e t e r  n ( n  -+ 001, on t h e  b a s i s  o f  ( 4 . 2 . 3 0 )  - ( 4 . 2 . 3 2 )  
a n d  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 2 6 )  - ( 2 . 2 . 2 8 )  we c a n  e s t a b l i s h  t h a t  w i t h  f i x e d  
v a l u e s  of q a n d  z t h e  d o m i n a n t  t e r m s  o f  t h e  e x p a n s i o n s  w i l l  b e  

( 4  = F) 

3 .  If q > 0 ,  t h e n  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z t h e  
d o m i n a n t  t e r m s  o f  t h e  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n s  o f  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  
f u n c t i o n s  w i l l  b e  

1 4 4  



( 4 . 3 . 8 )  

w h e r e ,  j u s t  a s  e a r l i e r ,  2, = fez./2.  The  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  f o r  
t h e  c o m b i n e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  ( 4 . 1 . 5 1 ,  
( 4 . 1 . 6 )  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 4 . 3 . 8 ) ;  h e r e  

( 4 . 3 . 9 )  

From t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  ( 4 . 3 . 8 1 ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  w i t h  a n  
i n c r e a s e  i n  z ( z  > 0 )  a l l  m o d i f i e d  f u n c t i o n s  f l u c t u a t e  a t  a n  e v e r  
i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y  a n d  w i t h  d e c r e a s i n g  a m p l i t u d e s .  When z -f 00 

t h e y  a l l  t e n d  t o  z e r o  a c c o r d i n g  t o  t h e  l a w  o f  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s .  

I n  t h e  c a s e  o f  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  q t h e  d o m i n a n t  
t e r m s  o f  t h e  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n s  o f  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  
a r e  e q u a l  t o  

cznCezn (2,- 9) 

czn'Te?yzn (2)- 9)  

(- l ) n  (2n ku)--l/2ekV, 

d,n+lSez,,+l (2,-9) L(-- I)? (2n kv)-1/2ekD, 
(- 1 )" i(2n kv)-i/2ekn, 

dz,r+lGey,n+, (2,- q) - (- l).i (2n kv)-i12eku, 

c,,,~ Cezn+l (2)- 9)  - (- 1)ni (2n kv)-*j2ekv, 
$,+, S%,+, (2,- 9 )  - (- 1 )n+l(2n kv)-lI2ekO, 
cZn+, (2,-9) - (- IFi(2n k ~ ) - l / ~  eko, 

dzn+zGeyz,+z(z,--),iq- 1)"*l(2x kv)-1/2ekn. 

( 4 . 3 . 1 0 )  

/ 1 5 6  

1 4 5  



A s  i s  o b v i o u s  f r o m  (4.3.10) t h e y  a l l  d i f f e r  f r o m  o n e  a n o t h e r  o n l y  
b y  t h e  c o n s t a n t  f a c t o r s ,  a n d  e a c h  o f  t h e  m o d i f i e d  f u n c t i o n s  o f  t h e  
f i r s t  sort t e n d s  m o n o t o n i c a l l y  t o  + a w h e n  z -f 00 , a n d  e a c h  o f  t h e  
f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  t e n d s  t o  + i o o w h e n  z -f co. 

k f e z  4 .  If  q + 0 ,  b u t  z -f c o s u c h  t h a t  - -f k r  r e m a i n s  c o n s t a n t  
( f i n i t e ) ,  t h e n  w e  f i n d  t h e  f o r m u l a s  f o r  z e g e n e r a t i o n  o f  t h e  m o d i f i e d  

/It M a t h i e u  f u n c t i o n s  t o  B e s s e l  f u n c t i o n s :  - -  

a n d  

i n  w h i c h  q > 0 .  If q < 0 ,  t h e n  

(4.3.12 1 

(4.3.13) 
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nd 

(4.3.14) 

There I n ( x ) ,  K ~ ( x )  are modified Bessel functions, connected with /158 
-he respective Bessel functions of the purely imaginary argument 
~y the relationships: 

5 .  If q -+ 0, but z is finite, then as the limiting forms of 
the modified Mathieu functions we have the expressions, 

(4.3.17 ) 

on the assumption that ea’ is sufficiently small. 

6. The Wronskian o f  the modified Mathieu functions is equal to 
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7 .  If q is positive and large, then for the eigen numbers a 
we have the asymptotic formulas, 

( 4 . 3 . 1 9  

If we use the recurrent relationships for the coefficients of the -~ /15 
Mathieu functions, we can show that when q + OD all coefficients 
A ,  B + 0, and then 

( 4 . 3 . 2 0 )  

The asymptotic representations of the ordinary Mathieu functions 
have the form2 

( 4 . 3 . 2 1 )  

on the assumption that z varies in the interval ( - ~ / 2 ,  .rr /2).  If 
z ( ~ / 2 ,  3 ? r / 2 ) ,  then the signs 2 in the right hand side of ( 4 . 3 . 2 1 )  
should be substituted by 7, respectively. The constants Cn 
Sn+l are determined here by the formulas, 

( 4 . 3 . 2 2 )  

. . . ~  . _-.- -. - - -~ . . . . : .  . ~~ ~~ .~ . . ~ .  . . 

In ( 4 . 3 . 2 1 )  when n = 0 in both cases we take only C g .  In the 
superscript the interval - . r r / 2 < ~ < ~ / 2  corresponds to the function 
ceg, but the interval n / 2 < z < 3 ~ / 2  corresponds to the function sei; 
in the subscript the situation is reversed. 
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r h i c h  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  q > 0 c o n v e r t  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 4 . 3 . 2 3 )  

‘ h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  for t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  
‘ e n ( z ,  q )  a n d  S e n ( z ,  q )  h a v e  t h e  f o r m ,  

( 4 . 3 . 2 4 )  /160 
, GI 

&+I 
‘“1 [ 2hshz-(2n + 1)arc t a n  
sin 

2n-1f2ch 1/22 
H 

2n-l/2chl/2 

v h e r e  it i s  a s s u m e d  t h a t  a r g  z E ( - . r r / 2 ,  . r r / 2 ) .  I n  a p p l i c a t i o n  we 
I s u a l l y  e n c o u n t e r  t h e  p r o d u c t s  c n C e n ( z ,  q )  a n d  d n S e n ( z ,  q ) ,  w h e r e  
?n a n d  dn a r e  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  ( 4 . 3 . 4 ) .  For t h e m  

In t h e  b a s i s  o f  ( 4 . 3 . 2 4 ) ,  f r o m  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  
1:ombined M a t h i e u  f n c t i o n s  w e  o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  o f  
t h e  f u n c t i o n s  Men (1y9(2)(z, q )  a n d  N e & 1 ) , ( 2 ) ( z ,  q )  E 1 7 1  - 1 7 4 1  

( 4 . 3 . 2 7 )  

i n  t h e  c a s e  when q i s  l a r g e  i n  a b s o l u t e  v a l u e  a n d  n e g a t i v e ,  t h e  
z s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  on  
t h e  b a s i s  o f  f o r m u l a s  ( 4 . 3 . 2 1 )  - ( 4 . 3 . 2 7 )  f r o m  r e l a t i o n s h i p s  
( 4 . 2 . 1 8 1 ,  ( 4 . 3 . 6 ) .  

54. E x p a n s i o n  o f  P l a n e  and  S p h e r i c a l  Waves A c c o r d i n g  t o  E l l i p t i c a l  
Wave F u n c t i o n s .  I n t e g r a l  R e p r e s e n t a t i o n s  o f  Wave F u n c t i o n s .  

L e t  u s  r e p r e s e n t  f u n c t i o n  ( 2 . 3 . 1 )  i n  t h e  f o r m ,  

( 4 . 4 . 1 )  

1 4 9  
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a f t e r  s e t t i n g  

' ,  Ik ( n r )  qo = e  1 

( 4 . 4 . 2 )  

w h e r e  (nr) = nxx  + n y y  or i n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  (nr) = f ( c h  5 ~~ /1i 
cos  q c o s  4 0  + s h  5 s i n  q s i n  $ 0 ) .  Then t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  p l a n e  
wave ( 4 . 4 . 2 )  ( t h e  f u n c t i o n  $0 i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  t h a t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c o o r d i n a t e  z )  may b e  
f o u n d  from t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  G r e e n  f u n c t i o n  
Gk(rlro) o f  t h e  e q u a t i o n ,  

g i v e n  o n  t h e  p l a n e  Oxy a c c o r d i n g  t o  t h e  wave f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 1 3 )  - 
( 4 . 1 . 1 6 ) .  The s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 4 . 4 . 3 ) ,  a s  we know, i s  t h e  
f u n c t i o n ,  

( 4 . 4 . 4 )  

w h i c h  i s  s y m m e t r i c a l  r e l a t i v e  t o  t h e  v e c t o r  c o o r d i n a t e s  r a n d  ro 
a n d  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  When 
r # r o ,  f u n c t i o n  ( 4 . 4 . 4 )  w i l l  b e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  h o m o g e n e o u s  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  t h e r e f o r e  i t  may b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  
e x p a n s i o n  , 

( 4 . 4 . 5 )  

whose  c o e f f i c i e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  a s  u s u a l  by  t h e  nonhomogeneous  
t e r m  of e q u a t i o n  ( 4 . 4 . 3 ) .  I n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  we h a v e ,  

( 4 . 4 . 6 )  

1 5 0  



If w e  m u l t i p l y  b o t h  p a r t s  o f  ( 4 . 4 . 6 )  b y  f 2 ( c h 2 5  - c o s 2  TI) a n d  i n t e -  
g r a t e  t h e m  r e l a t i v e  t o  5 i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  of  t h e  p o i n t  
5 = 5 0  f r o m  5 0  - E t o  5 0  + E a n d  c o n v e r t  t o  t h e  l i m i t  when E -+ 0 ,  
we f i n d  

( f u n c t i o n  ( 4 . 4 . 5 )  r e m a i n s  c o n t i n u o u s  when 5 = t o ) ,  w h e n c e  a f t e r  / 1 6 2  
s u b s t i t u t i o n  h e r e  o f  ( 4 . 4 . 5 )  a n d  c o n v e r t i n g  t o  ( 4 . 3 . 1 8 1 ,  w e  f i n d  

m 

( 4 . 4 . 7 )  

If w e  m u l t i p l y  s u c c e s s i v e l y  b o t h  p a r t s  o f  ( 4 . 4 . 7 )  by  c e n ( v ,  4 )  and  
s e n ( q y  4 )  a n d  i n t e g r a t e  them o v e r  i n  t h e  r a n g e  f r o m  0 t o  2 1 ~ ,  we 
o b t a i n  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  p r o p e r t y  o f  o r t h o g o n a l i t y  of  t h e  a n g u l a r  
M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  

( 4 . 4 . 8 )  

s u c h  t h a t  

I 

f 
I 
f we s e t  h e r e  5 0  + 00 ( t h e  s o u r c e  i s  r e m o v e d  t o  i n f i n i t y ) ,  t h e n  
r - rol -+ ro - r c o s ( $  - d ) o ) : ,  a n d ( y p  t h e  b a s i s  o f  t h e  a s y m p t o t i c  
o r m u l a s  f o r  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  H, ( x )  a n d  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  

f u n c t i o n s  we o b t a i n  t h e  unknown f o r m u l a  o f  e x p a n s i o n  o f  t h e  p l a n e  
wave ( 4 . 4 . 2 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s :  

151 



w h e r e  ( n r )  = f ( c h  5 c o s  rl c o s  $ 0  + s h  E s i n  rl s i n  $ 0 ) .  A f t e r  s u b -  
s t i t u t i n g  ( 4 . 4 . 1 0 )  i n t o  ( 4 . 4 . 1 1 ,  w e  o b t a i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  
s p a c e  wave $ a c c o r d i n g  t o  t h e  same f u n c t i o n s h n l i k e  ( 4 . 4 . 1 0 )  w h e r e  

, i n  t h e  g e n e r a l  case we w i l l  h a v e  q = q ( k 2 -  w i t h  Z = 0 ,  q = - 
h 2 > 1 .  

3 f 2 k 2  
4 

If we i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  ( 2 . 5 . 3 1 ,  t h e n  i n  
t h e  u s u a l  m a n n e r  we o b t a i n  t h e  e x p a n s i o n  of  t h e  s p h e r i c a l  wave 
( 2 . 5 . 1 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  c y l i n d r i c a l  e l l i p t i c a l  f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 7 )  - 
( 4 . 1 . 1 0 )  and  t h e n  

/ 1 6 3  - 

( 4 . 4 . 1 1  1 

w h e r e  q = + k 2  f 2  - h 2 ) .  

A f t e r  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  o f  t h e  e x p a n s i o n  ( 4 , 4 . 1 0 )  s u c c e s -  
s i v e l y  by c e n ( n 0 ,  9 )  a n d  by  s e n ( q 0 ,  q )  and  u s i n g  t h e  p r o p e r t y  o f  
o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  a f t e r  i n t e g r a t i n g  b o t h  p a r t s  
r e l a t i v e  t o  n o  i n  t h e  r a n g e  f r o m  0 t o  2 T ,  we o b t a i n  f o r m u l a s  f o r  
t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  of t h e  f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 7 ) ,  ( 4 . 1 . 8 ) :  

2n 

Sen(&, d s e n ( q ,  4) eik(nr)sen(qo, q ) d q O .  
2n d, 

0 

F o r  t h e  f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 9 1 ,  ( 4 . 1 . 1 0 )  w e  h a v e  t h e  f o r m u l a s 3  

n 
2 

----+lea 

( 4 . 4 . 1 2 )  

_- __ _ _  - ----- ~- 
~ _. ~ 

I n  ( 4 . 4 . 1 3 1 ,  ( 4 . 4 . 1 4 )  I n [  < ~ / 2  a n d  c h  5 cos  r( > 1. If ~ / 2  < r( < 
3 ~ / 2  a n d  - c h  5 cos  rl > 1, i n  ( 4 . 4 . 1 3 1 ,  ( 4 . 4 . 1 4 )  we s h o u l d  s u b s t i t u t e  
e x p C - i k ( n r ) l  f o r  e x p C i k ( n r ' 1  

1 5 2  



w h i c h  j u s t  as ( 4 . 4 . 1 2 1 ,  may b e  d e r i v e d  on  t h e  b a s i s  o f  a r g u m e n t s  
a n a l o g o u s  t o  t h o s e  g i v e n  i n  5 3  of C h a p t e r  2 .  I n  f o r m u l a s  ( 4 . 4 . 1 2 )  
- ( 4 . 4 . 1 4 1 ,  (nr) = f ( c h  5 c o s  n c o s  n o t  s h  5 s i n  n s i n  n o ) .  I n  
p a r t i c u l a r ,  f r o m  ( 4 . 4 . 1 2 )  - ( 4 . 4 . 1 4 )  i t  i s  e a s y  t o  o b t a i n  i n t e g r a l  
r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s .  

9 5 .  Addition Theo-rems f o r  Elliptical Wave Functions. 

L e t  t h e r e  b e  g i v e n  on t h e  p l a n e  Oxy t w o  s y s t e m s  o f  C a r t e s i a n  
r e c t a n g u l a r  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  2 1 ,  y 1  a n d  x2, y 2  a n d  t h e  s y s t e m s  o f  
e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  < j 7  rlj, j = 1, 2 t h a t  c o r r e s p o n d  t o  them 
a n d  a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  them by t h e  t r a n s f o r m a t i o n  f o r m u l a s  X j  = 
f j c h ~ j c o s ~ j ,  y j  = f j s h c j s i n q j .  L e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e  c o o r d i n a t e  

F i g .  1 8 .  A d d i t i o n  Theorem for E l l i p t i c a l  Wave F u n c t i o n s .  

a x e s  O j X j  o f  t h e  s y s t e m s  a r e  d i r e c t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  o n e  a n o t h e r  
a t  a n  a n g l e  B ( s e e  F i g .  1 8 ) .  F u r t h e r m o r e  l e t  t h e r e  b e  g i v e n  e l l i p -  
t i c a l  wave f u n c t i o n s  ( 4 . 1 . 1 3 )  - ( 4 . 1 . 1 6 )  w r i t t e n  i n  e a c h  of t h e  / 1 6 5  
l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  as  t h e  e x p r e s s i o n s ,  

1 5 3  
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L e t  u s  f i n d  f o r m u l a s  w h i c h  w i l l  p e r m i t  w r i t i n g  t h e  f u n c t i o n s  ( 4 . 5 . 1 )  
b e l o n g i n g  t o  t h e  j - t h  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s  t h r o u g h  t h e  wave f u n c -  
t i o n s  w r i t t e n  i n  t h e  s - t h  s y s t e m  of c o o r d i n a t e s ,  j # s ,  j ,  s = 1, 2 .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  

m 

( s u m m a t i o n  h e r e  a n d  b e l o w  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  e v e n  or odd n u m b e r s  - / 1 E  
of r and  p d e p e n d i n g  o n  t h e  p a r i t y  or n o n p a r i t y  of n a n d  m y  r e s p e c -  
t i v e l y ) .  L e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  p l a n e  wave ( 2 . 3 . 1 )  w h i c h ,  
for e x a m p l e  i n  t h e  j - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s ,  may b e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m ,  

1 5 4  



s i n c e  R j  = Rs  + R j , ,  w h e r e  R j s  i s  t h e  r a d i u s - v e c t o r  w h i c h  c o n n e c t s  
t h e  o r i g i n  0, 
i s  t h e  r a d i u s - v e c t o r  o f  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n  i n  t h e  
r e s p e c t i v e  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s .  Here t h e  d i r e c t i o n  o f  wave p r o p a -  
g a t i o n  d e t e r m i n e d  by  t h e  u n i t  v e c t o r  n ,  f o r m s  a r b i t r a r y  a n g l e s  c1 

a n d  as w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  Ojx a n d  
O S X S  a n d  w e  a s s u m e  t h a t  a j  = a s  + 6 .  
f u n c t i o n  ( 4 . 5 . 3 )  may b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  form o f  a n  e x p a n s i o n ,  

w i t h  t h e  o r i g i n  O j  of t h e  s y s t e m  O j X j g j ,  b u t  R j ,  R, 

J-  
On t h e  b a s i s  of ( 4 . 4 . 1 0 < ,  

( 4 . 5 . 4 )  

A f t e r  m u l t i p l y i n g  b o t h  p a r t s  of ( 4 . 5 . 4 )  s u c c e s s i v e l y  b y  c e m ( a j ,  q j >  
a n d  b y  S e m ( a J - , q j )  a n d  i n t e g r a t i n g  them r e l a t i v e  t o  ai a l o n g  t h e  
b o u n d a r i e s  el (el i s  t h e  boundary w i t h  e n d s  a t  t h e  p o i n t s  0 a n d  

2 ~ ;  e2 i s  t h e  b o u n d a r y  w i t h  e n d s  a t  t h e  p o i n t s  - - + i w a n d  - - 
i w a n d  - 2 i 0 0 ;  e3 i s  t h e  b o u n d a r y  w i t h  e n d s  a t  t h e  p o i n t s  - - 

i a ) ,  w e  f i n d  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  f o r m u l a s  for t h e  i n t e g r a l  r e p r e -  
s e n t a t i o n  of  t h e  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s  ( 4 . 4 . 1 2 )  - ( 4 . 4 . 1 4 1 ,  
f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 2 )  a n d  t h e  f o r m u l a s  for t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  wave f u n c t i o n s  o f  a c i r c u l a r  c y l i n d e r  ( 2 . 3 . 1 5 )  t h e  d e s i r e d  
a d d i t i o n  t h e o r e m s  for t h e  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s :  

Tr Tr Y ,  

23Tr + 21T 

2 

( 4 . 5 . 5 )  

( 4 . 5 . 6 )  / 1 6 7  

( 4 . 5 . 7 )  

1 5 5  
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m 
1 
2 . J  

4 - A!") (9J Abm) (4,) sin r fl { irLPJr+ ( k f )  sin ( r  - p )  a,, + 
( 4 . 5 . 9 )  

m 

m 

( 4 . 5 . 1 2  1 

1 5 6  



1 ."7 Q%*(2) (1, s; fl) = - A!"' (q.,) Ilkm' (4,) cos r fl x 
r .p 

2 

( 4 . 5 . 1 3 )  

( 4 . 5 . 1 4 )  

( 4 . 5 . 1 5 )  / 1 6 9  

I n  t h e s e  f o r m u l a s  2 = rjs  a n d  a j s  a r e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  of t h e  
p o i n t  Os ( o r i g i n  o f  t h e  s - t h  c o o r d i n a t e  s y s t e m )  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  
o f  t h e  j - t h  s y s t e m  (2 = 

u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  c j s  2 c s  < c j s  is t h e  e l l i p t i c a l  r a d i a l  
c o o r d i n a t e  of t h e  p o i n t  O s  i n  t h e  j - t h  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s ,  d e -  
t e r m i n i n g  t h e  l e n g t h  2 = r j s ) ,  w h e r e a s  f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 )  
a r e  v a l i d  o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  1 > f s c h c s  ( p r o o f  o f  t h e  
s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  o r d e r  o f  s u m m a t i o n  a n d  i n t e g r a t i o n  i n  d e r i v i n g  

= r s j  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  o r i g i n s  
o f  t h e  c o o r d i n a t e  . F o r m u l a s  ( 4 . 5 . 5 ) ,  ( 4 . 5 . 6 )  may b e  u s e d  

1 5 7  
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( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 )  r e q u i r e s  t h a t  when R e  k > 0 ,  2 L f j c c h  <is c o s  nis 
cos n j  t s h  E j s  s i n  njs s i n  n - 1  > > f -  + fs [ f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 7 ) ,  ( 4 . 5 . 8 )  
a r e  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  g i v e n  I n  [ 1 3 ( 1  , w h e r e  t h e i r  v a l i d i t y  w a s  ' *  H e r e  e s t a b l i s h e d  f o r  t h e  case  when S s  < A = m i n  {Ss , f  , Ss,-fj 

Ss,+fi i s  t h e  r a d i a l  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e  o f  t h e  f o c a l  p o i n t s  o f  

t h e  c o o r d i n a t e  e l l i p s e s  o f  t h e  j - t h  s y s t e m  f i g u r e d  i n  t h e  c o o r d i -  
n a t e s  o f  t h e  s - t h  s y s t e m ] .  

j 

E x p r e s s i o n s  ( 4 . 5 . 9 )  - ( 4 . 5 . 1 6 )  a r e  s i m p l i f i e d  i n  t h e  c a s e  i f  
f3 = 0 ( t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  OX o f  t h e  l o c a l  s y s t e m s  a r e  p a r a l l e l  
a n d  i d e n t i c a l l y  d i r e c t e d )  b e c a u s e  t h e  f a c t o r  s i n r B  v a n i s h e s .  They  
a r e  s u b s t a n t i a l l y  s i m p l i f i e d  a l s o  i n  t h e  c a s e  when t h e  c o o r d i n a t e  
a x e s  Ox of  b o t h  s ' y s t e m s  a r e  f o u n d  t o  l i e  o n  a s i n g l e  s t r a i g h t  l i n e ,  

0 f o r  a l l  i n d i c e s  p : ,  r a n d  i n  ( 4 . 5 . 9 )  - ( 4 . 5 . 1 6 )  t h e  t e r m s  c o n -  
t a i n i n g  s i n r B  a n d  s i n ( p  * r ) a j s  w i l l  d i s a p p e a r .  

- 
s i n c e  t h e n  ajs = 0 or a j s  = T ,  by v i r t u e  o f  w h i c h  s i n ( p  * r )  a j s  - 

F o r  q j  ( j  = 1 , 2 )  when t h e  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  a r e  d e g e n e r a t e d  
i n t o  p o l a r  c o o r d i n a t e s ,  f r o m  f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 5 )  - ( 4 . 5 . 8 )  a d d i t i o n  
t h e o r e m s  a r e  o b t a i n e d  f o r  wave f u n c t i o n s  o f  a c i r c u l a r  c y l i n d e r .  
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  o n l y  t h e  j - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i s  d e g e n e r a t e  

/1; - 

t h e n  f r o m  ( 4 . 5 . 5 )  - ( 4 . 5 . 8 )  we o b t a i n  t h e  t h e o r e m s  f o r  e x p a n s i o n  
of  t h e  wave f u n c t i o n s  of  a c i r c u l a r  c y l i n d e r  a c c o r d i n g  t o  t h e  wave 
f u n c t i o n s  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r .  

e5.S If q s  + 0 (s = 1 o r  s = 2 ,  f s ~  = p s  = c o n s t )  t h e n ,  o n  t h e  

c o n t r a r y ,  f r o m  ( 4 . 5 . 5 )  ( 4 . 5 . 8 )  we o b t a i n  f o r m u l a s  f o r  e x p a n s i o n  
of  t h e  wave f u n c t i o n s  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  a c c o r d i n g  t o  t h e  
wave f u n c t i o n s  o f  t h e  c i r c u l a r  c y l i n d e r .  

I n  f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 9 )  - ( 4 .  5 . 1 6 )  w h e r e  t h e  p a r i t y  o f  t h e  n u m b e r s  
p k r a l w a y s  a g r e e s  w i t h  t h e  p a r i t y  o f  m * n ,  t h e  s u p e r s c r i p t  i s  
t a k e n  if as = aj - 6, a n d  t h e  s u b s c r i p t  i f  as = aj + B .  

The a d d i t i o n  t h e o r e m s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  c a s e  2 < f s c h S s : ,  
h a v e  b e e n  g i v e n  i n  C401. 
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CHAPTER 5 

SPHEROIDAL WAVE FUNCTIONS AND CERTAIN OF THEIR PROPERTIES 

e l .  H e l m h o l t z  E q u a t i o n  i n  S p h e r o i d a l  C o o r d i n a t e s .  
S p h e r o i d a l  Wave F u n c t i o n s .  

T h e  H e l m h o l t z  s c a l a r  wave e q u a t i o n  in p r o l a t e  s p h e r o i d a l  c o -  _L_ /171 
o r d i n a t e s  5 ,  n ,  I+ h a s  t h e  f o r m ,  

( 5 . 1 . 1 )  

w h e r e  e = kf. If w e  s e e k  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  
( 5 . 1 . 1 )  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  p r o d u c t  o f  t h r e e  f u n c t i o n s ,  

e a c h  o f  w h i c h  d e p e n d s  o n l y  o n  o n e  c o o r d i n a t e ,  t h e n  a f t e r  s u b s t i t u -  
t i n g  ( 5 . 1 . 2 )  i n t o  ( 5 . 1 . 1 )  a n d  s u b s e q u e n t  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  
i n  t h e  e q u a t i o n  w e  come t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  f o r  r e p r e s e n t a t i o n  
o f  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 1 )  i n  t h e  f o r m  o f  
( 5 . 1 . 2 )  as  t h e  f u n c t i o n s  R ,  S a n d  @ i t  f o l l o w s  t o  t a k e  a n y  s o l u t i o n s  
o f  t h e  r e s p e c t i v e  e q u a t i o n s ,  

( 5 . 1 . 3 )  

( 5 . 1 . 4 )  

( 5 . 1 . 5 )  

i n  w h i c h  1-1 a n d  A a r e  s e p a r a t i o n  c o n s t a n t s .  I n  a p p l i c a t i o n  t h e  / 1 7 2  
b a s i c  r o l e  i s  n o t  p l a y e d  b y  a n y  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 1 )  
h a v i n g  t h e  f o r m  o f  ( 5 . 1 . 2 1 ,  b u t  o n l y  t h o s e  w h i c h  i n  t h e  r e g i o n  u n d e r  
a n a l y s i s  s a t i s f y  t h e  r e q u i r e m e n t s  of s i n g u l a r i t y  and  f i n i t e n e s s .  
B a s e d  o n  t h i s ,  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 3 )  i t  follows t o  s e t  1-1 = m y  w h e r e  
m i s  a n  i n t e g r a l  n u m b e r .  T h e n  t h e  i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s  t o  e q u a -  
t i o n  ( 5 . 1 . 3 )  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n s  $ y z ( m I + )  or i n  c o m p l e x  f o r m  0 = 
e i m $ .  W i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e  o f  v a l u e s  of t h e  p a r a m e t e r  A ( t h e  
e i g e n v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  A ) ,  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 4 )  a l l o w s  s o l u t i o n s  
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w h i c h  a r e  b o u n d  i n  t h e  i n t e r v a l  (-1, +1> a n d  a t  i t s  e n d s ,  t h a t  a r e  
c a l l e d  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  a n g u l a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  s o r t  o f  
m - o r d e r  o f  m a g n i t u d e  a n d  n power  ( n  i s  a n  i n t e g r a l  a n d  n o n - n e g a t i v e  
n u m b e r )  a n d  a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  ShA)(e , n ) .  The  s o l u t i o n s  t o  e q u a -  
t i o n  ( 5 . 1 . 5 )  w i t h  t h o s e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  A ,  f o r  w h i c h  e q u a -  
t i o n  (5.1.4) a l l o w s  e x i s t e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n s  b o u n d  i n  C - l ,  l], 
a r e  d e n o t e d  b y  t h e  s y m b o l  Rm,(e, 5 )  a n d  a re  c a l l e d  p r o l a t e  r a d i a l  
s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s .  I n  p h y s i c a l  p r o b l e m s ,  f o u r  t y p e s  o f  r a d i a l  
f u n c t i o n s  a r e  u s u a l l y  s a t i s f i e d ,  t h a t  a r e  d e n o t e d  r e s p e c t i v e l y  
t h r o u g h  R & A ) ,  R,, ( 2 )  , RA;) a n d  RA;) .  Below t h e y  a r e  d e f i n e d  s u c h  t h a t  

when f + 0 a n d  t h e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  a r e  d e g e n e r a t e d  i n t o  
s p h e r i c a l  o n e s ,  t h e y  a r e  a l l  r e d u c e d  t o  t h e  B e s s e l  s p h e r i c a l  f u n c -  

t i o n s  j n ( k P ) ,  n n ( k P ) ,  h i l ) ( k P )  a n d  hk2)(kP), r e s p e c t i v e l y .  I n  

a n a l o g y  w i t h  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s ,  t h e  f u n c t i o n s  Rmn 
(e, 5 )  a r e  d e f i n e d  t h r o u g h  RAA)(e, 5 )  a n d  RAG)(e, 5 )  i n  t h e  f o r m  o f  

t h e  r e l a t i o n s h i p s  , 

(3)¶(4) 

(5.1.6.) 

T h r o u g h  Rhi)(e, 5 )  w e  d e n o t e  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  t h a t  a r e  r e g u l a r  
i n s i d e  t h e  s p h e r o i d ,  a n d  t h r o u g h  Rhi)(e, 
h a v e  l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t s  5 = 2 1 i n s i d e  t h e  
s p h e r o i d .  
r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

5 )  t h o s e  f u n c t i o n s  w h i c h  

The f u n c t i o n s  R k $ ) ~ ( ~ ) ( e ,  5 )  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  of  

T h u s ,  t h e  u n i q u e  a n d  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s  t o  ( 5 . 1 . 1 )  when rl = 
- + 1 a n d  w h i c h  a r e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  ( 5 . 1 . 2 )  a r e  t h e  f u n c -  
t i o n s ,  

a n d  

(5.1.7) 

(5.1.8) 

The f i r s t  o f  t h e s e  a r e  r e g u l a r  a t  e a c h  p o i n t  i n s i d e  t h e  s p h e r o i d ,  
i n c l u d i n g  t h e  l i n e s  o f  t h e  f o c a l  p o i n t s  o f  t h e  s p h e r o i d ,  a n d  t h e  
s e c o n d  a r e  r e g u l a r  a t  e a c h  p o i n t  o u t s i d e  t h e  s p h e r o i d  a n d  s a t i s f y  
t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  ( t h e  s u p e r s c r i p t  ( 3 )  r e p r e -  /17 
s e n t s . t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  e x p ( - i w t ) ) .  I n  d e t e r m i n i n g  t h e  s p h e r o i d a l -  
f u n c t i o n s  when f -+ 0 ,  

w h e r e  Z n ( k P )  i s  o n e  of  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s .  
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By v i r t u e  o f  t h e  l i n e a r i t y  a n d  h o m o g e n e i t y  o f  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 1 )  
i t s  g e n e r a l  s o l u t i o n  i n  t h e  r e s p e c t i v e  r e g i o n  may b e  c o n s t r u c t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  o f  a l l  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  ( 5 . 1 . 7 )  
or ( 5 . 1 . 8 )  w i t h  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  t h a t  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  

I n  o b l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i s  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

(5.1.10) 

E q u a t i o n  (5.1.10) may b e  o b t a i n e d  f r o m  e q u a t i o n  (5.1.1) b y  s u b s t i -  
t u t i n g  i n t o  i t  -ic for c a n d  is for 5 ( w i t h  s u c h  a s u b s t i t u t i o n ,  
a s  n o t e d  e a r l i e r ,  t h e  s y s t e m s  o f  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  
c o n v e r t  i n t o  s y s t e m s  o f  o b l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s ) .  C o n s e q u e n t -  
l y ,  t h e  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  (5.1.10) may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 1 )  i f  i n  t h i s  l a t t e r  e q u a t i o n  w e  make t h e  
i n d i c a t e d  s u b s t i t u t i o n .  H e r e  t h e  p a r t i a l  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  
( 5 . 1 . 1 0 ) ,  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  p r o d u c t  o f  t h r e e  f u n c t i o n s ,  
e a c h  o f  w h i c h  d e p e n d s  o n l y  on  o n e  c o o r d i n a t e ,  a r e  t h e  f u n c t i o n s  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 5 . 1 . 7 )  a n d  

( 5 . 1 . 1 1 )  

( 5 . 1 . 1 2 )  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 5 . 1 . 8 ) .  The g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  
e q u a t i o n  (5.1.10) may a l s o  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r -  
p o s i t i o n  of  s o l u t i o n s  t o  ( 5 . 1 . 1 1 )  o r  ( 5 . 1 . 1 2 ) ,  d e p e n d i n g  on t h e  
r e g i o n  b e i n g  s t u d i e d .  

The f u n c t i o n s  S(’)(-ie, Q )  a n d  Bki)(-iC, < E )  a r e  c a l l e d ,  r e s p e c -  m? t i v e l y ,  o b l a t e  s p h e r o i d a l  a n g u l a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  s o r t  a n d  
o b l a t e  s p h e r o i d a l  r a d i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t ,  s e c o n d ,  t h i r d  a n d  
f o u r t h  s o r t ,  j = 1, 2 ,  3 ,  4 .  

The f u n c t i o n s  ( 5 . 1 . 7 1 ,  (5.1.8) a n d  (5.1.11), ( 5 . 1 . 1 2 1  a r e  / 1 7 4  
c a l l e d  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  a n d  o b l a t e  s p h e r o i d a l  wave - 
f u n c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  

The  p r o p e r t i e s  o f  t h e  a n g u l a r  a n d  r a d i a l  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  
h a v e  b e e n  s t u d i e d  i n  C37, 3 9 - 4 3 1 .  
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92. A n g u l a r  S p h e r o i d a l  F u n c t i o n s  a n d  C e r t a i n  o f  T h e i r  P r o p e r t i e s .  

Equation (5.1.41, written in the form, 

(5.2.1) 

is characterized by three singular points: regular singular points 
z = 2 1 and substantially by the singular point z = a .  When e = 
0, equation (5.2.1) converts to the equation of adjoint Legendre 
functions (3.3.11, if in (5.2.1) instead of X we take A(X + 1). 
Consequently, the solutions to equation (5.2.1) may be studied as 
generalizations of the adjoint Legendre functions Py(z) and Q X ( z ) .  
Equation (5.2.1) allows solution for any values of the parameters 
X ,  as well as values of the argument z that are arbitrary, includ- 
ing complex values. Each solution may be called a spheroidal func- 
tion. However solutions to the equation that are restricted to the 
interval [-1, +11 do not exist for all values of the parameters X 
and 1-1, but only for certain of them: when 1-1 = m y  where m is an in- 
tegral number, and when X = Xmn(e) where hmn(e) from a denumerable 
sequence of values of the parameter A (eigenvalues of the parameter 
A ) ,  n is whole and n 2 0 (it is obvious that if e = 0, then we must 
have Xmn = n(n + 1) and the restricted solution to equation (5.2.1) 
will be the adjoint Legendre function P:(z)). The solutions to 
equation (5.2.1) which are restricted to [-1, tl] are denoted 

through S , $ & ) ( e ,  Z )  

tions of the first sort. They are determined by a series of adjoint 
Legendre functions, 

and are called prolate spheroidal angular func- 

(5.2.2) 

for the coefficients of which, if we substitute (5.2.2) into (5.2.1) 
when p = m and X = Xmn(e),. we obtain the recurrent relationships, 

r(r-1)c2  
d 2 2  (4 = 0, r > 0,  (2m + 2r - 3)(2m + 2r - I )  4 (5.2.3) /175 

from which they are also computed. Relationships (5.2.3) connect 
the coefficents d p  with the indices r of one and the same parity. 
Therefore there exist two sequences of solutions to equation (5.2.1) 
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w h i c h  a r e  r e s t r i c t e d  when z = 1: o n e  s e q u e n c e  i s  r e p r e s e n t e d  b y  
t h e  e v e n  n u m b e r s  o f  r a n d  t h e  o t h e r  b y  t h e  o d d .  I n  t h i s  r e s p e c t  ex- 
p a n s i o n  ( 5 . 2 . 2 )  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

SgA (c, z)  = 3' d y  (c) P:+, (t), - 1 4 z 4 1, 
r=0.1 

( 5 . 2 . 4 )  

w h e r e  t h e  p r i m e  o v e r  t h e  s i g n  o f  t h e  sum i n d i c a t e s  t h a t  s u m m a t i o n  
i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  e v e n  n u m b e r s  o f  r ,  i f  n - m i s  e v e n ,  a n d  o v e r  
o d d  n u m b e r s  o f  r o n l y  i f  n - m i s  o d d .  

R e l a t i o n s h i p  ( 5 . 2 . 3 )  may b e  s t u d i e d  as  a h o m o g e n e o u s  d i f f e r e n c e  
e q u a t i o n  o f  s e c o n d  o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  A s  i t s  s o l u t i o n  w e  t a k e  o n e  
f o r  w h i c h  

mn w h e r e  U p  = dEr2/dy . 
g u a r a n t e e s  a b s o l u t e  a n d  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  for a l l  
f i n i t e  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  z .  

S u c h  a c h o i c e  o f  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  ( 5 . 2 . 4 )  

The s e c o n d  ( w h i c h  i s  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  Shh)(ez) i n  [-1, 
+1]) s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 )  when = m a n d  A = Am,(e) i s  c o n -  
s t r u c t e d  a n a l o g o u s l y  t h r o u g h  t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n s  o f  s e c o n d  s o r t  
Q R ( z ) .  T h i s  s o l u t i o n ,  h a v i n g  l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  p o i n t s  
z = 2 1, i n  a p p l i c a t i o n  is e n c o u n t e r e d  e x t r e m e l y  r a r e l y ,  a n d  t h e r e -  
f o r e  i t s  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  s t u d i e d  h e r e .  Much more  o f t e n  e n c o u n -  
t e r e d  a r e  t h e  s p h e r o i d a l  a n g u l a r  f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t ,  w h i c h  
a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  S(2)(e, z )  d e t e r m i n e d  f o r  r e a l  or c o m p l e x  v a l u e s  
o f  t h e  a r g u m e n t  z (1.T". 1) b y  t h e  s e r i e s  

( 5 . 2 . 6 )  

w h e r e  Q R ( z )  a r e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t ,  
121 > 1. The c o e f f i c i e n t s  dFn(e) o f  s e r i e s  ( 5 . 2 . 6 )  s a t i s f y  t h e  r e -  
c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p  ( 5 . 2 . 3 ) ,  e x p a n d e d  a l s o  t o  t h e  c a s e  o f  n e g a t i v e  /176 
v a l u e s  o f  r. When r 0 t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  s e r i e s  ( 5 . 2 . 6 )  a g r e e  
w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  s e r i e s  ( 5 . 2 . 4 ) .  When r < 0 ,  t h e  c o e f f i -  
c i e n t s  dgn(e) may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  c o n t i n u e d  f r a c t i o n ,  

( 5 . 2 . 7 )  
BErA2,,,,- . 
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obtained from (5.2.3). Here 

Z r n  = (m + r ) (m + r * 1 )  - Am" (c) f 
2 ( m + r ) ( m + r  + 1)-2m2- 1 

c2 , (2m + 2r - 1) (2m + 2r + 3) 
+ 

(5.2.8) 

- r ( r  - 1 )  ca 
Cr-2.  m- 

( 2 m $ - 2 r - 3 3 ) ( 2 m + 2 r - l )  ' 
It is obvious that A r m  = 0 for r = -2m or for r = 1 - 2m. There- 
fore the uninterrupted continued fraction (5.2.7) for dFn/d$T2  
contains only a finite number of terms for which -2m r < 0 ,  con- 
sequently, all coefficients dFn are equal to zero when r L -2m. 
However, we can show that when P < - 2 m  the functions Q;+,(z) from 
(5.2.6) become infinitely large. In fact, from the functional re- 
lationship (3.3.12) 

QLJ, I (z)  = 'Qr (2) - x c o t A n  Pc(z)  

it follows that 

(5.2.9) 

if we set A = r - m - 1 - E ,  where P - m - 1 is a whole number, 
and E + 0. Since QK-,(z) = lim ( z ) ,  then there follows hence 
the unboundedness of Q#+r(Z) when P < -2m. Along with this, the 
limit of the product of the value d?;+€,  
-P < 
E + 0, remains finite when r > 2m and E + 0, and 

tending to zero when E + 0 ,  
and the functions QZVr+€ ( z ) ,  unboundedly increasing when - 2m, 

The angular function of the second sort S ~ ; ) ( C ,  z ) ,  based on /177 
the above instead of (5.2.6), may be determined by the expansion 

W 

m 
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$ h e r e  P g ( z )  i s  t h e  f i r s t  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  of t h e  a d j o i n t  
, e g e n d r e  f u n c t i o n s  i n  t h e  r e g i o n  ( 2 1  > 1. The c o e f f i c i e n t s  d z y F  
'lay b e ,  w i t h  a n y  d e g r e e  o f  a c c u r a c y ,  c o m p u t e d  f r o m  ( 5 . 2 . 7 )  ( s e e ,  
- o r  e x a m p l e ,  [ 3 9 ] ,  C h . 3 ) .  For a u n i q u e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  f u n c -  

Lion SAi)(c, Z )  i n  t h e  c a s e  o f  c o m p l e x  v a l u e s  o f  z ,  i t  i s  n e c e s s a r y  

io m a k e  a b r a n c h  c u t  a l o n g  t h e  r e a l  a x i s  i n  t h e  p l a n e  z f r o m  -co t o  
11. 

The e i g e n v a l u e s  X,,(C) o f  t h e  p a r a m e t e r  X a r e  t h e  s o l u t i o n s  
io t h e  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  Xmn(e) h a v i n g  t h e  f o r m  
:If  a c o n t i n u e d  f r a c t i o n  

d h e r e  

( 5 . 2 . 1 2 )  

, r > 0,. 1 "'[ 2 ( 2 m + 2 r - l ) ( 2 m + 2 r + 3 )  
4m2 - 1 + - 1- 

r ( r  - 1) (2m + r )  (2m + r - 1) CJ 
(2m + 2r - 1)2(2m + 2r - 3 )  (2m -+ 2r +.1) 

, r ' k . 2 .  ~. . . m 
Br = ~ 

For a u n i q u e  d e t e r m i n a t i o n  of t h e  c o e f f i c i e n t s  d Z n ,  a s  t h e  n o r m a l -  
i z i n g  c o n d i t i o n  we t a k e  t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

(n-") i s  e v e n  (5.2.13) /17 8 
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on the basis of which in the first case we have 

2.--( n;m ) I  ( n + m  2 ,  )! ' 

and in the second, when n - m is odd, 
h I . -  +# (-I) (r + 2m + I )  I A ( t - 1  ( r + 2 h + l j I  d,""(c) = 

P I  2' 
2 2 

n t  

5= 

2 

(5.2.14) 

(5.2.15) 

Conditions (5.2.14), (5.2.15), along with the recurrent relation- 
ships (5.2.31, fully determine the coefficients of expansion d ( l l n ( e ) .  

Since the form of equation (5.2.1) does not vary by substitu- 
ting - v  f o r  l . ~  in it, it is then obvious that along with the angular 
€unctions Smn(c? x )  its solutions will also be the functions 
S-m,n(e, z )  (11 = A = A-m,n(e)). If we determine, f o r  example, 
the functions Sh:l{e , z )  by the series, 

then on the basis of (3.3.22) we will have the expansion, 
a 

whose coefficients (-l>mr!dpm,n(e)/(2m + r ) !  satisfy the recurrent - /17 
relationships in (5.2.3). Consequently, 

(5.2.18) 



If w e  s e t  

t h e n  

a n d  

( 5 . 2 . 1 9 )  

( 5 . 2 . 2 0 )  

( 5 . 2 . 2 1 )  

L e t  u s  m e n t i o n  s e v e r a l  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  a n g u l a r  f u n c -  
t i o n s .  

1. The a n g u l a r  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  S & h ) ( e ,  z )  f o r m  i n  [-1, 
+1] a c o m p l e t e  a n d  o r t h o g o n a l  s y s t e m  o f  f u n c t i o n s ,  a n d  

w h e r e  6nn' i s  t h e  K r o n e c k e r  s y m b o l ,  a n d  

( 5 . 2 . 2 2 )  

( 5 . 2 . 2 3 )  

2 .  When e + 0 ,  t h e  e i g e n v a l u e s  Amn(e) + Xmn(0) = n(n + l), 
a n d  ShA)(e, z )  + P$(cos e ) ;  a l l  c o e f f i c i e n t s  d?$n(e) , w i t h  t h e  e x c e p -  
t i o n  o f  d E E m ( c ) ,  t e n d  t o  z e r o ,  b u t  dEnm(e) + 1. More c o m p l e t e  i n -  
v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  b e h a v i o r  of t h e  c o e f f i c i e n t s  d$n(e) f o r  s m a l l  
v a l u e s  o f  e w i l l  l e a d  t o  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s :  

mn (n + m) I ( 2 n - 4 k  + 1 )  I! ( 2 n - 2 k  - 1111 C 2 k  
dn-m-*k (c) 

(n + m- 2k) I (2n + 1) 11 2k !I (2n  - 1) 11 
9 

( 5 . 2 . 2 4 )  n-m 
2 

0 .<.: k -< 9 

mn (--l)k(n - m + 2k - 1) I (2rt - 1) I! (2n + 1) 11 C2k, & - m + 2 k ( C ) z  ~ ( 5 . 2 . 2 5 )  (n - m) I (2n + 4k - 1) I t  2k I! (2n  + 2k + I)  !I 

Hence  
p o s i t i v e ,  a n d  for r > n - m t h e i r  s i g n s  a l t e r n a t e ,  a n d  a l l  o f  t h e m ,  /180 
w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  dzcm(e) 

it  i s  c l e a r  t h a t  a l l  c o e f f i c i e n t s  d m n ( e >  P f o r  r < n-m r e m a i n  

d r o p  t o w a r d  z e r o  when 

167 



I I I 1l11l11l11111ll11 I l l 1  I I1 

. When e -+ 0 ,  1 n-m-r I e -+ 0 ,  as  e 

( 5 . 2 . 2 6 )  

3 .  When n -+ 03 w e  h a v e  t h e  a s y m p t o t i c  a p p r o x i m a t i o n s ,  

Here a l l  c o e f f i c i e n t s  d m n ( e )  , w i t h  t h e  e x c e p t i o n  of  Gn,(e) , t e n d  
t o  z e r o ,  b u t  d n - , ( e )  + f .  
( 5 . 2 . 3 )  we c a n  e s t a b l i s h  t h a t  a s y m p t o t i c a l l y ,  

m n  From t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  i n  

(n + m) ! (2n - 4k c 1 )  I! (2n - 2k - I )  !! ~ 2 k  
d?%-2k(c) - 

(n+m-2k) ! (2n+  1)!1(2k)II(2n- l)!!  ' 

O < k r  n-m 
-- " -2 

( 5 . 2 . 2 8 )  

k >  1. ( 5 . 2 . 2 9 )  

4 .  D i f f e r e n t  m e t h o d s  e x i s t  f o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  a n g u l a r  
s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  w h i c h  d i f f e r  f r o m  ( 5 . 2 . 4 ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  they 
may b e  d e t e r m i n e d  by e x p a n s i o n s  i n  p o w e r s  o f  1 - Z 2 :  

" 

k=O 

(n-m) i s  e v e n  ( 5 . 2 . 3 0 )  
m m  .._ . 

sg (c, 2) = 2 (1 - 22)T 2 cyt ( 1  - 2 ) k ,  
k=O 

(n-m) i s  odd '  ( 5 . 2 . 3 1 )  

w h e r e . t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  cHz a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  c o -  
e f f i c i e n t s  d$n by  t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

( 5 . 2 . 3 2 )  
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F r o m  ( 5 . 2 . 3 0 ,  ( 5 . 2 . 3 1 )  t h e  c h a r a c t e r  of t h e  p a r i t y  o f  t h e  a n g u l a r  

f u n c t i o n s  S&A)(c, z )  

t i o n s  si;)(c , z )  a r e  e v e n  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t  Z ,  a n d  w i t h  a n  

odd  ( n  - m )  t h e  f u n c t i o n s  S&;)(C,Z) a r e  o d d  r e l a t i v e  t o  z .  

i s  q u i t e  c l e a r :  when ( n  - m) i s  e v e n  t h e  f u n c -  

5 .  The  p a r t i a l  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o l a t e  a n g u l a r  f u n c t i o n s  a r e  

= - -!- F: ( r  + 1) (r  + 2) df" (4, 
r= , 1 

2 

( 5 . 2 . 3 3 )  

( 5 . 2 . 3 4 )  

( 5 . 2 . 3 5 )  

I n  t h e  p a s t  we h a v e  b e e n  c o n c e r n e d  w i t h  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 2 . 1 )  
w r i t t e n  i n  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  
b y  s u b s t i t u t i n g  -;e f o r  e i n  i t  w e  o b t a i n  a n  e q u a t i o n  f o r  t h e  o b l a t e  
a n g u l a r  f u n c t i o n s  w h i c h ,  u n l i k e  t h e  p r e v i o u s  o n e s ,  a r e  d e n o t e d  
t h r o u g h  Smn(-ie, z ) .  They  r e p r e s e n t  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d a l  e i g e n -  
v a l u e s  h m n ( - i c ) ,  nd  i n  t h e  case  o f  r e a l  v a l u e s  o f  t h e  a r g u m e n t  Z 
t h e  f u n c t i o n s  SAA?(-ie, Z )  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p a n s i o n ,  

00 

s:!!(-i~, Z) = ~ ' d ; " " ( - l c ) f ' ~ + , ( ~ ) ,  --l,<z'-< 1, ( 5 . 2 . 3 6 )  
t=O,  1 

/ 1 8 2  a n d  a r e  r e s t r i c t e d  t o  [-1, +1] by  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n  

- ( 1  d -23)- dY + 
dz dz 

+ ( A,,,, (- ic) + c2z2 - nt2 ) f J = O .  
1 - 2 ,  

( 5 . 2 . 3 7 )  
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The c o e f f i c i e n t s  dZn(-ie) s a t i s f y  t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  i n  
( 5 . 2 . 3 )  w h e r e  c i s  s u b s t i t u t e d  by  -ie. 

A l l  t h e  r e l a t i o n s h i p s  a n d  f o r m u l a s ,  o b t a i n e d  a b o v e  f o r  t h e  

f u n c t i o n  Shh'(e, 21, a r e  v a l i d  a l s o  f o r  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d a l  a n g u -  

lar f u n c t i o n s  i f  i n  t h e m  w e  s u b s t i t u t e  -ic for e. H e r e  t h e i r  p r o -  
p e r t i e s  a r e  a l s o  r e t a i n e d  a n d  t h e r e  i s  no  n e c e s s i t y  f o r  a s e p a r a t e  
i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  o b l a t e  a n g u l a r  f u n c t i o n s .  

5 3 .  R a d i a l  S p h e r o i d a l  F u n c t i o n s  and Cer t a in  o f  The i r  P r o p e r t i e s .  

The r a d i a l  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  i n  p r o l a t e  or o b l a t e  s p h e r o i d a l  
c o o r d i n a t e s  a r e  s o l u t i o n s  t o  e q u a t i o n  ( 5 . 1 . 5 )  when u = m a n d  X = 
Amn(e) or s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n  

( 5 . 3 . 1 )  

o b t a i n e d  f r o m  ( 5 . 1 . 5 )  when p = m y  X = X m n ( - i c )  b y  s u b s t i t u t i n g  is 
f o r  5 a n d  -ic f o r  e i n  i t  ( h e r e  it i s  a s s u m e d  t h a t  h m n ( e )  a n d  
Xmn(-ie) a r e  e i g e n v a l u e s  of  t h e  p a r a m e t e r  A ,  f o r  w h i c h  t h e r e  e x i s t  
t h e  a n g u l a r  f u n c t i o n s  Smn(e, 11) a n d  S m n ( - i e ,  0 1 ,  r e s p e c t i v e l y  t h a t  
a r e  r e s t r i c t e d  t o  E - 1 ,  +I]. .As a l r e a d y  n o t e d ,  t h e  p r o l a t e  r a d i a l  

R A i )  a r e  r a d i a l  f u n c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y ,  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  

s o r t ,  a n d  Rmn ( 3 ) y ( 4 )  a r e  t h e i r  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  ( 5 . 1 . 6 ) .  

s o  d e f i n e d  t h a t  w i t h  d e g e n e r a t i o n  of  t h e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  i n t o  

a n d  R i : ) ( e ,  5 )  a r e  r e d u c e d  t o  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  j n ( k r ) ,  

n n ( k r )  , hA1)(kP) a n d  hh2)(kr) , r e s p e c t i v e l y .  The p r o l a t e  s p h e r o i d a l  
r a d i a l  f u n c t i o n s  a r e  g i v e n  by  s e r i e s  s u c h  a s :  

f u n c t i o n s  a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  Rmn ( i )  , j = 1, 2 ,  3 ,  4, w h e r e  Rmn ( 1 )  , 

s p h e r i c a l  o n e s ,  t h e  f u n c t i o n s  R h n  1 )  (e, 51 ,  RAi)(e, E ) ,  R m i ) ( e ,  ( 

They a r e  

E ) ,  

/ 1 8 3  
_. 

1 ' . I"*X. 
I t 2  

( 5 . 3 . 2 )  - .  
r=O. I ' 

r=O. I 
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( 5 . 3 . 3 )  

( 5 . 3 . 4 )  

c o n s t r u c t e d  i n  s u c h  a m a n n e r  t h a t  when eS + a, , w e  o b t a i n  f r o m  t h e m  
t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s ,  

( 5 . 3 . 5 )  

If w e  s u b s t i t u t e  is f o r  5 a n d  -ie f o r  e i n  ( 5 . 3 . 2 )  - ( 5 . 3 . 4 )  
we o b t a i n  s e r i e s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d a l  r a d i a l  f u n c -  

t i o n s  Rh$)(-ie, is), j = 1, 2 ,  3 ,  4 ,  r e s p e c t i v e l y .  

S e r i e s  ( 5 . 3 . 2 )  c o n v e r g e s  a b s o l u t e l y  a n d  u n i f o r m l y  i n  a n y  f i n i t e  
i n t e r v a l  o f  v a r i a t i o n  i n  et, a n d  i t s  c o n v e r g e n c e  i s  i m p r o v e d  w i t h  /184 
d e c r e a s e  i n  e<. S e r i e s  ( 5 . 3 . 3 )  c o n v e r g e s  v e r y  s l o w l y  or e v e n  d o e s  
n o t  c o n v e r g e  w i t h  s m a l l  v a l u e s  o f  e<. S e r i e s  ( 5 . 3 . 4 )  f o r  r a d i a l  
f u n c t i o n s  of  t h e  t h i r d  a n d  f o u r t h  s o r t  a r e  a l s o  o n l y  s l i g h t l y  f e a -  
s i b l e  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  e<. 

From c o m p a r i s o n  o f  e q u a t i o n s  ( 5 . 1 . 4 )  a n d  ( 5 . 1 . 5 )  i t  i s  c l e a r  
t h a t  t h e y  a r e  e q u a t i o n s  o f  o n e  a n d  t h e  same t y p e ,  b y  v i r t u e  o f  w h i c h  
b e t w e e n  t h e  a n g u l a r  a n d  r a d i a l  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  t h e r e  e x i s t s  a 
r e l a t i o n s h i p  t h a t  i s  e x p r e s s e d  i n  t h e i r  p r o p o r t i o n a l i t y  t o  o n e  a n -  
o t h e r  ( p  = m ,  X = A m n ) .  T h u s ,  t h e  a n g u l a r  a n d  r a d i a l  f u n c t i o n s  o f  
t h e  f i r s t  s o r t  i n  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  a r e  c o n n e c t e d  
among t h e m s e l v e s  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  p r o p o r t i o n a l i t y ,  
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w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  p r o p o r t i o n a l i t y  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x -  
p r e s s i o n s  , 

m 
(2m+ l ) ( n + m ) l  c ' d , " " ( c ) '  (2m + r )  I 

rf 
.. ___I 

r=O -- . k?g (c) = 
2?+"' d r  (c) cm m ! ( y-)1 ( n y ) ,  ' ( 5 . 3 . 7 )  

(n-m) i s  e v e n  

( i t  i s  a s s u m e d  t h a t  w i t h  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  r e g i o n  121 > 1 t o  t h e  
r e g i o n  I z I  < 1 i n  t h e  e x p r e s s i o n  of t h e  a d j o i n t  f u n c t i o n s  a n d  i n  
f o r m u l a  ( 5 . 3 . 2 )  t n e  f a c t o r  ( z 2  - l ) m l 2  i s  s u b s t i t u t e d  b y  t h e  f a c t o r  
(1 - z 2 ) m / 2  a n d  v i c e  v e r s a ) .  F o r  t h e  p r o l a t e  f u n c t i o n s ,  

w h e r e  

r=O k,lt?, (- ic) = 
2n+m dV(- ic) cm m I ( 'im)' ( n : m ) !  ' ( 5 . 3 . 1 0 )  

( n - m )  i s  e v e n  

(- ic) = 

W 

im+l (2m+3) (A+m+ I ) !  E' d:'"(-ic) (2m + r ) !  
r l  

- . -  ._ ( 5 . 3 . 1 1 )  - / 1 8  r= 1 - 

! n - m - 1  ,i ( n + m +  I j ' 
2 

2""'" dy (- ic) cm+l m ! 

(n-m) i s  odd  

The a n g u l a r  a n d  r a d i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  a r e  c o n n e c t e d  
among t h e m s e l v e s  by t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  p r o p o r t i o n a l i t y ,  

SA:; (c, z) = (c) R% (c, z), ( 5 . 3 . 1 2 )  
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i n  w h i c h  

( 5 . 3 . 1 3 )  

I n  o b l a t e  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s ,  

w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  d e t e r m i n e d ,  as  i n  f o r m u l a s  ( 5 . 3 . 1 3 1 ,  
( 5 . 3 . 1 4 1 ,  by s u b s t i t u t i n g  -ie f o r  e .  

On t h e  b a s i s  o f  ( 5 . 2 . 1 1 )  f r o m  ( 5 . 3 . 1 2 1 ,  we f i n d  t h a t  

a n d  a n a l o g o u s l y  i n  t h e  c a s e  of o b l a t e  c o o r d i n a t e s ,  

R!2 (- ic, f E )  = ' I x  
( - ic) 

/186 
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S e r i e s  ( 5 . 3 . 1 6 )  c o n v e r g e s  w e l l  f o r  n o t  t o o  l a r g e  v a l u e s  o f  c a n d  
f o r  v a l u e s  o f  5 n e a r  u n i t y  ( 5  # 1). S e r i e s  ( 5 . 3 . 1 7 )  c o n v e r g e s  w e l l  
f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  c a n d  f o r  v a l u e s  o f  5 n e a r  z e r o  ( 5  # 0 ) .  T h e s e  
p r o p e r t i e s  o f  s e r i e s  ( 5 . 3 . 1 6 ) ,  ( 5 . 3 . 1 7 )  make t h e m  s u i t a b l e  f o r  com- 
p u t i n g  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  s o r t  i n  t h e  c a s e  o f  s m a l l  
v a l u e s  o f  C S ,  when s e r i e s  ( 5 . 3 . 3 ) ,  ( 5 . 3 . 4 )  a n d  t h e  s e r i e s  o b t a i n e d  

f r o m  t h e m  f o r  Rmn (3)'(4)(-$c, $ 5 )  become p r a c t i c a l l y  u n s u i t a b l e  f o r  

s u c h  p u r p o s e s .  

From ( 5 . 3 . 6 )  a n d  ( 5 . 3 . 1 6 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  p r o l a t e  r a d i a l  
s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  s o r t  h a v e  n o  s i n g u l a r i t y  a t  t h e  
p o i n t s  5 = 2 1, w h e r e a s  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  sort 
a t  t h e s e  p o i n t s  h a v e  l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t y .  

The W r o n s k i a n  f o r  t h e  p r o l a t e  r a d i a l  f u n c t i o n s  i s  e q u a l  t o  

a n d  f o r  t h e  o b l a t e  r a d i a l  f u n c t i o n s ,  

( 5 . 3 . 1 8 )  

( 5 . 3 . 1 9 )  

( 5 . 3 . 2 0 )  

( 5 . 3 . 2 1 )  

The p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  t o  t h e  r a d i a l  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  a r e :  

( 5 . 3 . 2 2 )  - / 1 8 7  
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- . .......- .,,... .-.., ...,, , , , 

R 6 r ( c ,  1) = 

( 5 . 3 . 2 3 )  
n is even 

r=O 

n is odd 

2“ c (‘G) 1 (7) n t l  I d p ( c )  

. , (a-1) is even 
3 ( n +  I ) !  ( 5 . 3 . 2 4 )  

n - m  

, (a-m) is even 
(2m + 1) (n 4- m) 1 

, (n-m) is odd 
(2m -t 3) (n + m + 1) I 

( 5 . 3 . 2 6 )  
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( 5 . 3 . 2 7 )  

I= Rg(- ic, io) = - 1 
CR:~'  (- ic, io) 

m 
im-"-' (2m + 3),  X' d,m" (- (c) . (2nt + r) I 

r= - 2m+l 

( 5 . 3 . 2 9 )  

( 5 . 3 . 3 0 )  

. . . -  - - r=O - 
2" ! P+l dom" (- C) 
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X 
jn--m-i (2m - 3) (2m - 1) t ~ 2  I Cm-a IC 

.~ - - 

. .  
F I  

( 5 . 3 . 3 2 )  

5 4 .  Expansion o f  Plane and Spherica l  Waves According t o  Spheroidal 
Wave Funct ions .  In tegra l  Representat ions  o f  

Spheroidal Wave Funct ions .  

If we e x p a n d  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  ( 2 . 5 . 3 )  o f  t h e  H e l m h o l t z  e q u a -  / 1 9 0  
t i o n  ( 2 . 5 . 2 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  
( 5 . 1 . 7 1 ,  ( 5 . 1 . 8 )  b y  t h e  same m a n n e r  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e s ,  w e  
f i n d  t h a t  

w h e r e  d o m  i s  t h e  K r o n e c k e r  s y m b o l .  I f  w e  b e a r  i n  mind  t h e  d i s c u s -  
' s i o n  g i v e n  i n  52  o f  t h i s  c h a p t e r ,  r e l a t i v e  t o  t h e  a n g u l a r  f u n c t i o n s  

w i t h  i n t e g r a l  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  i n d e x  m ,  t h e n  e x p a n s i o n  ( 5 . 4 . 1 )  
may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

The e x p a n s i o n  f o r m u l a s  for a s p h e r i c a l  wave ( 2 . 5 . 1 )  a c c o r d i n g  t o  
t h e  o b l a t e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 5 . 4 . 1 1 ,  
( 5 . 4 . 2 )  b y  s u b s t i t u t i o n  o f  is f o r  5 a n d  -ie for e i n  t h e m .  

1 7 7  
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If we remove the source to infinity and u s e  the asymptotic 
( 3 )  formula for the functions Rmn ( e ,  5 0 )  (5.3.51, from (5.4.1) in the 

usual manner we find the expansion of the plane wave (2.3.1) accord- 
ing to the prolate spheroidal wave functions: 

where in spheroidal coordinates, 

(5.4.3) 

cos y = cos e cos e,, + sin 9 sin'$ COS (cp - q0). 

Formula (5.4.3) may be written in the form, 

(5.4.5) 

If we substitute i <  for < and -ie for e in (5.4.3), (5.4.5), we 
obtain the expansions of the plane wave according to the oblate 
spheroidal wave functions. 

By multiplying both parts of expansion (5.4.3) by 

and integrating them over '110 from -1 to 1 and over $ 0  from 0 to 2 n ,  
we find the integral representation of the prolate spheroidal wave 
functions (5.1.7) 

2r 1 

or by substituting cos 0 0  for n o ,  

(5.4.6) 
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o r  

( 5 . 4 . 8 )  

( 5 . 4 . 9 )  /192 

For t h e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  ( 5 . 1 . 8 ) ,  t h e  formulas f o r  t h e  
i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  h a v e  t h e  form: 

- - i-" erk(nR' S,, (c ,  tio) e'mrpo d rlo d cpo, 
2n . 

0 loa 

( 5 . 4 . 1 0 )  

( 5 . 4 . 1 1 )  

17 9 
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After substituting for 5 and -;e for e in (5.4.6) - (5.4.11),we 
find the formulas for the integral representation of the oblate 
spheroidal wave functions [in (5.4.101, (5.4.11), 517 > 1, 5 # 1, 
0 < 17 L 1; if -1 2 17 < 0 ,  - i k ( n R )  must be substituted for ik(nR)]. 

By using the formulas for the integral representation of the 
wave functions, we can establish a series of relationships between 
the spherical and the spheroidal functions which will be useful in 
application. In particular, we find the relationships: 

(5.4.13) - /193 

(5.4.14) 

(5.4.15) 

Furthermore, from them we can obtain the integral representations 
for the radial spheroidal functions. In particular, 

(n-tn)  is even (5.4.16) 

I (n -m)  .is odd 

(5.4.17) 
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( 5 . 4 . 1 8 )  / 1 9 4  
n 

s,, (c, COS e,) (sin Oo)m+l d 8,. x s ~eicEcoa9* 
- r i m  2 

n a n a l o g o u s  t y p e  o f  f o r m u l a  i s  o b t a i n e d  f o r  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d a l  
u n c t i o n s  b y  s u b s t i t u t i n g  f o r  5 a n d  -;e f o r  e i n  ( 5 . 4 . 1 2 )  - 
5 . 4 . 1 8 ) .  

55. A d d i t i o n  Theorems f o r  S p h e r o i d a l  Wave F u n c t i o n s .  

L e t  u s  g i v e  t w o  s p a t i a l  r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s -  
e m s  ( ~ 1 ,  y1 ,  21) a n d  ( 2 2 ,  y 2 ,  2 2 )  w i t h  p a r a l l e l  a n d  i d e n t i c a l l y  
i r e c t e d  r e s p e c t i v e  a x e s  O j Z j ,  Ojyj, OjXj ( j  = 1, 2 )  a n d  t h e  c o n -  
e r s i o n  f o r m u l a s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e m ,  

( 5 . 5 . 1 )  

1 f  t h e  s y s t e m  o f  l o c a l  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  ( c j ,  q j ,  @ j ) .  I n  
lath o f  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  g i v e n  s y s t e m s  o f  s p h e r o i d a l  
l a v e  f u n c t i o n s ,  

rnd 

( 5 . 5 . 3 )  

In = 0 ,  1, 2 ,  . . . ,  Iml 1. n ;  j = 1, 2 ) .  L e t  u s  f i n d  f o r m u l a s  w h i c h  
. r i l l  a l l o w  w r i t i n g  e a c h  o f  t h e  wave f u n c t i o n s  ( 5 . 5 . 2 )  or ( 5 . 5 . 3 )  
~ e l o n g i n g  t o  t h e  j - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  t h r o u g h  t h e  wave f u n c -  
i i o n s  w r i t t e n  i n  t h e  S - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( j  = 1 o r  j = 2 ;  

= 1, 2 a n d  j # s). F o r  t h i s ,  l e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  
p l a n e  wave (2.3.1), a f t e r  w r i t i n g  i t  i n  t h e  j - t h  l o c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  i n  t h e  f o r m  

1 8 1  



( r j  = rj,  + rs, Fig. 19) where the vector n, which determines the 
direction of propagation of the wave front, forms with the axis 

the angle a ,  and its projection onto the plane forms z!:i the positive direction of the axis OjXj the ang?iX$!' There- 
fore, in (5.5.41, 

(nr,) = 21 COS a + XI sin a cos + 91 sin a sin p, 
(5.5.5) 

where the Cartesian coordinates are coupled with the spheroidal ~~ / 
formulas (5.5.1). In the local spherical coordinates r j ,  e j ,  ( p i ,  

(mi) = t-l [cos Bi cos a + sin ej  sin a cos (cpl - @)I. 
(5.5.6) 

On the basis of (5.4.3) the right hand side of (5.5.4) can be 
written in the form of an expansion according to the spheroidal 
wave €unctions, 

w n  

(5.5.7) 

Fig. 19. Addition Theorem for Spheroidal Wave Functions. 

After multiplying both parts of (5.5.7) by 

1 8 2  



. . . - _....., ., -~ ~~ . . . . 

id integrating them over f3 from 0 to 2 n ,  and over c1 along one of 
ie boundaries el, e g ,  e4 (el is the boundary with ends at the 
lints 0 and n ;  e3 is the boundary with ends at the points 0 and 

7r - i 0 0 ;  e4 is the boundary with ends at the points - 4 - i OD and IT) 

2 find with the aid o f  formulas ( 5 . 4 . 7 ) ,  ( 5 . 4 . 1 0 ) ,  ( 5 . 4 . 1 1 1 ,  
5 . 2 . 2 . ) ,  ( 3 . 6 . 1 1 ) ,  ( 3 . 6 . 1 4 ) ,  ( 3 . 4 . 1 2 )  and ( 3 . 4 . 1 3 )  the desired 
armulas-, i.e., the addition theorems for the prolate spheroidal / 1 9 6  
ave functions. They may be written in the form, 

m n  

n=O m=O 

( 5 . 5 . 8 )  

here 

:ere through 2 = r j s y  @ j s ,  + j ~  we denote the spherical coordinates 
r>f the point O S ,  i.e., the origin of the s-th local system of CO- 
Jrdinates, in the j-th system ( 2  is the distance between O j  and OS; 
I = r j s  = r s j ) ;  through z , ( k Z )  we denote one of the spherical 

4L2)(kZ). 
3re determined just as in ( 3 . 4 . 1 4 ) ,  ( 3 . 4 . 1 5 ) .  

:esse1 functions: z i 1 ) ( k Z )  = ja(kZ); z o  ( 3 ) ( k ~ )  = T $ ) ( ~ Z ) ,  z k 4 ) ( k ~ )  = 

The values of a$t+m, m ,  r + P y  P )  and bAt+m, m ,  r + P : ,  P )  

1 8 3  
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I n  t h e  ca se  o f  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s ,  c o n t a i n i n g  t h e  r a d i a l  

f u n c t i o n  R$i)(ej, Sj) i n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 5 . 8 )  f o r m u l a  

( 5 . 5 . 8 )  r e m a i n s  v a l i d  f o r  v a l u e s  o f  S j s  > 5 , .  I n  t h e  ca se  i f  t h e  
wave f u n c t i o n  i n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 5 . 8 )  c o n t a i n s  t h e  r a d i a l  

f u n c t i o n  Rb:)(ej, S j )  or R(4)(cj, Sj), f o r m u l a  ( 5 . 5 . 8 )  c a n  b e  u s e d  

o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  2 > f s S s  ( j u s t i f i c a t i o n  o f  t h e  s u b s t i -  
t u t i o n  o f  t h e  o r d e r  o f  s u m m a t i o n  a n d  i n t e g r a t i o n  i n  d e r i v i n g  t h e s e  
f o r m u l a s  r e q u i r e s  t h a t  Z - > fiEjslqjsl 

< 

P4 

> fj + fs a l s o ) .  

When 2 < f s S s  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  /1 
~~~ 

wave f u n c t i o n s  a s s u m e  t h e  f o r m ,  

m n  

n=O m=O 

w h e r e  

a 

( 5 . 5 . 1 1 )  

( 5 . 5 . 1 2 )  

F o r m u l a  ( 5 . 5 . 1 1 )  i s  o b t a i n e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e v i o u s  p l a n  a f t e r  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p l a n e  wave i n  t h e  f o r m  o f  ( 5 . 5 . 4 )  a n d  e x p a n -  
s i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  o f  t h e  f a c t o r  

e Here a s  t h e  a u x i l i a r i e s  w e  u s e  t h e  f o r m u l a s  
i k  ( n r j ,  1 

( 5 . 5 . 1 3 )  

1 8 4  
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o b t a i n e d  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 5 . 2 . 2 1 ,  ( 3 . 4 . 1 2 1 ,  ( 3 . 4 . 1 3 )  a n d  ( 5 . 4 . 1 4 ) .  
Here 

b u t  

r+p+f+m 

r+a+t+m 

, 2 ( n + m ) !  
(2n+ I ) (n-" ) !  

k,, = 

( 5 . 5 . 1 5 )  

( 5 . 5 . 1 6 )  / 1 9 8  

( 5 . 5 . 1 7 )  

W i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  s p h e r o i d a l  p r o l a t e  c o o r d i n a t e s  i n t o  
s p h e r i c a l  o n e s ,  f o r m u l a s  ( 5 . 5 . 1 1 )  a n d  ( 5 . 5 . 8 )  c o n v e r t  i n t o  t h e  
f o r m u l a s  i n  ( 3 . 7 . 2 0 1 ,  w r i t t e n  r e s p e c t i v e l y  f o r  t h e  c a s e  r j s  > rS 
a n d  r js  r s .  

W i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  j - t h  s y s t e m  o f  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  
i n t o  a s p h e r i c a l  o n e  ( j  = 1 or j = 2 1 ,  f r o m  ( 5 . 5 . 8 )  a n d  ( 5 . 5 . 1 1 )  w e  
o b t a i n  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  w h i c h  g i v e  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  s p h e r i -  
c a l  wave f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  w r i t -  
t e n  i n  t h e  s - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( s  = 2 o r  s = 1). On t h e  
c o n t r a r y ,  w i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  S - t h  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i n t o  
a s p h e r i c a l  o n e ,  f r o m  f o r m u l a s  ( 5 . 5 . 8 )  a n d  ( 5 . 5 . 1 1 )  w e  o b t a i n  t h e  
e x p a n s i o n s  o f  t h e  s p h e r o i d a l  p r o l a t e  wave f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  
t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s ,  w r i t t e n  i n  t h e  S - t h e  s y s t e m  o f  c o -  
o r d i n a t e s .  

When t h e  a x e s  O j Z j  o f  b o t h  l o c a l  s y s t e m s  o f  c o o r d i n a t e s  c o i n -  
c i d e  ( t h e  c o o r d i n a t e  s p h e r o i d s  o f  t h e  s y s t e m s  a r e  c o a x i a l ) ,  i n  
f o r m u l a s  ( 5 . 5 . 8 )  a n d  ( 5 . 5 . 1 1 1 ,  e j s  = + 1 o r  0 j s  = - 1 a n d  ( p j  = $ s .  

As a r e s u l t ,  i n  ( 5 . 5 . 8 )  w e  w i l l  h a v e  T m n p q  ( 1 ) > ( 3 ) > ( 4 )  0 ,  if p = m # 0 ,  

a n d  f o r m u l a  ( 5 . 5 . 8 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 5 . 5 . 1 8 )  

1 8 5  



I f ,  f u r t h e r m o r e ,  p = m = 0 ( t h e  wave f u n c t i o n s  d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  
a z i m u t h  a n g l e  $ 1  , t h e n  

a n d  t h e  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 8 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

(c,t E, )  so0 (c,, 3,). = 
(3)v (4) 

I n  a n a l o g o u s  c a s e s ,  f r o m  ( 5 . 5 . 1 1 )  w e  o b t a i n  t h e  f o r m u l a s ,  / 1 9 '  - 

( 5 . 5 . 2 0 )  

( 5 . 5 . 2 1 )  

If i n  d e r i v i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  
wave f u n c t i o n s  ( 5 . 5 . 2 )  a n d  ( 5 . 5 . 3 )  we t a k e  i n s t e a d  o f  ( 5 . 4 . 3 )  t h e  
e x p a n s i o n  o f  t h e  p l a n e  wave i n  t h e  f o r m  o f  ( 5 . 4 . 5 )  a n d  t h e  r e s p e c -  
t i v e  f o r m u l a s  o f  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s p h e r o i d a l  a n d  
s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s ,  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  may b e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m ,  

1) (3). (0' 

2 Q%;:3)D (4) (q, c,; I, 

RI P'IP (c,, E, )  s p q  (ct7 7,) = 

= 2 Si, (c,, q,) x 
n=O m=-n ( 5 . 5 . 2 2 )  

x R$ I n  (c,, E,) efmgS, 

w h e r e  

( 5 . 5 . 2 3 )  
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In the case when the coordinate spheroids are coaxial ( p  = 
m # 0 ,  $j = $ S I ,  we obtain the formula, 

n=p 

and with axial symmetry ( p  = m = O ) ,  

( 5 . 5 . 2 4 )  

( 5 . 5 . 2 5 )  



PART TWO 
C H A P T E R  6 

DIFFRACTION OF ELECTROMAGNETIC WAVES ON CIRCULAR CYLINDERS 

9 1 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave o n  One C y l i n d e r .  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r i c  

a n d  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  1 ~ -  a n d  a c o n d u c t i v i t y  B = 0 = 

~ J - E )  l e t  t h e r e  b e  c o n t a i n e d  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r  
e 2  
w i t h  t h e  p e r m e a b i l i t i e s  ~ 2 ,  1 ~ 2  a n d  a c o n d u c t i v i t y  a 2 ( k 2  ( ~ 1 ~ 1 - 1 2 ~ 2  + 
i 4 ~ r w p 2 0 2 ) / c ~ ) ,  o c c u p y i n g  i n  a c y l i n d r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  p ,  
$, z a n  a r e a  o f  s p a c e  p a ( t h e  a x i s  Oz o f  t h e  s y s t e m  i s  d i r e c t e d  
a l o n g  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r ) ,  a n d  l e t  t h e r e  b e  i n c i d e n t  o n  t h e  
c y l i n d e r  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave ( 1 . 3 . 4 )  w h i c h  p r o p a g a t e s  i n  
t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i t  v e c t o r  n ( n l  p l .  4 = 0 a n d  f o r m s  a n  a n g l e  
0 w i t h  t h e  a x i s  z )  a n d  i s  p o l a r i z e d  s u c h  t h a t  t h e  v e c t o r  o f  t h e  
e l e c t r i c a l  i n t e n s i t y  E o  o f  t h e  wave i s  d i r e c t e d  a t  a n  a n g l e  a. t o  
t h e  p l a n e  $ = 0 ( F i g .  2 0 ) .  The  p r o b l e m  i s  f o r m u l a t e d  o n  d e t e r m i n i n g  
t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  o u t s i d e  a n d  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r  , w h i c h  o c c u r  
w i t h  i n c i d e n c e  of  t h e  p l a n e  wave on  t h e  c y l i n d e r .  A s  u s u a l ,  a 
s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  r e d u c e d  t o  s o l  i n g  a u n i f o r m  
s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  ( 1 . 1 . 4 )  ( p  = 0 ,  J ( e x t Y  = 0 )  w i t h  t h e  
g i v e n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s u c h  a s  (1.1.5) or (1.1.6) ( d e p e n d i n g  o n  
t h e  v a l u e  of u 2 )  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  ( p  = a )  a n d  t h e  
c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  
o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s .  I n  t h e  c y l i n d r i c a l  s y s t e m  of c o o r d i -  
n a t e s  t h e  p r i m a r y  f i e l d  E o ,  H o  o f  t h e  i n c i d e n t  wave p e r m i t s  r e p r e -  
s e n t a t i o n  i n  t h e  f o r m  of a s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  f i e l d s  o f  e l e c t r i c a l  
(TE)  a n d  m a g n e t i c  ( T M )  t y p e s .  T h e r e f o r e ,  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  
w e  c a n  l o o k  s e p a r a t e l y  a t  t h e  two  c a s e s  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  
f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e  $ = 0 ,  when t h e  
v e c t o r  E 11 p l .  $ = 0 ,  t h e  v e c t o r  H o  1 1  p l .  $ = 0 .  

( k  

/ 2 0 0  

S o l u t i o n  t o  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  r e p r e s e n t i n g  t h e  case  o f  a n  
a r b i t r a r i l y  p o l a r i z e d  f i e l d  E o ,  H o  o f  t h e  i n c i d e n t  wave  c a n  b e  o b -  
t a i n e d  t h e n  i n  t h e  f o r m  o f  a l i n e a r  c o m b i n a , t i o n  o f  s o l u t i o n s  f o u n d  /201 
f o r  t h e  cases of t h e  TM a n d  T E - p o l a r i z a t i o n s  o f  t h e  i n c i d e n t  wave. 

F o r  e x a m p l e ,  l e t  t h e  f i e l d  o f  t h e  wave  ( 1 . 3 . 4 )  b e  a f i e l d  of 
o n l y  o n e  o f  t h e  t y p e s .  Then  w e  c a n  show t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  n o r m a l  
i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave ( 1 . 3 . 4 )  o n  t h e  c y l i n d e r  w i t h  0 2  # co 
( 0  = 7 r / 2 ) ,  a n d  a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  a n  o b l i q u e  i n c i d e n c e  o n  a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  (02 = 00 1, t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  b o t h  o u t s i d e  
a n d  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r  ( i f  u 2  # 00 ) w i l l  b e  f i e l d s  o f  t h e  same 
t y p e  as  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave .  However ,  i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  o f  o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave  o n  t h e  c y l i n d e r  w i t h  a 
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f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  ( 0 2  # co) i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  s a t i s f y  t h e  bound-  
a r y  c o n d i t i o n s  (1.1.5) o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  i f  w e  s e e k  

t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  as f i e l d s  
o f  t h e  s a m e  t y p e  as t h e  f i e l d  
o f  t h e  i n c i d e n t  wave. I n  t h i s  
case  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  s h o u l d  
b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r -  
p o s i t i o n  o f  f i e l d s  o f  b o t h  t y p e s ,  
i n  s p i t e  of t h e  f a c t  t h a t  t h e  
f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave i s  
a f i e l d  of  o n l y  o n e  t y p e .  T h e r e -  
f o r e  i f  w e  i n t r o d u c e  t h e  a u x i l -  
i a r y  s c a l a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  
u ,  V ,  c o u p l e d  w i t h  t h e  v e c t o r s  
o f  t h e  f i e l d  b y  e q u a t i o n s  
(1.6.161, ( 1 . 6 . 1 8 1 ,  t h e n  d e p e n d -  
i n g  o n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  
p o l a r i z a t i o n  of  t h e  f i e l d  o f  
t h e  i n c i d e n t  wave ( l . 3 . 4 I y  t h e  
d i r e c t i o n  o f  i t s  p r o p a g a t i o n  
( t h e  a n g l e  0 )  a n d  t h e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c y l -  
i n d e r  , t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n -  
i n g  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d s  w i l l  b e  r e d u c e d  i n  m a t h -  
e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  t o  a p r o -  / 2 O 2  
b l em o f  s e e k i n g  t h e  s o l u t i o n s  

F i g .  2 0 .  E x c i t a t i o n  of  C i r -  
c u l a r  C y l i n d e r  o f  t h e  P l a n e  
Wave. 

t o  u ,  V o f  t h e  H e l m h o l t z  s c a l a r  
e q u a t i o n ,  w h i c h  s a t i s f i e s  o n e  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.7.1) - 
( 1 . 7 . 4 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  a n d  t h e  s u p p i e m e n t a r  c o n -  
d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y ,  a p p l i e d  t o  t h e  f u n c t i o n s  U', V' 
w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r .  F o r  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  w e  m u s t  know t h e  e x p l i c i t  f o r m  o f  t h e  po -  
t e n t i a l  f u n c t i o n s  u o y  v 0  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  
wave .  

I f  t h e  p l a n e  wave ( 1 . 3 . 4 )  w h i c h  i s  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  o n  t h e  
c y l i n d e r  i s  a wave of  TM-type ,  t h e  c o m p o n e n t  H ;  o f  t h e  v e c t o r  H o  
i s  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  t h e  c o m p o n e n t  a l o n g  ? h e  a x i s  ' z  o f  t h e  v e c t o r  
E o  i s  e q u a l  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  t o  t h e  e x p r e s s i o n ,  

- E sin 8 e i ~ ~ ~ O - f k p ~ i ~ O C o ~ ~  
z -  9 

(6.1.1) 

a n d  t h e n  f r o m  (1.6.16) w e  f i n d  t h a t  V o  E 0 ,  b u t  

E eikzco50- ihpcor ql 
I 

k h  ( 6 . 1 . 2 )  

w h e r e  A = k s i n  0 .  
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If t h e  wave ( 1 . 3 . 4 )  w h i c h  i s  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  on  t h e  c y l -  
i n d e r  i s  a wave of T E - t y p e ,  t h e n  t h e  c o m p o n e n t  E,$ of  t h e  v e c t o r  E o  
i s  e q u a l  t o  z e r o  a n d  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  t h e  c o m p o n e n t  a l o n g  
t h e  a x i s  z o f  t h e  v e c t o r  H o  i s  e q u a l  t o  t h e  e x p r e s s i o n ,  

a n d  f r o m  ( 1 . 6 . 1 8 )  we f i n d  t h a t  u o  f 0 ,  b u t  

( 6 . 1 . 3 )  

( 6 . 1 . 4 )  

On t h e  b a s i s  o f  ' ( 2 . 3 . 8 )  t h e  f u n c t i o n s  ( 6 . 1 . 2 ) ,  (6.1.4) may b e  r e p r e -  
s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  e x p a n s i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  c y l i n d r i c a l  wave 
f u n c t i o n s  : 

m 

f o r  a f i e l d  o f  TM-type a n d  

( 6 . 1 . 5 )  

( 6 . 1 . 6 )  

f o r  a f i e l d  of  T E - t y p e .  

S i n c e  t h e  c y l i n d e r  i s  i n f i n i t e l y  l o n g ,  t h e n  t h e  d e p e n d e n c e  o f  / 2 0 3  
t h e  c o m p l e t e  f i e l d  o n  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e  z m u s t  b e  p e r i o d i c  a n d  
m u s t  b e  e x p r e s s e d  by t h e  f a c t o r  e x p ( - i k z  c o s  e ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  
p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u d ,  U J  ( j  = 1, 2 )  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  i n  
t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave (1.3.4) a n d  0 2  # 
w i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r  should b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  
o f  a n  e x p a n s i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  wave f u n c t i . o n s  ( 2 . 1 . 7 )  w i t h  t h e  
c o n s t a n t  h = k c o s  e :  

( 6 . 1 . 7 )  
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a n d  i n  t h e  r e g i o n  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r ,  i n  t h e  f o r m  o f  a n  e x p a n s i o n  
a c c o r d i n g  t o  t h e  wave f u n c t i o n s  ( 2 . 1 . 6 )  w i t h  t h e  same v a l u e  o f  h = 
z c o s  e :  

( 6 . 1 . 8 )  

w h e r e  A $  = k g  - k 2  c o s 2  0 .  

The e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  anJ (* I  , bhi) ( j  = 1, 2 )  a r e  s u b j e c t  
t o  d e t e r m i n a t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  By d e t e r m i n a t i o n  
o f  t h e m ,  a n d  t h r o u g h  t h e m  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u d ,  V J  a l s o ,  t h e  
s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  g e n e r a l l y  f i n i s h e d .  T h e  e x p r e s -  
s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  H o f  t h e  s o u g h t  f i e l d s  
may b e  f o u n d  t h r o u g h  u ,  2, f r o m  ( 1 . 6 . 1 6 1 ,  ( 1 . 6 . 1 8 ) .  

Such  t h e n  i n  p r i n c i p l e  i s  t h e  scheme  f o r  t h e  s t r i c t  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a n  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  p l a n e  wave 
o f  TM or T E - t y p e  o n  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r .  T h i s  
p r o b l e m  p e r t a i n s  t o  t h e  number  o f  s i m p l e s t  p r o b l e m s  o f  t h e  d i f f r a c -  
t i o n  t h e o r y  s o l v a b l e  by  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d .  

An Ideally Conducting Cylinder. The  f i e l d  i n s i d e  a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  i s  e q u a l  t o  z e r o  a n d  t h e  p r o b l e m  i s  r e d u c e d  
t o  d e t e r m i n i n g  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  E l . ,  H1,  s c a t t e r e d  on t h e  c y l i n d e r .  
For e x a m p l e ,  l e t  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave b e  a TM-type f i e l d .  
Then  V o  , V 1 ~ 2  - = 0 ,  u 2  = - 0 .  T h e  f u n c t i o n  u 1  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  
o f  t h e  s e r i e s  ( 6 . 1 . 7 ) .  On t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  when p = a 
a d d e d  t o  t h e  f u n c t i o n  u o  i t  m u s t  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
( 1 . 7 . 3 ) .  On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 1 . 5 )  a n d  ( 6 . 1 . 7 ) ,  f r o m  ( 1 . 7 . 3 )  we f i n d  -1 / 2 0 4  

I E (- i)" J, ( h  a)  a n = - -  
. k h  H ! , I )  (A a) ' ( 6 . 1 . 9 )  

s u c h  t h a t  

T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  E l ,  H1 
a r e  f o u n d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 1 . 6 . 1 6 ) .  F o r  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  
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(6.1.11) 

If w e  know t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  H o f  
t h e  m a g n e t i c  i n t e n s i t y  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r ,  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h e  d i s t r i b u t i o n  d e n s i t y  l a w  for t h e  
s u r f a c e  c u n r e n t s  j ,  e x c i t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  by  t h e  
f i e l d  of t h e  i n c i d e n t  w a v e .  T h u s ,  f r o m  (1.1.71, w e  f i n d  t h a t  i n  

c 
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  j = ( 0 ,  0 ,  j , } ,  w h e r e  j ,  = - 4.rr H+ ( P  = a ) .  
A f t e r  d e t e r m i n i n g  H+ t h r o u g h  (6.1.111, f r o m  ( 1 . 6 . 1 6 )  a n d  u s i n g  t h e  
v a l u e  of t h e  W r o n s k i a n  d e t e r m i n a n t  f o r  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  ( 2 . 2 . 5 2 1 ,  
we f i n d  

( 6 . 1 . 1 2 )  

L e t  u s  n o t e  h e r e  t h a t  i f  t h e  r u l e  g o v e r n i n g  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
c u r r e n t  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  were known a priori, t h e n  
t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  r e s p e c t i v e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  c o u l d  b e  
f o u n d  b y  a s i m p l e r  m e t h o d ,  f o r  e x a m p l e ,  t h r o u g h  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  
v e c t o r  p o t e n t i a l  A ( 9 2 ,  Ch. 11, a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  
by  t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

( 6 . 1 . 1 3 )  

H o w e v e r ,  i n  t h e  m a j o r i t y  o f  ca ses  t h e  i m a g i n a r y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  / 2 0 5  
c u r r e n t  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  b o d y  may b e  f o u n d  o n l y  a s  a r e s u l t  
o f  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  ( f o r  e x a m p l e ,  a s  was d o n e  a b o v e  
f o r  t h e  c y l i n d e r ) .  Knowledge  o f  t h e  r u l e s  i n  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  
c u r r e n t s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a b o d y ,  e s t a b l i s h e d  on  t h e  b a s i s  of a 
s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  p e r m i t s  u s i n g  t h e m  t h e n  f o r  a n  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s .  

I n  t h e  wave b a n d ,  for w h i c h ,  when 9 # 0 ,  k p s i n e  -+ OD , on  t h e  
b a s i s  o f  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a  ( 2 . 2 . 2 4 )  f o r  t h e  f i r s t  H a n k e l  f u n c -  
t i o n ,  t h e  f u n c t i o n  u 1  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  

1 9 2  

( 6 . 1 . 1 4 )  
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In the case of normal incidence of the wave (1.3.4) when 8 = ~ / 2 ,  
the fields do not depend on the spatial coordinate z ,  by virtue 
of which in the examined approximation, from ( 1 . 6 . 1 6 )  there follows, 

( 6 . 1 . 1 6 )  

where through A ( + )  we denote the amplitude function of the stray 
field in the wave band determined by the formula, 

X 

( 6 . 1 . 1 7 )  

On the basis of determining the cross section of back scattering 
(in this case of the radar scattering cross section) (1.4.11) and 
formulas ( 6 . 1 . 1 6 1 ,  ( 6 . 1 . 1 7 )  we find that in the case of a field 
of TM type and 0 = ~ / 2 ,  

or 

( 6 . 1 . 1 8 )  

/ 2 0 6  

( 6 . 1 . 1 9 )  

where E O  = 1, E n  = 2 ,  if n 2 1. 

Proceeding from the overall determination of the complete cross 
section of scattering (54, Ch. l), per unit of length of the cyl- 
inder, the value of O S  is found to equal 

or 

( 6 . 1 . 2 0 )  

( 6 . 1 . 2 1 )  
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I n  t h e  c a s e  when t h e  i n c i d e n t  wave i s  a wave o f  T E - t y p e ,  w e  w i l l  
h a v e  u o p 1 p 2  E 0 ,  V 2  E 0 ,  a n d  t h e  p o t e n t i a l  V 1  i s  s o u g h t  i n  t h e  
f o r m  o f  s e r i e s  (6.1.7). On t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  ( p  = a )  
t h e  f u n c t i o n  v 1  a d d e d  t o  D O  m u s t  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
(1.7.4). On t h e  b a s i s  o f  (6.1.61, (6.1.71, f r o m  (1.7.4) w e  f i n d  
t h a t 1  

a n d  t h e n  

The  p o t e n t i a l  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  w i l l  b e  e q u a l  t o  

(6.1.22) 

(6.1.23) 

(6.1.24) 

/2( The e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E ,  H a r e  - 
f o u n d  f r o m  (1.6.18). From (1.1.7) we f i n d  t h a t  i n  c y l i n d r i c a l  c o -  

e - e 
4Tl o r d i n a t e s  j = ( 0 ,  j+, j,}, w h e r e  j+ = - - H,, j, - E +  ( P  = a ;  

H + ,  H, a r e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  H o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ) .  A f t e r  
d e t e r m i n i n g  H + ,  H, t h r o u g h  (6.1.24), f r o m  (1.6.18) on t h e  b a s i s  o f  
(2.2.521, w e  f i n d :  

.- . n=- m 

(6.1.25) 

(6.1.26) 

T h u s ,  u n l i k e  t h e  c a s e  o f  a TM-type wave a T E - t y p e  i n c i d e n t  wave ,  
on  t h e  s u r f a c e  of  t h e  c y l i n d e r  when 8 # ~ / 2 ,  e x c i t e s  a c u r r e n t  i n  
w h i c h  g e n e r a l l y  s p e a k i n g  b o t h  t h e  a x i a l  j ,  a n d  t h e  a z i m u t h a l  j+ 

~~~ - .  

The p r i m e  i n  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  e v e r y w h e r e  d e n o t e s  d i f f e r e n t i -  
a t i o n  o v e r  t h e  a r g u m e n t .  
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: o m p o n e n t s  o f  t h e  d e n s i t y  v e c t o r  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t  j a r e  n o n -  
: e r o .  However t h e  s t r a y  f i e l d  h e r e  i s  c r e a t e d  o n l y  b y  t h e  a z i m u t h a l  
l o m p o n e n t  j+ (u1 0 1 .  

I n  t h e  wave b a n d ,  f o r  w h i c h  when 8 # 0 ,  k p s i n  8 -f CD , a p p r o x i -  
l a t e l y  , 

{-&- x E e i k o s 0  

k h  v' - 
m J L  ( h  4 x (4)" - e W .  

H;"' ( h  Q) 
R=-m 

( 6 . 1 . 2 7 )  

I n  t h e  c a s e  o f  n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  w a v e ,  when 8 = ~ / 2 ,  
From (1.6.18) i t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  e x a m i n e d  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  
.rave b a n d  

h u t  

( 6 . 1 . 2 8 )  

w h e r e  A $ : ( $ )  i s  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  o f  t h e  T E - t y p e  s t r a y  f i e l d ,  
d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n  

I n  t h i s  c a s e ,  f o r  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  we o b t a i n  t h e  f o r m u -  / 2 0 8  
l a s  , 

eo- 1, e,, =2, n >  1. 

( 6  .l. 30) 

( 6 . 1 . 3 1 )  

A s  w e  c a n  s e e ,  t h e  s t r i c t  e x p r e s s i o n s  for t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
v e c t o r s  E ,  H o f  t h e  TM a n d  T E - t y p e  f i e l d s  o b t a i n e d  f r o m  ( 1 . 6 . 1 6 )  
a n d  (1.6.18) a s  w e l l  a s  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
d e n s i t i e s  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  a n d  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  
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have the form of infinite series. Using formulas (2.2.26) - (2.2.28), 
which are asymptotic with respect to the index n for the Bessel 
functions, it is easy to establish the absolute and uniform con- 
vergence of all series encountered here at each point of space out- 
side the cylinder and on its surface ( k  and 8 are fixed). However, 
it should be noted that in the numerical calculations the rapidity 
of the convergence of the series depends substantially (for each 8 )  
on the value of the parameter Xu. The series converge rather rap- 
idly, if ha is relatively low (if the radius of the cylinder a 
does not substantially exceed the wave length A o ) ,  and with increase 
in h a ,  the convergence of the series is significantly worsened, 
and with large h a ,  the series become only slightly feasible for 
numerical computation since in such case the number of terms in the 
series which must be taken into account during numerical computation 
have the same order of magnitude as Xu. 

With large values of Xa we use the approximate methods of com- 
puting the series by converting them to asymptotic expressions. 

We can discuss two approaches to obtaining the asymptotic ex- 
pressions. The first of these is based on the ideas of Watson and 
is usually called the Watson transform (method). The Watson trans- 
form consists of the fact that the diffraction series to be studied, 
which gives the solution to the problem, is transformed into a con- 
tour integral according to the complex variable (in the complex 
plane of the index) which, after deformation by integration, is 
computed using the theory of residues, i.e., it is represented in 
the form of a sum of residues in the poles of the subintegral ex- 
pression. For example, by applying the Watson method to the series, 

we find after transformation to a contour integral, 

where the integration boundary ( e )  on the complex v-plane includes 
the real axis as shown on Figure 21 (on the assumption that av has 
no poles on the real axis). In this case when av is an even func- 
tion of the index v, from (6.1.32) we find 

/20 - 

(6.1.32) 

cos v (9 - n) 
a d  v, 

sin nv 
S = i  

( C l )  
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. . . ... 

. e r e  a s  t h e  i n t e g r a t i o n  b o u n d a r y  w e  t a k e  t h e  s t r a i g h t  l i n e  t h a t  i s  
r a l l e l  t o  t h e  r e a l  a x i s  a n d  i s  l o c a t e d  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e .  

By d e f o r m i n g  t h e  b o u n d a r y  (el) a n d  

p a s s e s  t h e  p o l e s  o f  t h e  f u n c t i o n  av  
a n d  a p p l y i n g  t h e  t h e o r y  o f  r e s i d u e s  
t o  t h e  i n t e g r a l  o v e r  t h e  b o u n d a r y  
( ~ 2 1 ,  w e  f i n d  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  of 
t h e  s e r i e s  S i n  t h e  f o r m  o f  a sum 
o f  r e s i d u e s ,  t h a t  i s  s u i t a b l e  for 
c o m p u t a t i o n  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  Aa 
( i n  t h e  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  o n  
c y l i n d e r s  t h e  s i m p l e  p o l e s  o f  t h e  
f u n c t i o n  a ,  a r e  t h e  k e r n e l s  o f  t h e  / 2 1 0  

e q u a t i o n  QHi1) (Aa) = 0, w h i c h  l i e  

i n  t h e  f i r s t  q u a d r a n t  o f  t h e  v - p l a n e ,  

R = l o r R =  

-\ / \ t h e  l o o p  ( 0 2 )  ( F i g .  2 1 )  w h i c h  encom- 
J 

a 1 .  a(Aa> g .  21. Wat son  T r a n s f o r m :  
i s  t h e  I n t e g r a t i o n  Bound- The Watson  m e t h o d ,  f i r s t  u s e d  

my i n  F o r m u l a  ( 6 . 1 . 3 2 ) ;  el b y  h im i n  a p r o b l e m  o f  t h e  d i p o l e  
Id e2 a r e  t h e  Defo rmed  f i e l d ,  l o c a t e d  a b o v e  t h e  s u r f a c e  
, u n d a r i e s .  o f  t h e  u n i f o r m  s p h e r e  C1431,  w a s  

- a c t i o n  of a p l a n e  wave on  a c i r c u l a r  c y l i n d e r  [ 1 2 5 ,  1 4 4 1 .  H e r e  as  
le  o r i g i n a l  s e r i e s  s u b j e c t  t o  s u m m a t i o n  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  E = Aa, 
: t a k e  t h e  s e r i e s ,  

t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f -  

( 6 . 1 . 3 3 )  

( 6 . 1 . 3 4 )  

= 1 f o r  a TM-type f i e l d  a n d  R = - a f o r  a T E - t y p e  ’ f i e l d ) ,  w h i c h  

i f f e r  f r o m  t h e  s e r i e s  ( 6 . 1 . 1 1 1 ,  ( 6 . 1 . 2 4 1 ,  ( 6 . 1 . 1 2 1 ,  ( 6 . 1 . 2 5 )  o n l y  
y t h e  c o e f f i c i e n t s .  

a &  

The Watson  t r a n s f o r m  a p p l i e d  t o  s e r i e s  ( 6 . 1 . 3 3 ) ,  s e t  u p  a c c o r d -  

ng t o  t h e  n o n - d a m p i n g  wave f u n c t i o n s  Hh1)(Ap)ein@, l e a d s  t o  t h e  
q u i v a l e n t  s e r i e s  

( 6 . 1 . 3 5 )  

1 9 7  
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for the damping wave functions H$')(Ap)e "". 
the kernels of the equation QHv ( 1 ) ( ~ )  = 0 ,  whose approximate values 

may be found from formulas ( 2 . 2 . 4 1 1 ,  ( 2 . 2 . 4 2 ) .  On the basis of the 
asymptotic formulas in 5 2 ,  Chapter 2 when Xp > vs(Xp - Aa > >  
(Xu) / 3 ) ,  from (6.1.35) which appears as the precise expression for 
the function V ,  we obtain its asymptotic expression, 

Here v s  represents 
S 

S 

( ivs [v-arccos- - - J iv, [-'i- 3n -g-srccos,<]] 
e p . 2  + e  9 

where in the case of a TM-type field approximately, 

n3/2 

' 3-61'3 (A'(q,)')2 ' 
c .= 

and for a TE-type field, approximately, 

( 6 . 1 . 3 6 )  - / 2  

( 6 . 1 . 3 7 )  

( 6 . 1 . 3 8 )  

(in ( 6 . 1 . 3 7 )  q s  represents the kernels of the equation A ( q s )  = 0, 
but in ( 6 . 1 . 3 8 )  qs represents the kernels of the equation A ' ( q s )  = 
0; A ( q )  is the Airy function). 

Since the kernels v s  have a positive imaginary part, which 
increases with growth in the number s ,  then each of the waves of 
the residues (creeping waves [ 4 8 ,  1 2 6 ,  1271) in ( 6 . 1 . 3 6 )  rapidly 
attenuates with growth in S ,  by virtue of which the series ( 6 . 1 . 3 6 )  

" ) ,  a(* rp-arccos- - - 
< 

a 
P 2  2 

rapidly converges; if only the values 

-rp-arccos- ,included in the phase coefficients in ( 6 . 1 . 3 6 ) ,  re- ") P 
main positive. This latter is always valid in the region of the 
geometric shadow, when ~ / 2  < + < 3 ~ / 2 .  The convergence will be 
good when Aa > >  1 and the values of + are not too near ~ / 2  and 3 ~ r / 2 .  
It is easy to see that expression ( 6 . 1 . 3 6 )  becomes unsuitable for 
numerical computations of the field in the wave band of the region 
of the geometric shadow, when p + a. 

The asymptotic expressions for the function V ,  which are suit- 
able for numerical computation in the illuminated region in the 
case of large E ,  are obtained on the basis of a slight modification 
of the Watson method [ 1 2 5 ]  and have in the wave band the form ( p + o o )  
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v = VI + v,, 
(6.1.39) 

ere asymptotically 

t 

(6.1.40) 

/212 

(6.1.41) 

le series (6 

nce in the 
- cp - arc 

.1.40) rapidly converges with growth in the number S ,  

3n + rp-arc cos - illuminated region the expressions a - 
COS -) t that enter into the phase coefficients in 

, " 1  a 1 2  P 

\ -  P 
;.1.40),.remain positive. F o r  the function J ,  which is determined 
7 the series (6.1.34), we obtain on the basis of the Watson trans- 
jrm the asymptotic expressions: in the region of the geometric 
iadow ( I $  - T I  < ~ / 2 ) ,  

2i 

nd in the illuminated region ( I $ \  < ~ / 2 ) ,  

(6.1.42) 

(6.1.43) 
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w h e r e  t h e  u p p e r  l i n e  i s  t a k e n  i n  t h e  case o f  a TM-type f i e l d  a n d  
t h e .  l o w e r  i n  t h e  case o f  a T E - t y p e  f i e l d .  Here 

f o r  a TM-type f i e l d  a n d  

( 6 . 1 . 4 4 )  

( 6 . 1 . 4 5 )  

f o r  a T E - t y p e  f i e l d .  

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  g e o m e t r i c  shadow ( $  3 ~ r / 2 ,  $ e . r r /2 ) ,  L 2  
r e p r e s e n t a t i o n s  ( 6 . 1 . 4 2 ) ,  ( 6 . 1 . 4 3 )  become u n s u i t a b l e  f o r  n u m e r i c a l  
c o m p u t a t i o n  s i n c e  i n  t h i s  r e g i o n  ( t h e  s o - c a l l e d  "band  o f  h a l f -  
shadow")  t h e  s i g n  o f  o n e  o f  t h e  e x p o n e n t s  i n  e a c h  o f  t h e  t e r m s  of 
t h e  sums v s ( $  - ~ / 2 )  or vs(3.rr/2 - $ 1 ,  w h i c h  g u a r a n t e e s  c o n v e r g e n c e  
of t h e  s e r i e s ,  t e n d s  t o  z e r o .  U s u a l l y  i n  t h e  b a n d  o f  h a l f - s h a d o w ,  
o t h e r  m e t h o d s  a r e  u s e d  f o r  o b t a i n i n g  t h e  a s y m p t o t i c  a p p r o x i m a t i o n s .  

F o r  t h e  f i r s t  f i v e  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  ( 6 . 1 . 3 6 1 ,  ( 6 . 1 . 4 0 1 ,  
( 6 . 1 . 4 2 )  a n d  ( 6 . 1 . 4 3 1 ,  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  Cs a n d  DS a r e  g i v e n  
i n  T a b l e  3 1 4 8 1 .  

T A B L E  3 .  N U M E R I C A L  VALUES OF C, A N D  D,. 

0.91072 
0,69427 
0,59820 
0.53974 

5 0.49897 

1.53187 I -1.79678 I ,  83243 
0; 78520 I I56880 ~0,73473 

0,54538 0.64199 - I  ,45621 
0.5671 9 , i,3am -0,45333 
0.51 840 -1.32996 ~~ 0.39627 - 

F o r  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  b a c k  s c a t t e r i n g  i n  t h e  c a s e  o f  n o r m a l  
i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  w a v e ,  when 8 = . r r /2 ,  w e  h a v e  t h e  a s y m p t o t i c  
e x p r e s s i o n s  

Os= 1-2(E)-"6 X I 
( 6  .l. 4 6 )  

for a TM-type f i e l d  and 

2 0 0  



( 6 . 1 . 4 7 )  

f o r  a T E - t y p e  f i e l d .  

The  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  for t h e  s e r i e s  ( 6 . 1 . 1 1 1 ,  ( 6 . 1 . 2 4 1 ,  
( 6 . 1 . 1 2 )  a n d  ( 6 . 1 . 2 5 )  a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 6 . 1 . 3 6 1 ,  ( 6 . 1 . 4 0 ) ,  ( 6 . 1 . 4 2 )  
a n d  ( 6 . 1 . 4 3 9  b y  a d d i n g  t o  them t h e  r e s p e c t i v e  c o e f f i c i e n t s .  S e r i e s  / 2 1 4  
( 6 . 1 . 1 1 1 ,  ( 6 . 1 . 2 4 )  r e f e r  t o  t h e  c o m p l e t e  d i f f r a c t i o n  f i e l d s .  I n  
o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d ,  s c a t -  
t e r e d  o n  t h e  c y l i n d e r ,  f r o m  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f u n c -  
t i o n s  U ,  2, i t  f o l l o w s  t o  s u b t r a c t  t h e  f u n c t i o n s  u o  a n d  v 0 ,  r e s p e c -  
t i v e l y .  

On t h e  b a s i s  o f  a n o t h e r  a p p r o a c h  t o  o ' b t a i n i n g  t h e  a s y m p t o t i c  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f i e l d s  a n d  c u r r e n t s  w e  c a n  c i t e  t h e  i d e a s  o f  
Fok [ 4 9 1 .  T r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  i n v e s t i g a t e d  s e r i e s  h e r e  c o n s i s t s  
of  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s e r i e s  i s  f i r s t  a l s o  t r a n s f o r m e d  t o  a c o n t o u r  
i n t e g r a l  a c c o r d i n g  t o  t h e  c o m p l e x  v a r i a b l e ,  f r o m  w h i c h  t h e n ,  a f t e r  
a n a l y z i n g  i t  a l o n g  t h e  u n d e f o r m e d  i n t e g r a t i o n  p a t h  , t h e  p r i n c i p a l  
t e r m  i s  s e p a r a t e d  a n d  a n  e v a l u a t i o n  i s  g i v e n  o f  t h e  r e m a i n d e r  ( h e r e  
t h e  m e t h o d  o f  s e p a r a t i n g  t h e  p r i n c i p a l  t e r m  i s  n o t  p r e d e t e r m i n e d ) .  
I n  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  p l a n e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  wave o n  a c i r c u l a r  c y l i n d e r  i t  i s  d i s c u s s e d  i n  C751 ( s e e  
a l s o  [ 5 2 ] ) .  Here as t h e  o r i g i n a l  s e r i e s  s u b j e c t  t o  t h e  i n v e s t i g a -  
t i o n ,  w e  h a v e  t a k e n  t h e  s e r i e s ,  

m 

cos n cp J =  E,(--)" a H p  ( E )  ' 
n=o 

( 6 . 1 . 4 8 )  

( 6 . 1 . 4 9 )  

w h e r e  Q h a s  t h e  p r e v i o u s  m e a n i n g .  S e r i e s  ( 6 . 1 . 4 8 )  a n d  ( 6 . 1 . 4 9 )  
d i f f e r  f r o m  s e r i e s  ( 6 . 1 . 1 0 ) ,  ( 6 . 1 . 2 3 )  a n d  ( 6 . 1 . 1 2 ) ,  ( 6 . 1 . 2 5 )  o n l y  
by t h e i r  c o e f f i c i e n t s .  I n  t h e  ca se  o f  a TM-type f i e l d ,  for J w e  
o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n  

( 6  .l. 5 0 )  

n=O J 

2 01 
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E2n+2 ='M 
IM 

w h e r e  M = (+.) , E 2 n + l = M b  

O<cp,<% , bu7: t h r o u g h  f ( S )  w e  d e n o t e  t h e  Fok f u n c t i o n ,  

( 6  .l. 5 1 )  

/21:- - w h i c h  a l l o w s ,  when 5 > 0 ,  e x p a n s i o n  i n t o  a s e r i e s  o f  r e s i d u e s ,  

( 6  .l. 5 2 )  

(t i s  t h e  s - t h  k e r n e l  of t h e  e q u a t i o n  z ~ l ( t >  = 0 ;  Ul(t) i s  t h e  Fok- 
A i r y  f u n c t i o n ;  t h e  b o u n d a r y  r i s  shown o n  F i g u r e  2 2 ) .  The  f u n c t i o n  

f(E), w h i c h  e n t e r s  i n t o  r e p r e s e n t a t i o n  
( 6 . 1 . 5 0 1 ,  d e c r e a s e s  m o n o t o n i c a l l y  i n  
a b s o l u t e  v a l u e  w i t h  g r o w t h  i n  5 .  Wi th  
l a r g e  v a l u e s  o f  5 i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  
u s e  t h e  f u n c t i o n ,  

F (E) = e'Ea'3 f (E), 
( 6 . 1 . 5 3 )  

b 

0 w h i c h ,  when 5 + 2 OD , h a s  t h e  a s y m p t o -  
t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  

F i g .  22 .  I n t e g r a t i o n  
B o u n d a r y  i n  F o r m u l a  
( 6  .l. 5 1 ) .  

T h e r e f o r e ,  i n  ( 6 . 1 . 5 0 )  t h e  m a j o r  r o l e  is p l a y e d  b y  t h e  t e r m s  w i t h  

t h e  b a s i c  c o n t r i b u t i o n  t o  s o l v i n g  ( 6 . 1 . 5 0 )  i s  made b y  t h e  f i r s t  
two  t e r m s .  

n e g a t i v e  a n d  s m a l l  p o s i t i v e  a r g u m e n t s .  I n  t h e  r e g i o n  0 - < (p - < 7 1 ,  

F o r  t h e  c a s e  of T E - p o l a r i z a t i o n ,  w e  h a v e  

n=O J 

w h e r e  t h r o u g h  g ( < )  we d e n o t e  t h e  Fok f u n c t i o n ,  

( 6 . 1 . 5 5 )  

( 6 . 1 . 5 6 )  
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w h i c h  a l l o w s ,  when 5 > 0 ,  e x p a n s i o n  i n t o  a s e r i e s  o f  r e s i d u e s ,  / 2 1 6  

( 6 . 1 . 5 7 )  

(t; r e p r e s e n t s  t h e  k e r n e l s  o f  t h e  e q u a t i o n  w , ' ( t >  = 0 ) .  With  l a r g e  
v a l u e s  o f  5 i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  u s e  t h e  f u n c t i o n  G ( 6 )  i n t r o d u c e d  by  
t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

G ( E )  = g (E), 
G(g)=2,  E - + - - ,  
G (E)  = 0, E -  + *. ( 6 . 1 . 5 8 )  

The  f u n c t i o n s  g ( 6 )  d e c r e a s e  m o n o t o n i c a l l y  i n  a b s o l u t e  v a l u e  w i t h  
i n c r e a s e  i n  6; when 5 -+ 2 am, r e p r e s e n t a t i o n s  ( 6 . 1 . 5 8 )  a r e  v a l i d .  
T h e r e f o r e ,  i n  s e r i e s  ( 6 . 1 . 5 5 )  t h e  m a j o r  r o l e  i s  p l a y e d  b y  t e r m s  

n ,  t h e  b a s i c  c o n t r i b u t i o n  t o  s o l v i n g  ( 6 . 1 . 5 5 )  i s  made only b y  t h e  
f i r s t  two t e r m s .  

w i t h  n e g a t i v e  a n d  s m a l l  p o s i t i v e  a r g u m e n t s .  I n  t h e  r e g i o n  0 f @ - < 

The f u n c t i o n s  f(<), g ( < )  w e r e  s t u d i e d  i n  [50, 1 6 9 ,  1 7 0 1 .  

Near 4 = n/2 a n d  f o r  4 <,n/2, a p p r o x i m a t e l y ,  

( 6 . 1 . 5 9 )  

( 6 . 1 . 6 0 )  

w h e r e  E {  = -M c o s  4 < 0 .  The  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f u n c -  
t i o n  V ,  i n  t h e  c a s e  o f  a TM-type f i e l d ,  h a s  t h e  f o r m ,  

( 6 . 1 . 6 1 )  

w h e r e  t h r o u g h  e ( @ ,  E )  w e  d e n o t e  t h e  s o - c a l l e d  c o m p l e x  d i r e c t i o n a l  
d i a g r a m .  For a l l  v a l u e s  o f  4 ,  o t h e r  t h a n  a s m a l l  r e g i o n  w h e r e  M ( - r r  - 
$ 1  < 0 . 2 ,  

( 6 . 1 . 6 2 )  

2 0 3  
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I n  t h e  r e g i o n  w h e r e  M(T - $ )  > 0 .2 ,  

H e r  e 

13n -- 

(6.1.63) 

(6 .l. 64) 

w h e r e  

W i t h  l a r g e  n e g a t i v e  a r g u m e n t s ,  t i l e  f u n c t i o n  j(S) i s  r e p r e s e n t e d  i n  
t h e  f o r m ,  

v=E- e- i f* / ln  P<u = 2 (6.1.65) 

I n  t h e  c a s e  o f  a T E - t y p e  f i e l d  we h a v e  

(6 .l. 66) 

w h e r e  t h e  c o m p l e x  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m  h ( + ,  
r e g i o n  i n  w h i c h  M(v - 4 )  > 0 . 2 ,  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

E )  i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  

2 0 4  
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a n d  i n  t h e  r e g i o n  w h e r e  M ( I T  - $1  > 0 . 2 ,  Csicl  i n  t h e  f o r m  

2e"" siri e (a - tp) h'(q, 9)  = - -. 
V Z .  a-9 

-+ 

H e r e  

w h e r e  

The 
of t 
f o r  
c 7 5 1  

( 6  .l. 67) 

( 6  .l. 6 8 )  

(6.1.70) 

(6.1.71) 

f u n c t i o n  
h e  f u n c t  
numer i c a  

i n  [l68]. The g r a p h s  
t h e  i n t e r v a l s  r e q u i r e d  

s F ( C 2  a n d  ;<E)  w e r e  i n v e s ; i g a t e d  
i o n s  f ( E > ,  G ( C > ,  ? ( E )  a n d  g ( C )  i n  - 

1 c o m p u t a t i o n s  a r e  shown o n  F i g u r e s  2 3 ,  24 t a k e n  f r o m  

W i t h  l a r g e  n e g a t i v e  a r g u m e n t s ,  t h e  f u n c t i o n  i ( C )  i s  r e p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m ,  

( 6 . 1 . 7 2 )  

/ 2 1 8  

2 0 5  
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A s  n o t e d  i n  E 7 5 1  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
formuIas for t h e  s t r i c t  t h e o r y  a n d  f r o m  t h e  a p p r o x i m a t e  o n e s  s h o w s  
t h a t  e v e n  when E 1 5  w e  o b t a i n  a s a t i s f a c t o r y  a g r e e m e n t  w h i c h  
r a p i d l y  b e c o m e s  b e t t e r  w i t h  i n c r e a s e  i n  E .  

T h u s ,  w e .  h a v e  

( 6 . 1 . 7 3 )  

( 6 . 1 . 7 4 )  / 2 1 9  

( t h e  f u n c t i o n s  e ( # . ,  E ) ,  h ( 4 ,  E )  a r e  s y m m e t r i c a l  r e l a t i v e  t o  4 b y  
v i r t u e  o f  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m ) .  R e l a t i o n s h i p s  ( 6 . 1 . 7 3 1 ,  
( 6 . 1 . 7 4 )  e a s i l y  p e r m i t  w r i t i n g  t h e  r e s p e c t i v e  a s y m p t o t i c  e x p r e s -  
s i o n s  for t h e  v a l u e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n s .  

A Cylinder with Finite Conductivity. I n  t h e  c a s e  o f  a c y l i n d e r  
w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  ( 0 2  # 0 0 )  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  c o n s i s t s  
o f  d e t e r m i n i n g  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  E l ,  H I ,  s c a t t e r e d  on  t h e  c y l i n d e r  
a n d  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  E 2 ,  H 2  e x c i t e d  by  t h e  i n c i d e n t  wave i n s i d e  
t h e  c y l i n d e r .  

2 0 6  



For e x a m p l e ,  i f  t h e  f i e l d  o f  t h e  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  wave i s  a 
TM-type f i e l d ,  t h e n  f o r '  i t  D o  E 0 ,  t h e  p o t e n t i a l  u o  i s  r e p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  ( 6 . 1 . 5 1 ,  a n d  t h e  p o t e n t i a l s  v 1 s 2  o f  t h e  s e c o n -  
d a r y  f i e l d s  a r e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 6 . 1 . 7 )  a n d  (6.1.81, / 220 .  
w h o s e  c o e f f i c i e n t s  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 1 . 7 . 2 )  [ w i t h  ' n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave w e  w i l l  h a v e  v 1 y 2  E 
0 ,  b u t  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  u 1 y 2  a r e  f o u n d  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 ) l .  T h e i r  c o m p u t a t i o n  l e a d s  t o  
t h e  e x p r e s s i o n s  

( 6 . 1 . 7 5 )  

( 6 . 1 . 7 6 )  

w h e r e  

By d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  a A Y 2 ,  b k y 2  t h e  p r o b l e m  i s  f u l l y  
s o l v e d .  The  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  o u t s i d e  a n d  
i n s i d e  t h e  c y l i n d e r  a r e  f o u n d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  w r i t t e n  i n  
a c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  

( 1 )  The  e x p r e s s i o n s  i n  f 6 . 1 . 7 7 )  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  aA1), b ,  
w h i c h  h a v e  a r a t h e r  awkward f o r m ,  may i n  s e v e r a l  i n s t a n c e s  b e  
s i m p l i f i e d  t o  a s i g n i f i c a n t  d e g r e e .  For e x a m p l e ,  w i  h n o r m a l  
i n c i d e n c e  of t h e  p l a n e  w a v e ,  when 9 = n / 2 ,  w e  h a v e  b l l )  = b d l )  = 0 ,  
b u t  

, 

( 6  .l. 7 8 )  

207 

I 



w h e r e  now 

I 111111111 I II I l l  

/ 2 2 1  

X 

( 6.1.79)  

( N  = k 2 / k ,  K = p 2 / ~ ) .  I n  t h e  wave b a n d  ( 0  = . r r / 2 ) ,  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( 6 . 1 . 8 0 )  

( 6 . 1 . 8 1 )  
n=-m . - -  - -  

F o r  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  we o b t a i n  t h e  e x p r e s s i o n s :  

. 1 0 )  

( 6 . 1 . 8 2 )  

( 6 . 1 . 8 3 )  

A number of o t h e r  c a s e s  ( a l o n g  w i t h  8 = . r r /2) ,  l e a d i n g  t o  s i m p l i -  
f i c a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s ,  
w e r e  s t u d i e d  i n  [52], w h e r e  a s i m i l a r  p r o b l e m  w a s  s o l v e d  f o r  a 
d i e l e c t r i c  c y l i n d e r .  

I n  t h e  c a s e ,  when t h e  wave w h i c h  i s  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  on  t h e  
c y l i n d e r  i s  a T E - t y p e  w a v e ,  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  i n  a s i m i l a r  
m a n n e r .  The d i f f e r e n c e  w i l l  b e  o n l y  t h a t  now u = u(l), b u t  V = V o  + 
J l > ;  ,o 5 0,  v o  # 0 .  

I n  t h e  same way t h e  p r o b l e m  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c -  
t r o m a g n e t i c  wave of TM t y p e  or T E  t y p e  c a n  b e  s o l v e d  on  a c o m p o s i t e  
c y l i n d e r  ( a  c y l i n d e r  w i t h  a d i f f e r e n t  t y p e  o f  c o v e r i n g ,  F i g .  2 5 1 ,  
i f  we s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  i n  R e g i o n  I1 i n  
t h e  f o r m  o f  s e r i e s  o f  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  wave f u n c t i o n s  ( 2 . 1 . 6 )  
a n d  ( 2 . 1 . 7 ) ,  and  i n  R e g i o n  I11 i n  t h e  f o r m  of  s e r i e s  of  wave f u n c -  
t i o n s  ( 2 . 1 . 6 )  w i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e  o f  t h e  p a r a m e t e r  k. With  
o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  of t h e  s e r i e s  
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m u s t  b e  f o u n d  f r o m  b o u n d a r y  ' c o n d i t i o n s  s u c h  as ( 1 . 7 . 2 1 ,  g i v e n  on  
t h e  c y l i n d r i c a l  s u r f a c e s  p = a a n d  p = b .  I n  t h e  c a s e  of  n o r m a l  / 2 2 2  

i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d s  s h o u l d  b e  s o u g h t  i n  
t h e  f o r m  o f  f i e l d s  whose p o l a r i z a t i o n  
c o i n c i d e s  w i t h  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  
f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave. H e r e  t h e  
c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  may b e  
f o u n d  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s u c h  a s  
( 1 . 7 . 1 I y  g i v e n  when p = a a n d  p = b .  
S o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  g i v e n  i n  
E1531 ( f o r  a TM-type i n c i d e n t  w a v e ) .  
The p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a n  
o b l i q u e l y  i n c i d e n t  wave o f  TM t y p e  
on  a c o m p o s i t e  c y l i n d e r  w a s  s t u d i e d  
i n  C1281,  w h e r e  e x p r e s s i o n s  a r e  f o u n d  
f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s .  

I '  I. 

*d4*6 

F i g .  2 5 .  C o m p o s i t e  
C y l i n d e r  ( P l a n e  z = 
c o n s t  1. 

5 2 .  F i e l d  o f  a L o n g i t u d i n a l  D i p o l e  Emit ter  i n  t h e  P r e s e n c e  
o f  an I d e a l l y  C o n d u c t i n g  C i r c u l a r  C y l i n d e r .  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r i c a l  
a n d  m a  n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E, 1 ~ -  a n d  a c o n d u c t i v i t y  0 = 0 ( k  = 

t i n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r ,  whose  s u r f a c e  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  
i s  g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n  p = a ( t h e  a x i s  Oz o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s -  
tem i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r ) ,  a n d  a t  t h e  p o i n t  
p o ,  $', z 0  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r  l e t  t h e r e  b e  f o u n d  a u n i t  o s c i l l a -  
t i o n a l  d i p o l e ,  w h o s e  d i p o l e  moment i s  o r i e n t e d  p a r a l l e l  t o  t h e  
g e n e r a t r i x  of t h e  c y l i n d e r  i n  t h e  pos i$nive  d i r e c t i o n  o f  t h e  a x i s  
Oz ( F i g .  2 6 , a ) .  The p r o b l e m  i s  p o s e d  o f ,  d e t e r m i n i n g  t h e  d i f f r a c t e d  
f i e l d ,  c a u s e d  by t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  c y l i n d e r  i n  s p a c e  C 5 2 1 .  H e r e  
w e  c a n  d i f f e r e n t i a t e  two c a s e s :  t h e  c a s e  o f  a n  e l e c t r i c  d i p o l e  a n d  
t h e  c a s e  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  moments p a n d  m, r e s p e c t i v e l y .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  e a c h  o f  t h e  c a s e s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c -  / 2 2 3  
t o r s  E o ,  H o  o f  t h e  d i p o l e  f i e l d , i n  f r e e  s p a c e  may b e  e x p r e s s e d  as  
a f u n c t i o n  o f  t h e  c a s e  t h r o u g h  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  P ,  
f r o m  f o r m u l a s  ( 1 . 2 . 1 3 ) ,  ( 1 . 2 . 1 7 )  u s i n g  f o r m u l a s  ( 1 . 3 . 9 1 ,  (1.3.10), 

w h i c h  c o n n e c t  t h e  H e r t z  v e c t o r s  . Z o y  zo "  w i t h  p i  m y  r e s p e c t i v e l y .  

From c o m p a r i s o n  o f  ( 1 . 2 . 1 3 ) ¶  ( 1 . 2 . 1 7 )  w i t h  (1.6.161, ( 1 . 6 . 1 8 )  it 
i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  f o r  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  i n  f r e e  
s p a c e ,  o n  t h e  b a s i s  of  ( 2 . 5 . 9 ) ,  V 0  E 0,  b u t  

o/c sg F I E )  l e t  t h e r e  b e  c o n t a i n e d  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  i d e a l l y  c o n d u c -  

- 

R 
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( 6 . 2 . 1 )  

F i g .  2 6 .  E x c i t a t i o n  o f  a C i p c u l a r  C y l i n d e r  b y  a L o n g i t u d i n a l  D i p o l e  
( a )  a n d  G e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  P r o b l e m  o f  t h e  Case o f  a L o n g i t u d i n a l  
Slqt ( b ) .  

a n d  i n  t h e  c a s e  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  u o  = 0 ,  b u t  

( 6 . 2 . 2 )  

s i n c e  p = ( 0 ,  0, p } ,  ITl = I O ,  0 ,  m). From ( 1 . 2 . 1 3 1 ,  ( 1 . 2 . 1 7 )  a n d  -- / 2 2  
(1.3.91, ( 1 . 3 . 1 0 )  i t  a l s o  f o l l o w s  t h a t  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  
d i p o l e  i s  a f i e l d  o f  o n l y  o n e  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n s ,  e i t h e r  a TM 
t y p e  f i e l d  i n  t h e  case  o f  a n  e l e c t r i c  d i p o l e  or a T E  t y p e  i n  t h e  
ca se  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e .  H e r e  w e  f i n d  t h a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i -  
t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  w i l l  b e  
n e c e s s a r i l y  s a t i s f i e d  i f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  o n  t h e  
c y l i n d e r ,  i s  a l s o  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a f i e l d  o f  o n l y  o n e  o f  t h e  
TM a n d  T E  t y p e s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  
f r e e  s p a c e .  A s  a r e s u l t  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  v e c t o r s  
E = E o  + El, H+= H o  t H 1  of t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  i s  r e d u c e d  t o  
s e e k i n g  t h e  a u x i l i a r y  s c a l a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u 1  o r  V I ,  i . e . ,  
t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  w h i c h  s a t i s f y ,  when a d d e d  
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t o  u o  o r  r e s p e c t i v e l y  v o ;  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 3 )  i n  t h e  
case o f  an  e l e c t r i c  d i p o l e  or c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 4 )  i n  t h e  c a s e  o f  a 
m a g n e t i c  d i p o l e  o n  t h e  s u r f a c e  of  t h e  c y l i n d e r  ( p  = a )  and  t h e  
c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

E l e c t r i c  D i p o l e .  If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  u 1  o f  t h e  s t r a y  
f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s  s u c h  as  ( 2 . 1 . 9 1 ,  

t h e n  f r o m  ( 1 . 7 . 3 )  and  ( 6 . 2 . 1 )  we f i n d  t h a t  

a n d  t h e n  f o r  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  we h a v e  

( 6 . 2 . 4 )  

I t  i s  q u i t e  d i f f i c u l t  t o  c a r r y  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n  i n  ( 6 . 2 . 4 )  i n  
t h e  g e n e r a l  c a s e .  H o w e v e r ,  i n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  of t h e  wave b a n d  
when as  u s u a l  k p  > >  1 ( p  + 0 0 )  f o r  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l s  e n t e r i n g  
i n t o  ( 6 . 2 . 4 1 ,  

-a 
( 6 . 2 . 5 )  

wheref,(h) = J,(upO)- J n ( v a )  H ! , ' ) ( o p f ~ ) ,  on t h e  b a s i s  o f  t h e  m e t h o d  o f  
Hi" (vu) 

s t e e p e s t  d e s c e n t s ,  we o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s ,  

( 6 . 2 . 6 )  

/ 2 2 5  

if f i r s t  i n  ( 6 . 2 . 5 )  w e  t a k e  t h e  f i r s t  t e r m  o f  i t s  a s y m p t o t i c  e x p a n -  
s i o n  ( 2 . 2 . 2 4 )  i n s t e a d  o f  t h e  H a n k e l  f u n c t i o n  H ( l ) ( v p ) .  Here 8 i s  n 
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t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e .  A s  a r e s u l t ,  i n  t h e  wave b a n d ,  a p p r o x i -  
m a t e l y  , 

e ikr 
u =-- p7 exp (- ikta COS 8) M (e, cp) 

( 6 . 2 . 7 )  

(r, (3 a r e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  t h e  p o i n t  z = O ) ,  
w h e r e  t h r o u g h  M w e  d e n o t e  t h e  e x p r e s s i o n ,  

0) 

M(8, cp) = (-ip - 
n=-m ( 6 . 2 . 8 )  

The f u n c t i o n  M ( 8 ,  I+), w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  a p p r o x i m a t i o n  i n  
w h i c h  we c a n  i g n o r e  t h e  t e r m s  w h i c h  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p o w e r s  
r - 2 ,  r - 3 ,  e t c . ,  i s  u s u a l l y  a s s u m e d  t o  b e  a c o r r e c t i o n  f a c t o r  t o  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  d i p o l e  i n  f r e e  s p a c e .  

From ( 1 . 6 . 1 6 )  w e  f i n d  t h a t  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  wave 
b a n d  .- 

( 6 . 2 . 9 )  

S i n c e  f o r  a d i p o l e  w i t h  a l i n e a r  c u r r e n t  I ( z 0 )  i n  i t ,  

C l ( Z ? )  dz@ 
-4n ioe  ' 

p =  I ' 

t h e n  by  i n t e g r a t i n g  ( 6 . 2 . 9 )  o v e r  z o  f r o m  z 1  t o  z 2  we f i n d  e x p r e s -  
s i o n s  w h i c h  g e n e r a l i z e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t o  t h e  c a s e  of 
a l i n e a r  a n t e n n a  w i t h  a g i v e n  e l e c t r i c a l  c u r r e n t  I ( z o ) :  

/ 2 2 :  By e x p a n d i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  o v e r  z O f r o m  - a t0  +a i n  ( 6 . 2 . 4 )  w e  - 
f i n d  on  t h e  b a s i s  o f  ( 2 . 5 . 8 )  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l  o f  
t h e  c o m p l e t e  f i e l d  o f  t h e  l i n e a r  i n f i n i t e l y  l o n g  s o u r c e  i n  t h e  p r e -  
s e n c e  o f  t h e  c y l i n d e r  when p > P O ,  
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rhen p < p o  we m u s t  e x c h a n g e  p l a s e s  for p and p o l .  
Bn-zero c o m p o n e n t  of t h e  e l e c t r i c a l  f i e l d  i s  

E,  = k'u 

' o r m u l a s  ( 6 . 2 . 1 1 ) ,  ( 6 . 2 . 1 2 )  g i v e  a s t r i c t  s o l u t i o n  
r- 

( 6 . 2 . 1 1 )  

H e r e  t h e  o n l y  

( 6 . 2 . 1 2 )  

t o  t h e  p r o b l e m  

I t h e  d i f f r a c t i o n  of  a c y l i n d r i c a l  wave - --I i$ &I)(&F) o n  a n  

e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  o f  i n f i n i t e  l e n g t h ) .  

4k 

Magnetic D i p o l e .  If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  v 1  o f  t h e  f i e l d  
a t t e r e d  on  t h e  c y l i n d e r  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 6 . 2 . 3 1 ,  t h e n  f r o m  
. 7 . 4 )  and ( 6 . 2 . 2 )  f o r  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  we f i n d  t h e  e x -  

a e s s i o n  

n ( 6 . 2 . 2 )  p i s  s u b s t i t u t e d  by m )  a n d  t h e n  for t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  

( 6 . 2 . 1 3  

h e  p r i m e  d e n o t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  o v e r  t h e  a r g u -  
. n t ) .  I n  t h e  wave b a n d ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

v = m -  exp (- ikzo COS e)  M* (e,  cp), 
t .  

l e re  t h e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  i s  
m 

M*(O, cp)= (-iY [!,(kposin8)- 

( 6 . 2 . 1 4 )  

/ 2 2 7  

( 6 . 2 . 1 5 )  
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F r o m - ( 1 . 6 . 1 8 )  w e  f i n d  t h a t  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  wave b a n d  

( 6 . 2 . 1 6 )  

S i n c e  for a d i p o l e  w i t h  l i n e a r  m a g n e t i c  c u r r e n t  I s c ( z o )  

cZ* (20) dzo m =  
-44niwp ' 

t h e n  b y  i n t e g r a t i n g  ( 6 . 2 . 1 4 )  3 v e r  z o  f r o m  z 1  t o  z2  w e  f i n d  f r o m  
( 6 . 2 . 1 6 1 ,  f o r  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  l i n e a r  
m a g n e t i c  c u r r e n t  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a c y l i n d e r  i n  t h e  wave b a n d ,  
t h e  e x p r e s s i o n  

( 6 . 2 . 1 7 )  

A t  t h e  l i m i t  when p b  a t h i s  p r o b l e m  i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  
s e n s e  w i l l  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  f i e l d  o f  t h e  u n i t  
l o n g i t u d i n a l  e m i t t i n g  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  c y l i n d e r .  On t h e  b a s i s  o f  ( 2 . 2 . 5 2 )  a t  t h e  l i m i t ,  

a n d  t h e n  f o r m u l a  ( 6 . 2 . 1 7 )  w i l l  g i v e  a ' g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  
o f  t h e  p r o b l e m  t o  t h e  c a s e  o f  a n  i n f i n i t e l y  n a r r o w  l o n g i t u d i n a l  
s l o t  s e e  F i g .  2 6 ,  b ) ,  e x p a n d e d  t o  a l e n g t h  from z 1  t o  z 2 .  If i n  
( 6 . 2 . 1 7 )  w e  s u b s t i t u t e  t h e  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n  I f c ( z o )  i n  t h e  slot 
b y  d e t e r m i n i n g  t h e  i n t e n s i t y  E$ ( a ,  $ ' ,  z o ) a d $ ' ,  t h e n  a f t e r  i n -  
t e g r a t i o n  o v e r  $ '  f r o m  $1  t o . 4 2  i n  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t  o f  ( 6 . 2 . 1 7 )  
w e  f i n d  a f u r t h e r  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  
t o  t h e  c a s e  o f  a r e c t a n g u l a r  e m i t t i n g  s l o t  of  f i n i t e  w i d t h  a ( $ 2  - 
$ 1 )  w i t h  a g i v e n  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n  E 4  
of  t h e  s l o t .  

( a ,  $ O ,  z o )  i n  t h e  o p e n i n g  

/2 :  - T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  f i e l d  i n  t h e  s l o t ,  w h i c h  i s  n e a r  t h e  
a c t u a l ,  h a s  t h e  f o r m ,  

( A  $ 2  - $ 1 ) .  I n  t h i s  c a s e  ( t h e  wave b a n d )  

-1Rr ' ' 

( 6 . 2 . 1 9  1 

2 1 4  

( 6 . 2 . 2 0 )  



h e r  e 

. cksine s(e) = V (@) exp (- ikzo COS e)  dzo, 4rc. " 
21 

cos n (cp - cpo) 
d $0, ncosncp 7, G, = 

-A/2 

f t e r  s u b s t i t u t i n g  4 '  = - ( A / 2 )  c o s  0 ,  w e  c a n  w r i t e  

( 6 . 2 . 2 1 )  

( 6 . 2 . 2 2 )  

h e r e  J o ( Z 1  i s  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  z e r o - t h  o r d e r ,  9 '  = ( $ 1  + $ 2 )  
2 ,  a n d  V ( Z ' >  = E ( a  , $', z o > a ( $ 2  - $ 1 )  i s  t h e  v o l t a g e  a t  t h e s l o t  

t i s  o b v i o u s  t h a t  when I - n 1 < <  1, w e  w i l l  h a v e  J o  FZ 1. A 
2 

4l 

The f u n c t i o n  S ( e > ,  w h i c h  e n t e r s  i n t o  ( 6 . 2 . 2 0 1 ,  r e p r e s e n t s  t h e  
h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e s l o t  l o c a t e d  on  a n  
n f i n i t e  c o n d u c t i n g  p l a n e .  T h e r e f o r e  t h e  f u n c t i o n  M f c ( c t ,  4 )  may b e  
s sumed  a s  a c o r r e c t i o n  f a c t o r  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e -  
ess  of  t h e  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  of t h e  c y l i n d e r .  

R e f e r e n c e  [ 5 2 ] ,  w h e r e  t h i s  p r o b l e m  i s  s o l v e d ,  g i v e s  g r a p h s  o f  
Mf:] a s  a f u n c t i o n  o f  t h e . a n g l e  $ for d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  p a r a -  
e t e r  ct i n  t h e  r a n g e  f r o m  1 . 5  t o  2 1 .  

L e t  z 1  = -2, a n d  z 2  = 2. Then i n  t h e  case  o f  a s u f f i c i e n t l y  / 2 2 9  
arrow s l o t t h e  v o l t a g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  o p e n i n g  o f  t h e s l o t  i s  
l m o s t  s i n u s o i d a l  a n d  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

sin k ( l  - 121) 
sin kl 

V ( 2 )  = v o  9 ( 6 . 2 . 2 4 )  

There V O  i s  t h e  v o l t a g e  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  s l o t .  F r o m  ( 6 . 2 . 2 1 )  
r e  o b t a i n  

iVo [cos (kl  cos e)  - cos kl]  
- 2n sin kl sin 0 

s(e)= - .- - 9 ( 6 . 2 . 2 5 )  

215  



I Ill I II IIIl1111111 ll1l11l I 

a n d  when 2 2  = X o / 2  ( l e n g t h  o f  t h e  s l o t i s  e q u a l  t o  h a l f  t h e  wave 
l e n g t h ) ,  

( 6 . 2 . 2 6 )  

a n d  t h e n  i n s t e a d  o f  ( 6 . 2 . 2 0 )  w e  o b t a i n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  com- 
p o n e n t  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E : tJ 

( 6 . 2 . 2 7 )  

The  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i r e c t e d  e f f e c t  o f  t h e  e m i t t i n g s l o t ,  l o c a t e d  
o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r ,  may b e  f o u n d  f r o m  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 8 )  
i n  w h i c h  i t  f o l l o w s  t o  s e t  

( 6 . 2 . 2 8 )  

w h e r e  E i s  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 6 . 2 . 2 7 ) .  The  q u a n t i t y  g ( 0 ,  + )  
may b e  g o u n d  by  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  i n  ( 1 . 4 . 1 8 ) .  By n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n  we c a n  a l s o  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  
e m i s s i o n  f r o m  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a c y l i n d e r  and  
t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h e  s l o t  on  t h e  c y l i n d e r ,  i f  
we u s e  f o r m u l a s  ( 1 . 4 . 1 4 )  a n d  ( 1 . 4 . 1 7 1 ,  r e s p e c t i v e l y ,  a f t e r  s u b s t i -  
t u t  i n g  t h e r e  

( u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  i n  ( 1 . 4 . 1 4 )  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  
o u t  o v e r  a s p h e r e  o f  i n f i n i t e l y  l a r g e  r a d i u s  w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  
o r i g i n ) .  T h e n  i n  ( 1 . 4 . 1 4 )  t h e  c o m p o n e n t  E+ i s  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a  
(6.1.161, a n d  i n  ( 1 . 4 . 1 9 )  b y  f o r m u l a  ( 6 . 2 . 2 7 ) .  

5 3 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave on  T w o  C y l i n d e r s .  - / 2 3 0  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  p e r m e a b i l i t i e s  
E ,  1-1 a n d  a c o n d u c t i v i t y  G = 0 ,  l e t  t h e r e  b e  c o n t a i n e d  two  p a r a l l e l  
i n f i n i t e l y  l o n g  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r s ,  o c c u p y i n g  i n  l o c a l  
c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  P S ,  + s ,  Z S ,  s = 2 1, t h e  r e g i o n s  o f  
s p a c e  p - l  I_ a - 1 ,  p + 1  5 a+l  ( t h e  a x e s  QsZs of  t h e  s y s t e m s  a r e  d i r e c -  
t e d  a l o n g  t h e  r e s p e c t i v e  a x e s  o f  t h e  c y l i n d e r s )  a n d  l e t  t h e r e  b e  

216 

I 



i n c i d e n t  on  t h e  c y l i n d e r s  t h e  p l a n e  wave (1.3.4) p r o p a g a t i n g  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i t  v e c t o r  n ,  w h i c h  l i e s  o n  t h e  p l a n e  o f  t h e  n o r -  
m a l  c r o s s  s e c t i o n  of t h e  c y l i n d e r s  a n d  f o r m s  a c e r t a i n  a n g l e  4 0  w i t h  

t h e  l i n e s  o f  t h e  c e n t e r s  0-10+1 of  t h e  c r o s s  s e c t i o n s  o f  t h e  c y l i n -  

d e r s .  I n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  p ,  4 ,  z w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  

F i g .  2 7 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave o n  Two C i r c u l a r  C y l i n d e r s .  

0 ,  l y i n g  o n  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  0-10+1 midway b e t w e e n  them ( t h e  
a x i s  O Z  O s Z s ,  t h e  a x i s  Ox i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s ,  
F i g .  2 7 ) ,  t h e  wave ( 1 . 3 . 4 )  may b e  w r i t t e n  t h e n  i n  t h e  f o r m ,  

(6.3.1) 

( 0  = ~ / 2 ;  t h e  c a s e  of o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave may b e  a s s u m e d  
t o  b e  a n a l o  o u s ) .  We p o s e  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d  E l ,  H’, s c a t t e r e d  on  t h e  c y l i n d e r s .  The s t r i c t  s o l u t i o n  t o  
t h i s  p r o b l e m s  c o n s i s t s ,  j u s t  as  i n  t h e  c a s e  o f  o n e  c y l i n d e r ,  o f  
s e e k i n g  t h e  s o l u t ’ o n  t o  a homogeneous  s y s t e m  of M a x w e l l  e q u a t i o n s  
(1.1.4) ( p  = 0 ,  J i e x t )  = 0 )  u n d e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.1.6) o n  
t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  of  t h e  c y l i n d e r s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  com- /231 
p l e t e  f i e l d  E ,  H and  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  f o r  
t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  s t r a y  f i e l d  E l ,  H 1 .  If t h e  v e c t o r  E o  o f  t h e  
f i e l d .  o f  t h e  i n c i d e n t  wave i s  d i r e c t e d  a t  a c e r t a i n  a n g l e  t o  t h e  
p l a n e  zOy, t h e n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  a f t e r  r e p r e s e n t i n g  t h e  
p r i m a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  of  p a r t i c u l a r  f i e l d s  
o f  TM and  T E  t y p e s ,  c a n  b e  o b t a i n e d  as  a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  of t h e  
s o l u t i o n s  t o  t h e  two i n d e p e n d e n t  p r o b l e m s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
cases  of  TM a n d  T E - p o l a r i z a t i o n s  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave .  
H e r e  t h e  f i e l d  E’, H I ,  s c a t t e r e d  o n  t h e  c y l i n d e r s ,  may b e  f o u n d  a s  
a f u n c t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  t h r o u g h  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  U ’  or V 1  f r o m  ( 1 . 6 . 1 6 )  or 
(1.6.181, r e s p e c t i v e l y .  
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- If t h e  i n c i d e n t  wave i s  a TM t y p e  f i e l d ,  t h e n  i t s  p o t e n t i a l  
u o ,  w r i t t e n  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  p ,  4 ,  z o n  t h e  b a s i s  o f  
( 6 . 3 . 1 1 ,  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n .  

uo - E e(kpcodp--lpd 

k' ( 6 . 3 . 2 )  

( 0  = ~ / 2 ,  ( n R )  = ~ 1 :  c o s  4 0  + y s i n  4 ' 0 ) .  If t h i s  wave ( 6 . 3 . 1 )  i s  a 
T E  t y p e  w a v e ,  t h e  p o t e n t i a l  o f  i t s  f i e l d  w i l l  b e  t h e  f u n c t i o n ,  

( 6 . 3 . 3 )  

S i n c e  R = Rs + R'os  ( s e e  F i g .  2 7 )  a n d  ( n R )  = ( n R , )  + ( n R o s ) ,  t h e n  it 
i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  ( 6 . 3 . 2 )  a n d  t h e  f u n c t i o n  ( 6 . 3 . 3 )  o n  
t h e  b a s i s  o f  ( 2 . 3 . 8 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  l o c a l  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  
of  t h e  s - t h  c y l i n d e r  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  e x p a n s i o n s :  

n=-m 

n=--o 

( 6 .3 . 4 ) 

( 6 . 3 . 5 )  

I t  i s  a l s o  o b v i o u s  t h a t  on  t h e  s t r e n g t h  of  t h e  c o n s t a n c y  o f  
t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  of  t h e  medium s u r r o u n d i n g  t h e  c y l i n -  
d e r ,  and  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  t h e m s e l v e s  a l o n g  t h e  a x i s  
OZ and  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  wave ( 6 . 3 . 1 )  f r o m  t h e  s p a t i a l  c o -  
o r d i n a t e  z y  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  E, H w i l l  n o t  d e p e n d  on  Z. T h e r e -  
f o r e  t h e  p o t e n t i a l s  u 1  a n d  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  m u s t  b e  s o l u -  
t i o n s  t o  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  w h i c h ,  when a d d e d  
t o  u o  or r e s p e c t i v e l y  t o  V o ,  w i l l  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 1 . 7 . 3 )  or ( 1 . 7 . 4 )  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  i n c i d e n t  wave and  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

The  p r o b l e m  i s  f u l l y  s o l v e d  b y  s e e k i n g  t h e  f u n c t i o n s  u 1  a n d  / 2 3 2  
V I .  

If we u s e  t h e  m e t h o d  o f  p e r t u r b a t i o n s  ( S 9 ,  Ch. 1) t o  s e e k  u l ,  
we t h e n  o b t a i n  

( 6 . 3 . 6 )  

w h e r e  t h r o u g h  Sum w e  d e n o t e  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d  f i e l d  o f  
m- th  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  p r o d u c e d  by t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  s - t h  
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: y l i n d e r  i n  s p a c e .  The  p o t e n t i a l  o f  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  i s  r e p r e -  
; e n t e d  by  t h e  e x p r e s s i o n ,  

u = u o  + u 1 .  

f w e  s e e k  Sum i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  

( 6 . 3 . 7 )  

( 6 . 3 . 8 )  
n=-a 

c c o r d i n g  t o  t h e  c y l i n d r i c a l  wave f u n c t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n -  
i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y ,  t h e n  

( 6 . 3 . 9 )  

he  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  ( 6 . 3 . 8 )  (we d e n o t e  them as  c o e f -  
i c i e n t s  o f  s c a t t e r i n g  o f  m- th  o r d e r )  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n ,  

( 6 . 3 . 1 0 )  

h i c h  i s  s a t i s f i e d  s i m u l t a n e o u s l y  o n  t h e  s u r f a c e  o f  b o t h  c y l i n d e r s  
t h e n  u = 0 when p s  = a,, S = 2 1). A f t e r  r e p r e s e n t i n g  t h e  p o t e n -  
ial u o  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave i n  t h e  f o r m  o f  t h e  s e r i e s  
6 . 3 . 4 )  a n d  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 2 . 4 . 5 )  f o r  t h e  c y l i n d r i c a l  
z v e  f u n c t i o n s ,  f r o m  ( 6 . 3 . 1 0 )  w e  f i n d  

J s u b s t i t u t i n g  ( 6 . 3 . 1 1 )  i n t o  ( 6 . 3 . 9 )  w e  f i n d  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  
t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  p o t e n t i a l  u l .  

From ( 6 . 3 . 1 1 )  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  / 2 3 3  
I m  o f  a r b i t r a r y  o r d e r  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  a l l  t h e  p r e c e d i n g ,  
12 i n  t h e  e n d  may b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  

f i r s t  o r d e r  , 

( 6 . 3 . 1 2 )  
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S i m i l a r l y  w e  c a n  s o l v e  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  p o t e n t i a l  D 1  unde-J? 
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  of Neumann on t h e  s u r f a c e  o f  tB.e c y l i n d e r s .  

I n  t h e  p r e s e n c e  of  a f i e l d  i n s i d e  t h e  S - t h  c y l i n d e r  i t s  p o t e n -  
t i a l  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  s u m ,  

m OD. 

i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  'UT o f  t h e  f i e l d  o f  "m-th o r d e r  o f  r e f r a c -  
t i o n "  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s ,  

uz" = 2 %,mJ, (k2 p,) efnvs. 
n=--m ( 6 . 3 . 1 4 )  

I n  t h i s  c a s e  t h e  c o e f f i c i e n t s  'A:  a n d  ' B ;  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  c o n -  
j u g a t e  c o n d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  of e a c h  c y l i n d e r .  

The p o t e n t i a l  v,' of a r e f r a c t e d  f i e l d  o f  TE t y p e  i n s i d e  t h e  
s - t h  c y l i n d e r  may b e  f o u n d  a n a l o g o u s l y .  

However ,  i t  f o l l o w s  t o  n o t e  t h a t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  
t h e  i n t e r a c t i o n  of two d i f f r a c t i n g  c y l i n d e r s ,  o b t a i n e d  by t h e  m e t h o d  
of p e r t u r b a t i o n s ,  i s  f o u n d  t o  b e  o n l y  s l i g h t l y  f e a s i b l e  i n  p r a c t i c e  
f o r  t h e  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i s t a n c e  b e -  
t w e e n  c y l i n d e r s  i s  n o t  g r e a t  a n d  t h e i r  t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n s  a r e  
c o m p a r a b l e  or c o n s i d e r a b l y  h i g h e r  t h a n  t h e  wave l e n g t h  o f  e x c i t a -  
t i o n .  A s  a l r e a d y  n o t e d ,  t h i s  m e t h o d  i s  s u i t a b l e  o n l y  i n  t h e  case  
o f  s t r o n g l y  d i f f e r e n t  b o d i e s  w i t h  t r a n s v e r s e  d i m e n s i o n s  c o n s i d e r -  
a b l y  s m a l l e r  t h a n  t h e  wave l e n g t h .  H e r e  w e  h a v e  shown t h a t  f o r  
f u t u r e  a n a l y s i s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  f o u n d  b y  t h e  c l a s s -  
i c a l  m e t h o d  of s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  we c a n  make s e v e r a l  c o n c l u -  
s i o n s  b a s e d  on  c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s .  

I n  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  two c y l -  
i n d e r s ,  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  p e r m i t s  
e f f e c t i v e l y  f i n d i n g  t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  a s u f f i c i e n t l y  w i d e  
r a n g e  o f  v a r i a t i o n  i n  t h e  p a r a m e t e r s .  U s i n g  t h i s  m e t h o d  t h e  p r o -  
blem i s  s o l v e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  s c h e m e .  

TM Type F i e l d .  The p o t e n t i a l  u 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  s c a t -  - / 2 3 '  
t e r e d  o n  t h e  c y l i n d e r s  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a sum, 

u1= u, 
s=2 I ( 6 . 3 . 1 5 )  

220 



of  two  t e r m s ,  e a c h  o f  w h i c h  r e p r e s e n t s  a d i f f r a c t i o n  s e r i e s ,  

00 

( 6 . 3 . 1 6 )  

w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  x ; ,  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 3 )  w h i c h  m u s t  b e  s a t i s f i e d  s i m u l t a n e o u s l y  o n  t h e  
s u r f a c e  of e a c h  o'f t h e  c y l i n d e r s .  U s i n g  e x p a n s i o n  ( 6 . 3 . 4 )  and  
f o r m u l a  ( 2 . 4 . 5 )  we a r r i v e  a t  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 3 )  
w i l l  b e  s a t i s f i e d  when p s  = a s ,  s = 2 1, i f  Xg i s  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  , 

w h e r e  

m-w 

(n 0, & 1, ... ; 'S = 2 I ) ,  ( 6 . 3 . 1 7 )  

( 6 . 3 . 1 8 )  

P r o c e e d i n g  f r o m  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  when m -+ 0 0 ,  

w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s  c i & , s ~ s )  o f  t h e  s y s t e m  d o  n o t  
s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r e g u l a r i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  b e c a u s e  

o f  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  

( 6 . 3 . 1 7 )  w i l l  n o t  b e  q u a s i - r e g u l a r  s i n c e  i t  d o e s  n o t  s a t i s f y  t h e  
c o n d i t i o n s  o f  q u a s i - r e g u l a r i t y  of  i n f i n i t e  s y s t e m s .  M o r e o v e r  t h e  
c o e f f i c i e n t s  of  t h e  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  d o  n o t  s a t i s f y  all o t h e r  known 
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  i n f i n i t e  s y s t e m s  (for e x a m p l e ,  

t h e  c o n d i t i o n s  1UA;q < o r  l ~ ~ ~ ~ ~ s ) l z <  00 9 a r e  n o t  s a t i s f i e d ;  e a c h  

of  t h e s e  c o n d i t i o n s  i s  a c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  a n  
i n f i n i t e  s y s t e m  much a s  ( 6 . 3 . 1 7 )  C 2 0 1 ) .  T h e r e f o r e ,  w i t h o u t  m a k i n g  
a d d i t i o n a l  s t u d i e s  of  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  it i s  i m p o s s i b l e  t o  j u s t i -  / 2 3 5  
f i a b l y  u s e  a n y  o f  t h e  known m e t h o d s  of s o l v i n g  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s .  

2 la~;svs)l f o r  e a c h  n .  S y s t e m  
m=-m 

n. m n. m 

TO c a r r y  o u t  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  l e t  u s  make 
i n  it a s u b s t i t u t i o n  of t h e  unknowns  xg w i t h  new unknowns X$, a f t e r  
s e t t i n g  

( 6 . 3 . 1 9 )  
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On t h e  b a s i s  of ( 6 . 3 . 1 9 1 ,  f r o m  ( 6 . 3 . 1 7 )  f o r  Xg w e  o b t a i n  a n  i n f i n i t e  
s y s t e m  of  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  

m 

x; + CA;;;s*8'X;a = F: 

(n.= 0, Zk f ,  ...; s =  k.1) 

m=-m 

w i t h  c o m p l e x  c o e f f i c i e n t s  

a n d  w i t h  c o m p l e x  r i g h t - h a n d  p a r t s  

( 6 . 3 . 2 0 )  

(6.3.21) 

( 6 . 3 . 2 2 )  

I t s  d e t e r m i n a n t  A of i n f i n i t e  o r d e r  h a s  t h e  form (CXnm = C A ~ ' '  ''I, 
anm + - - c i s ' ,  - 1 )  

A =  

222  

- 
0 ao,-1 

1 ~ U-I,-l 

a-1.4 1 
0 UTI."l 

a$1,-r 0. " 

0 .a-2,--1 

0 aT2,-1 

.O + ao,-1 

+ 
- 

- 
+ 

a - 2 . 4  0 

a$2,--1 0 

0 .a& : 0 

QO,-2 0 ao,+2 

. 0 a-1,-2 

Q-1,-2 0 Q-1.$2 

0 . .6+1.--2 

a$ .-2 ; 0 &,+n 
1 a-2,-2 

a-2,-2 1 a-2,+2 

p aT2,-2 1 

a$2,-2 r ' 0 0$2,+2 

+ '  + 
' 0  - 

+ + 
0 - 

0 - 
+ + 
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U s i n g  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 2 6 ) ,  ( 2 . 2 . 2 8 )  w h i c h  a r e  a s y m p t o t i c  r e l a t i v e  t o  
t h e  i n d e x  n f o r  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s ,  t h e  S t i r l i n g  a s y m p t o t i c  f o r m -  
u l a  ¶ 

n! - ~ 2 5 i F ' t ~ e - n  
( 6 . 3 . 2 4 )  

a n d  t h e  i n e q u a l i t i e s  C281 

( 6 . 3 . 2 5 )  

w e  c a n  show t h a t  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  C n m  ( - s , s )  of  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  f o r  
a l l  n a n d  m s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t i e s  

( 6 . 3 . 2 6 )  

( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  [ 8 5 ] ) .  Now if w e  c o n s t r u c t  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  
o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  i n  w h i c h ,  a s  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  ( c o e f f i c i e n t s ) ,  
w e  t a k e  t h e  e x p r e s s i o n s  f r o m  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t  o f  ( 6 . 3 . 2 6 ) ,  a n d  
as  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t s  t h e  e x p r e s s i o n s  f r o m  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t  
o f  ( 6 . 3 . 2 7 1 ,  t h e n  s u c h  a s y s t e m  o b v i o u s l y  w i l l  b e  a m a j o r a n t  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 ) .  I t s  m a t r i x  c o e f f i c i e n t s  w i l l  
s a t i s f y  ( 1 . 9 . 1 9 ) ¶  s i n c e  

( 6 . 3 . 2 8 )  

i f  

l>a - ,  + a+1 ( 6 . 3 . 2 9 )  / 2 3 7  

( c o n d i t i o n  ( 6 . 3 . 2 9 )  m e a n s  t h a t  t h e  c y l i n d e r s  d o  n o t  i n t e r s e c t  o n e  
a n o t h e r ) ,  a n d  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t s  w i l l  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 ) ,  
s i n c e  

C o n s e q u e n t l y ,  t h e  s y s t e m  of e q u a t i o n s  w h i c h  i s  a m a j o r a n t  t o  ( 6 . 3 . 2 0 )  
w i l l  p o s s e s s  a c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m .  On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 2 6 1 ,  
t h e  m a j o r i z i n g  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  w i l l  a l s o  p o s s e s s  t h e  same f o r m .  
T h e r e f o r e ,  t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  on t h e  s o l v a b i l i t y  of f i n i t e  

2 2 3  
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s y s t e m s  i s  a p p l i c a b l e  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 ) :  e i t h e r  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  
h a s  a s i n g l e  d e t e r m i n e d  s o l u t i o n  {Xg}, w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i -  
t i o n ,  

n=-a ( 6 . 3 . 3 0 )  

or t h e  h o m o g e n e o u s  s y s t e m  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  h e t e r o g e n e o u s  
s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  h a s  t h e  s o l u t i o n  {Xg} w h i c h  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  
( 6 . 3 . 3 0 )  a n d  i s  n o n - z e r o .  S i n c e  t h e  a s s u m p t i o n s  o n  t h e  p o s s i b i l i t y  
of  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n  t o  t h e  homogeneous  s y s -  
t e m  l e a d s  t o  a c o n t r a d i c t i o n  w i t h  t h e  t h e o r e m  o f  u n i q u e n e s s  i n  
s o l v i n g  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r  t h e  p o t e n t i a l  u l ,  t h e n  i n  s u c h  
ca se  o n l y  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  a l t e r n a t i v e  w i l l  b e  v a l i d .  U s i n g  
( 6 . 3 . 2 6 1 ,  ( 6 . 3 . 2 7 )  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  i s  a 
q u a s i - r e g u l a r  s y s t e m  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  a n d  c o n v e r t s  w i t h  t h e  
p r o p e r  c h o i c e  o f  t h e  p a r a m e t e r  kZ w i t h  g i v e n  k a s ,  s 2 1) i n t o  a 
r e g u l a r  o n e  (when kZ -t a, 
d e t e r m i n a n t  ( 6 . 3 . 2 3 )  o f  t h e  s y s t e m  t e n d s  t o  u n i t y ) .  The u n i q u e  s o l u -  
t i o n  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  of t r u n c a t i o n  
( r e d u c t i o n ) .  
a b s o l u t e  v a l u e s  o f  all n ,  f o l l o w i n g  f r o m  ( 6 . 3 . 3 0 )  a l o n g  w i t h  ( 6 . 3 . 1 9 )  
p e r m i t s  e a s i l y  s h o w i n g  t h e  a b s o l u t e  and u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  
s e r i e s  ( 6 . 3 . 1 6 )  for a l l  9 a n d  p s  a s ,  s = t 1, and  a l s o  t h e  p o s -  
s i b i l i t y  o f  a t e r m - b y - t e r m  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e s e  s e r i e s  o v e r  $I 
a n d  p t h e  n e c e s s a r y  number  o f  t i m e s  a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  g i v e n  
r e g i o n  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r s 2 ,  I n  t h e i r  c o n s t r u c t i o n ,  s e r i e s  
( 6 . 3 . 1 5 ) ,  ( 6 . 3 . 1 6 )  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  a n d  t h e  c o n d i -  
t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  T h e r e f o r e  by d e t e r m i n i n g  t h e  u n -  
knowns Xg, a n d  t h r o u g h  t h e m  t h e  p o t e n t i a l  u as  w e l l ,  t h e  ma thema-  
t i c a l  p r o b l e m  f o r  u 1  i s  f u l l y  s o l v e d .  

a l l  c ~ f i S ~ s ) - +  0 ,  a s  a r e s u l t  o f  w h i c h  t h e  

The b o u n d e d n e s s  of t h e  unknown Xz, a c c o r d i n g  t o  t h e  

By t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  new d e s i g n a t i o n s ,  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  may / 2 3 8  
b e  w r i t t e n  i n  n o r m a l  f o r m ,  

m 

zi + allzl = bi,> i = 1, 2, ..., ( 6 . 3 . 3 1 )  

if we s e t  

__ _ _ - _ i _ -  ~ 
~~ - 

On t h e  b a s i s  of  ( 6 . 3 . 2 6 1 ,  c o n d i t i o n s  [Xgl < c o n s t  for a l l  n a f t e r  
c o m p u t a t i o n  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  ( 6 . 3 . 2 2 )  may b e  e t a b l i s h e d  
f r o m  ( 6 . 3 . 2 0 )  w h i c h  i n  f a c t  i s  IXEl < C a s / ( Z  - a-s)llnT. Then 

0 

Ix:l--. 
n=-m a 
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( 6 . 3 . 3 3 )  

( 6 . 3 . 3 4 )  

a,, - 0. ( 6 . 3 . 3 6 )  

L e t  us  f i n d  ( f o r m a l l y )  t h e  m a i n  s o l u t i o n  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  a f t e r  
a p p l y i n g  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  t o  it w i t h  t h e  
o r i g i n a l  v a l u e s ,  

We f i n d :  

( 6 . 3 . 3 7 )  

( 6 . 3 . 3 8 )  

( 6 . 3 . 3 9 )  / 2 3 9  

T a k i n g  ( 6 . 3 . 1 8 )  i n t o  a c c o u n t  a n d  c o m p a r i n g  ( 6 . 3 . 3 8 1 ,  ( 6 . 3 . 3 9 )  w i t h  
e x p r e s s i o n s  ( 6 . 3 . 1 1 1 ,  ( 6 . 3 . 1 2 1 ,  w e  f i n d  

2 2 5  



x i , p =  f: 'A?, 
m= t 

On t h e  a s ' s u m p t i o n  t h a t  a l i m i t  e x i s t s ;  ]jm , w e  f i n d  
n.p = 4 P- do 

( 6 . 3 . 4 0 )  
m=l 

C o n s e q u e n t l y ,  t h e  f o r m a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  
a p p r o x i m a t i o n s  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  p e r m i t s  o b t a i n i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  
t h e  s c a t t e r i n g . c o e f f i c i e n t s  of  a n y  o r d e r s  [ i n  p a r t i c u l a r ,  s c a t t e r i n g  
c o e f f i c i e n t s  o f  m- th  o r d e r  w i l l  b e  t h e  m- th  t e r m  o f  t h e  sum ( 6 . 3 . 4 0 1 1  
a n d  i n  t h e  same m a n n e r  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  a n y  o r d e r  o f  s c a t t e r -  
i n g  c a n  b e  d e f i n e d .  The  s o l u t i o n  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 1 7 )  i t s e l f  [ c o e f -  
f i c i e n t s  o f  s e r i e s  ( 6 . 3 . 1 6 ) ]  r e p r e s e n t s  s i m p l y  t h e  sums o f  t h e  
s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  
o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  o f  a l l  s e q u e n t i a l  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g ,  
p r o d u c i n g  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s .  

T h r o u g h  t h e  s o l u t i o n  {Xg} o f  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  t h e  p o t e n t i a l  u 1  
o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 1 9 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  , 

m 

a n d  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  

( 6 . 3 . 4 1 )  

( 6 . 3 . 4 2 )  

/2 '!  w h e r e  i n  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  p o t e n t i a l  u o  -~ 
o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  h a s  t h e  f o r m  o f  ( 6 . 3 . 2 )  a n d  i n  l o c a l  c o o r d i -  
n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  h a s  t h e  f o r m  o f  ( 6 . 3 . 4 ) .  

U s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 2 . 4 . 5 )  a n d  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 2 0 1 ,  
( 6 . 3 . 4 2 1 ,  f r o m  ( 1 . 1 . 7 )  w e  f i n d  t h a t  t h e  l a w  o f  t h e  d e n s i t y  d i s t r i -  
b u t i o n  j o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  
c y l i n d e r  by  t h e  i n c i d e n t  wave a n d  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  a l l  o r d e r s  
o f  s c a t t e r i n g ,  w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a ,  

( 6 . 3 . 4 3 )  
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.There j, i s  t h e  o n l y  n o n - z e r o  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  vec%P- 
1 .  

I n  t h e  wave b a n d  f o r  w h i c h ,  i n  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  
l o i n t  0 ,  a p p r o x i m a t e l y  , 

p#=p--~ocoscp? cp#=q? p s = p  ( l<p;  1 0 = 1 / 2 ) ,  
( 6 . 3 . 4 4 )  

i f t e r  u s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a  ( 2 . 2 . 2 4 )  for t h e  f i r s t  H a n k e l  
r u n c t  i o n ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

m 

x (A)" X { J ;  (ka,) elncp, 

a n d  from ( 1 . 6 . 1 6 )  we f i n d  t h a t  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  

h u t  

( 6 . 3 . 4 5 )  

( 6 . 3 . 4 6 )  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  A ( + )  is d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n ,  

( 6 . 3 . 4 7 )  

From ( 1 . 4 . 1 1 )  a n d  ( 6 . 3 . 4 6 ) ,  ( 6 . 3 . 4 7 ) ,  ( 6 . 3 . 1 )  we f i n d  t h a t  
t h e  l i n e a r  c r o s s  s e c t i o n  of  b a c k  s c a t t e r i n g  ( r a d a r  t r a n s v e r s e  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n )  f o r  two i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  
i n f i n i t e l y  l o n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  w i l l  b e  

( 6 . 3 . 4 8 )  
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a n d  from ( 6 . 3 . 4 6 ) ,  ( 6 . 3 . 4 7 1 ,  t h a t  t h e  c o m p l e t e  t r a n s v e r s e  s c a t t e r -  
i n g  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t w o  p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  w i l l  b e  

( 6 . 3 . 4 9 )  
n=-w k=-w 

m 

I n  o r d e r  t o  o b t a i n  n u m e r i c a l  r e s u l t s  u s i n g  t h e  f o r m u l a s  c i t e d  
a b o v e ,  we m u s t  f i r s t  o f  a l l  c o m p u t e  t h e  v a l u e s  of  t h e  c o e f f i c i e n t s  
Xg o f  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  U 1  
The a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  s e v e r a l  o f  t h e  f i r s t  c o e f f i c i e n t s  Xg may 
b e  f o u n d  w i t h  a p r i o r i  g i v e n  a c c u r a c y  o f  c o m p u t i n g  by c o m p a r i n g  
t h e  s u c c e s s i v e  s o l u t i o n s  o f  t h e  f i n i t e  s y s t e m s  o b t a i n e d  f r o m  
( 6 . 3 . 2 0 )  w i t h  t h e  t r u n c a t i o n  f o r  d i f f e r e n t  i n c r e a s i n g  v a l u e s  o f  N ,  
i . e . ,  t h e  o r d e r  o f  t r u n c a t i o n  o f  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 ) .  The s y s t e m  o f  
N- th  o r d e r  o f  t r u n c a t i o n .  h a s  t h e  f o r m ,  

i n t o  t h e  s e r i e s  ( 6 . 3 . 1 5 ) .  

I ..t=-N 

N I 

or o n  t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 3 1 )  

( 6 . 3 . 5 0 )  

I= 1 

w h e r e  i = 1, 2 ,  . . . , 4N + 2 , b u t  N a s s u m e s  o n e  o f  t h e  v a l u e s  0 ,  1 , ... and w h e r e  z i ,  a i j ,  b i  a r e  g i v e n  by f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 3 2 )  - ( 6 . 3 . 3 6 ) .  
A s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  N i s  s e e k i n g  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  
c o e f f i c i e n t s  Xg w i t h  t h e  r e q u i r e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  we c a n  t a k e  
N = [ 2 k a l ,  w h e r e  as u s u a l  t h e  b r a c k e t s  i n d i c a t e  t h e  i n t e g r a l  p a r t  
of  t h e  number k a ( a  = max a s ) ,  s i n c e  i n  p r a c t i c e  t h e  s e r i e s  w h i c h  

e n t e r  i n t o  ( 6 . 3 . 4 5 1 ,  c o n v e r g e  w i t h  t h e  same r a p i d i t y  as  d o e s  s e r i e s  
( 6 . 1 . 1 0 ) ,  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
s c a t t e r e d  on  o n e  c y l i n d e r .  

s=+1  

/ 
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A s  n o t e d  a b o v e ,  i n  t h e  c a s e . w h e n  kZ i s  s u f f i c i e n t l y  h i g h ,  t h e  

s l u e s  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  e,, ( - s y s )  i n  ( 6 . 3 . 5 0 )  c a n  b e  n e g l e c t e d  

lid t h e n  w e  w i l l  h a v e  a p p r o x i m a t e l y  X E  = p i  ( i n  t h i s  case  t h e  amp- 
i t u d e s  o f  t h e  s e c o n a d a r y  waves  of  a l l  o r d e r s  of s c a t t e r i n g ,  b e g i n -  
i n g  f r o m  t h e  s e c o n d ,  a n d  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e i r  sum a r e  s m a l l  i n  
3 m p a r i s o n  w i t h  t h e  a m p l i t u d e  of t h e  s e c o n d a r y  waves. o f  t h e  f i r s t  
P d e r  of s c a t t e r i n g ) .  S y s t e m  ( 6 . 3 . 5 0 )  i s  a s y s t e m  of  4N + 2 e q u a -  
i o n s  w i t h  4N + 2 unknowns  X z l  a n d  X i ' .  or xz l  
r-om ( 6 . 3 . 5 0 1 ,  i n s t e a d  o f  s y s t e m  ( 6 . 3 . 5 0 1 ,  w e  c an  s o l v e  t w o  i n d e p e n -  
Z n t  s y s t e m s  

If w e  e x c l u d e  X i 1  

N 

k=-N ( 6 . 3 . 5 1 )  

c h  o f  w h i c h  c o n t a i n s  2iV + 1 e q u a t i o n s  w i t h  2N + 1 unknowns  Xi1 
o n l y  X Z 1 .  Here 

( 6 . 3 . 5 2 )  

j w e v e r ,  c o n v e r s i o n  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 5 1 )  l e a d s  t o  a c o m p l i c a t i o n  o f  
le e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m .  I n  t h e  p a r t i c -  
l-ar ca se  o f  two  c y l i n d e r s  o f  d i f f e r e n t  r a d i i  w e  c a n  a v o i d  t h e  com- 

:m ( 6 . 3 . 5 0 )  s o l v e  two i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  s u c h  as  ( 6 . 3 . 5 1 )  w i t h  / 2 4 3  
le s a m e  c o e f f i c i e n t s  a s  i n  ( 6 . 3 . 5 0 )  or t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  

i c a t i o n s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  of  t h e  s y s t e m  a n d  i n s t e a d  o f  s y s -  

- l e n  a-1  - a + l ,  

"-1  , + 1  - - 0 ,  1$+1,-1 = T ,  k a - l  = = k a ) .  On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 5 3 1 ,  
r s t e m  ( 6 . 3 . 5 0 )  is w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

m--N. 
N 

(- 1)"xn' 9- cam(- 1)"X;t;' = (-1pFh') 
m=-N 

n = 0, _+ 1, ..., N, 

( 6 . 3 . 5 4 )  

t e r  a d d i n g  t e r m - b y - t e r m  b o t h  e q u a t i o n s  i n  ( 6 . 3 . 5 4 1 ,  w e  f i n d  

m--N ( 6 . 3 . 5 5 )  
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w h e r e  w e  h a v e  d e n o t e d  

( 6 . 3 . 5 6 )  

A f t e r  t e r m - b y - t e r m  s u b t r a c t i o n  of t h e  se ' cond  t e r m  f r o m  t h e  f i r s t  , 
w e  f i n d  

N 

m=- N 
( 6 . 3 . 5 7 )  

w h e r e  

I n  t h e  same m a n n e r ,  for c o m p u t a t i o n  o f  XA1 a n d  X,', w e  m u s t  f i r s t  
s o l v e  s y s t e m s  ( 6 . 3 . 5 5 1 ,  ( 6 . 2 . 5 7 1 ,  e a c h  o f  w h i c h  i s  a s y s t e m  o f  
(2N + 1 ) - t h  o r d e r ,  a f t e r  w h i c h  w e  u s e  f o r m u l a s  

( 6 . 3 . 5 8 )  

When $ 0  = r / 2  ( d i r e c t i o n  of p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave i s  n o r m a l  t o  
t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  w i t h  
t h e  p l a n e  Oxy)  a n d  ka-1 = ka+l = ka, w e  c a n  s e e ,  f o r  e x a m p l e  f r o m  ~ / 2  
( 6 . 3 . 5 1 )  a n d  r e l a t i o n s h i p s  ( 6 . 3 . 5 3 )  a n d  

t h a t  

x:, =(-l)nxI;, n =  0, 1, ...; s = 4 I ,  

( 6 . 3 . 5 9 )  

( 6 . 3  .SO) 
. I  

XL, = n =o, & 1, ...; s = - + 1. 
( 6 . 3 . 6 1 )  

By v i r t u e  o f  t h e  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  s e r i e s  ( 6 . 3 . 4 1 1 ,  w h i c h  
d e t e r m i n e s  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  on  t h e  c y l i n d e r s ,  
a n d  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  me thod  o f  r e d u c t i o n  a p p l i e d  t o  s y s t e m  
( 6 . 3 . 2 0 1 ,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e s e  
s e r i e s  a r e  c o m p u t e d  w i t h  t h e  r e q u i r e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  a f t e r  a 
f i n i t e  number o f  o p e r a t i o n s .  T h e r e f o r e ,  i n  e a c h  s p e c i f i c  c a s e  
( f o r  e a c h  ka, a n d  k Z )  i n  ( 6 . 3 . 4 1 )  a n d  i n  ( 6 . 3 . 2 0 )  w e  a s s u m e  i n  
f a c t  a f i n i t e n e s s  o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n d i c e s  n a n d  m ( n ,  m = 0, + + - 1, ..., - N ) .  On t h e  b a s i s  o f  s u c h  a n  a s s u m p t i o n  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  o b t a i n  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  
t h e  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 1 ,  h a v i n g  a " c l o s e d "  f o r m  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  
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.le c y l i n d e r s  a r e  l o c a t e d  a t  a g r e a t  d i s t a n c e  from o n e  a n o t h e r ,  
i e n  kZ > >  1 ( t h e  wave l e n g t h  i s  much l e s s  t h a n  2 ) .  For t h i s  p u r -  
~ s e  l e t  u s  a p p l y  t o  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  ( f o r m a l l y )  t h e  m e t h o d  o f  i t e r -  

L i o n s ,  a f t e r  s e t t i n g  a s  t h e  z e r o  a p p r o x i m a t i o n ,  '.&=o, 8 s  +, 1. 

h e n  X:,! L= F:!, X:,B F; - 2 c 2 . s ) x  FA:') e t c ;  

i- l - s t  a p p r o x i m a t i o n  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  f o r m ,  

T h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

n'--m 

n m m 

( 6 . 3 . 6 2 )  

( -"  ' )  a n d  F; a r e  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 2 1 1 ,  ( 6 . 3 . 2 2 ) ) .  / 2 4 5  cnm 
ow we s h a l l  a s s u m e  t h a t  i n  ( 6 . 3 . 2 1 1 ,  kZ > >  1 a n d  kZ > >  In - ml 
by v i r t u e  o f  t h e  a b o v e  w e  a s s u m e  h e r e  a f i n i t e n e s s  of t h e  v a l u e s  
f n a n d  m). Then ( 6 . 3 . 2 1 )  i s  a p p r o x i m a t e l y  w r i t t e n  a s  t h e  e x p r e s -  
i o n  , 

There w e  h a v e  s e t  

:nd f r o m  ( 6 . 3 . 6 2 )  w e  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e ,  

( 6 . 3 . 6 4 )  
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w h i c h ,  a f t e r  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  d e s i g n a t i o n s ,  

( 6 . 3 . 6 5 )  

a n d  s e p a r a t e  s u m m a t i o n  o v e r  e v e n  a n d  odd n u m b e r s  w e  c a n  w r i t e  t h e  
f o r m u l a  

( 6 . 3 . 6 7 )  

i f  w e  s e t  

( i n e q u a l i t y  ( 6 . 3 . 6 8 )  a l w a y s  may b e  s a t i s f i e d  b y  v i r t u e  o f  t h e  o b v i -  -~ /2' !  
o u s  c o n v e r g e n c e  of s e r i e s  ( 6 . 3 . 6 5 )  w i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e  o f  k Z ,  
s i n c e  L + 0,  i f  kZ + 03 1. 

On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 3 7 )  t h e  p o t e n t i a l  u 1  f r o m  ( 6 . 3 . 4 1 )  i s  
r e p r e s e n t e d  b y  t h e  sum 

w h e r e  

s=* 1 

( 6 . 3 . 6 9 )  

( 6 . 3 . 7 0 )  

( 6 . 3 . 7 1 )  

232  



The e x p r e s s i o n s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  s t r a y  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  w i l l  b e  f o u n d  f r o m  , ( 1 . 6 . 1 6 ) .  I n  t h e  wave b a n d  t h e y  w i l l  h a v e  
t h e  f o r m  of ( 6 . 3 . 4 6 ) ,  w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  i s  now e q u a l  t o  

w h e r e  6 = k Z o ( c o s  9 0  - c o s  $ 1 ,  6 1  = k Z o ( c o s  $ 0  + c o s  4 ) .  

I n  t h e  case of c y l i n d e r s  o f  e q u a l  r a d i i ,  when S(xkl,$) = 
S(x,$), x = k a ,  i n  t h e  wave  b a n d  

s=*l 

a n d  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( 6 . 3 . 7 3 )  

/ 2 4 7  

( 6 . 3 . 7 4 )  

- s ( x ,  - tpo + cp-s,s ) e-fs6r~ s ( x ,  tp - q-s,s I }  . 
The p h y s i c a l  s e n s e  o f  t h e  f u n c t i o n s  i n  ( 6 . 3 . 7 3 )  i s  o b v i o u s .  The  
e x p r e s s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  Q 1  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o r d i n a r y  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  f u n c t i o n ,  w h i c h  t r a n s f e r s  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  a m p l i t u d e  
o f  t h e  s t r a y  f i e l d  a s  a f u n c t i o n  of t h e  a n g l e  o f  o b s e r v a t i o n  i n  t h e  
F r a u n h o f  e r  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  o n  t h e  g r i d ,  composed  o f  i d e n t i c a l  
e l e m e n t s ;  h e r e  c o s  $ e x p r e s s e s  t h e  r e s u l t  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  
t h e  g r i d  ( o f  t w o  c y l i n d e r s ) ,  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h i s  f u n c t i o n  
c h a r a c t e r i z e s  t h e  e f f e c t  o f  o n e  e l e m e n t  o f  t h e  g r i d  ( o n e  c y l i n d e r ) .  
The  f u n c t i o n  $ 2  a p p r o x i m a t e l y  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  e f f e c t  o f  a l l  
m u t u a l  s u c c e s s i v e  d i f f r a c t i o n s  o f  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o n  t h e  c y l -  
i n d e r s .  

T h u s ,  t h e  s u b s t i t u t i o n  of  t h e  f i r s t  H a n k e l  f u n c t i o n  i n  ( 6 . 3 . 2 1 )  
by  t h e  d o m i n a n t  t e r m  ( 2 . 2 . 2 4 )  o f  t h e  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  when 
kZ > >  1 l e a d s  t o  a g e o m e t r i c  p r o g r e s s i o n  ( 6 . 3 . 6 4 ’ ) ,  by  w h i c h  t h e  

2 3 3  



s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  of t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  a l l  o r d e r s  of 
s c a t t e r i n g  a r e  s u m m a r i z e d .  A s  a r e s u l t  w e  o b t a i n  a n  a p p r o x i m a t e  
e x p r e s s i o n  ( 6 . 3 . 6 7 )  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  Xs of  t h e  e x p a n s i o n  of t h e  
t o t a l  ( c o m p l e t e )  s e c o n d a r y  w a v e ,  ' s c a t t e r e g  o n l y  b y  t h e  s - t h  c y l i n d e r  
t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  a c c o r d i n g  t o  
t h e  wave f u n c t i o n s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r .  Here ,  i f  w e  p r o c e e d  from; 
t h e  m e a n i n g  o f  t h e  t e rms  i n  ( 6 . 3 . 6 4 ' )  ( r e l a t i v e  t o  t h e  s u m m a t i o n  
i n d e x  t), t h e  p r i m a r y  d i f f r a c t i o n  h a s  a n  o r d e r  o f  
s e c o n d a r y ,  a n  o r d e r  o f  ( k Z ) - l ,  t h e  t e r t i a r y ,  a n  o r d e r  o f  ( k Z ) - 3 / 2 ,  
e t c .  A t  t h e  same t i m e  i n  u s i n g  f o r m u l a  ( 2 . 2 . 2 4 )  f o r  t h e  f i r s t  
H a n k e l  f u n c t i o n  we d i s c a r d e d  t e r m s  of t h e  o r d e r  o f  ( k Z ) - 3 / 2 ,  
( k Z p I 2 ,  e t c . ,  
f u n c t i o n .  I n  t h i s  r e s p e c t  h e r e  t h e r e  a r i s e s  t h e  u n i q u e  q u e s t i o n  
o f  t h e  e r r o r  i n v o l v e d  i n  t h i s  m e t h o d  a n d  t h e  c r i t e r i a  o f  i t s  a p -  
p l i c a b i l i t y .  S i n c e  i n  u s i n g  ( 2 . 2 . 2 4 )  w e  a s s u m e  a f i n i t e n e s s  o f  t h e  
v a l u e s  of  t h e '  i n d i c e s  n a n d  m ( n ,  m = 0 ,  21, ..., + N )  i n  ( 6 . 9 . 2 1 1 ,  
t h e n  a s  o n e  o f  t h e s e  w e  c a n  t a k e  t h e  c o n d i t i o n ,  

( k Z ) - 1 / 2 ,  t h e  

c o n t a i n e d  i n  t h e  a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  o f  t h e  H a n k e l  

kf >> max (m + n) 5 2N = [4ka], ka = max ha. 
' s=*1 ( 6 . 3 . 7 5 )  

T h e  c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e  o f  t h e  f u n c t i o n s  ( 6 . 3 . 7 2 )  - ( 6 . 3 . 7 4 )  
i s  t h a t  a l l  of t h e m  a r e  f i n a l l y  e x p r e s s e d  t h r o u g h  s e r i e s  ( 6 . 3 . 6 5 1 ,  
for w h i c h  w e  know t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  / 2 4 8  
l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  x = k a  ( k a  L 5 ;  s e e  §l, Ch. 6 ) .  
T h e r e f o r e ,  t h e y  may b e  u s e d  ( u n d e r  c o n d i t i o n  ( 6 . 3 . 7 5 ) )  f o r  a n  a p -  
p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  wave o n  two c y l i n d e r s  a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  h i g h  f r e q u e n c i e s ,  
when k a  > >  1 ( i t  i s  o b v i o u s  a l s o  t h a t  kZ 2 k a  > >  1) a n d  when i n  
t h e  p r o c e s s  o f  u s i n g  t h e  f o r m u l a s  o f  t h e  s t r i c t  t h e o r y  i t  i s  n e c e s -  
s a r y  t o  s o l v e  s y s t e m s  of h i g h  o r d e r s  o f  t r u n c a t i o n .  

T E  Type  F i e l d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  a n a l o g o u s l y .  
If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  
sum. 

d = v*, 
s=*l 

w h e r e  
m 

n=--m 

( 6 . 3 . 7 6 )  

( 6 . 3 . 7 7  1 

t h e n  on  t h e  b a s i s  of  ( 6 . 3 . 5 1 ,  ( 2 . 4 . 5 1 ,  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  
( 1 . 7 . 4 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  o f  t h e  c y l i n d e r s  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  
o f  t h e  unknowns  xg b y  t h e  new Xg a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  

( 6 . 3 . 7 8 )  
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w e  f i n d  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  t o  X$ of  
t h e  same t y p e  as  ( 6 . 3 . 2 0 ) ,  w h e r e  now 

( 6 . 3 . 7 9 )  

T h i s  s y s t e m ,  j u s t  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e  
by t h e  m e t h o d  o f  r e d u c t i o n  a n d  i t s  s o l u t i o n  w i l l  s a t i s f y  t h e  c o n -  

l i t i o n  9 Ixi12<@ ( i n  f a c t ,  t h e  c o n d i t i o n  g i v e n  i n  t h e  f o o t n o t e  

i n  p a g e  2 2 4 ) .  By s e e k i n g  Xg t h e  m a t h e n a t i c a l  p r o b l e m  f o r  t h e  po-  
L e n t i a l  v 1  i s  f u l l y  s o l v e d .  

n=--0 

On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 3 . 7 8 )  t h e  p o t e n t i a l  V 1  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  
I s  w r i t t e n  i n  t h e  form, 

m 

:_nd f o r  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  

( 6 . 3 . 8 2 )  

i h e r e  i n  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  p o t e n t i a l  o f  
h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
.f ( 6 . 3 . 3 )  a n d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  i n  t h e  
orm of s e r i e s  ( 6 . 3 . 5 ) .  

On t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  t h e  a z i m u t h  componen t  o f  
h e  d e n s i t y  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t  i s  e q u a l  t o  

c -  
j k  = - - H,; pb = a,, s =  + I or, s = 41, 4n 

h e r e  HZ i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  H of t h e  c o m p l e t e  f i e l d .  
n t h e  b a s i s  o f  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 2 . 4 . 5 1 ,  t h e  s y s t e m s  ( 6 . 3 . 2 0 )  
w i t h  ( 6 . 3 . 7 9 1 ,  ( 6 . 3 . 8 0 1 1  a n d  ( 2 . 2 . 4 7 1 ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  l a w  g o v e r n -  
ng t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t  o n  t h e  s - t h  
y l i n d e r  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a ,  

( 6 . 3 . 8 3 )  

/ 2 4 9  
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I n  t h e  wave b a n d  i n  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 w e  h a v e  
a p p r o x i m a t e l y ,  

n=-m 

a n d  t h e n  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  f r o m  ( 1 . 6 . 1 8 )  w e  h a v e  

b u t  

( 6 . 3 . 8 4 )  

( 6 . 3 . 8 5 )  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  A$;($) i s  g i v e n  by  t h e  e x p r e s s i o n  

( 6 . 3 . 8 6 )  
m 

/ 2  F o r  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  b a c k  s c a t t e r i n g  f r o m  ( 1 . 4 . 1 1 )  we o b t a i n  - 

( r a d a r  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n ) ,  a n d  f o r  t h e  c o m p l e t e  s c a t t e r i n g  
c r o s s  s e c t i o n  fn-y (1. .4.10), 

m m 

( 6 . 3 . 8 8 )  
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? O f  a wave  
A l l  t h e  a b o v e  i n  t h i s  c a se  o f  T M - p o l a r i z a t i o  

r e f e r s  t o  s y s t e m  (6.3.20) w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  cnms,s) a n d  t h e  
r i g h t - h a n d  p a r t s  F$ d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  (6.3.79) a n d  (6.3.80), 
r e s p e c t i v e l y .  I n  p a r t i c u l a r  when kZ > >  1, kZ > >  In - ml ( n ,  m = 0, 
21, ..., 5 N )  w e  o b t a i n  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  (6.3.67) i n  w h i c h  
Fg w i l l  now b e  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  (6.3.801, b u t  

Q" = S* (x8, n),  FS = - - E  S* (x,,, - TO + rp-s,, 1 e i s ~ I , c o s ~ ,  . 
k2 I 

(6.3.89) 
x, = &a,, 

w h e r e  

(6.3.90) 

(6.3.91) 

( o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  l L 2 Q s Q  < 1). On t h e  b a s i s  o f  (6.3.67) 
t h e  p o t e n t i a l  v 1  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum v 1  = + '  + $ 2 ,  
i n  w h i c h  t h e  f u n c t i o n s  $ '  and q 2  a r e  d e t e r m i n e d  by  e x p r e s s i o n s  /251l 
(6.3.701, (6.3.711, r e s p e c t i v e l y ,  w i t h  S ; : ( x ,  $ 1  i n s t e a d  o f  S(x, $ >  

a n d  w i t h  J;(x)/Hh')'(x) i n s t e a d  of J n ( X ) / H h l ) ( X ) .  

The  f u n c t i o n  A$:($) may b e  w r i t t e n  i n  t h i s  c a s e  i n  t h e  f o r m  o f  
(6.3.721, if i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  A($) 
(6.3.72) w e  s u b s t i t u t e  S(x, $ 1  by  S; ' ; ( x ,  $ 1 .  I n  t h e  ca se  o f  c y l i n -  
d e r s  o f  e q u a l  r a d i i ,  t h e  f u n c t i o n s  $ 1  a n d  $ 2  w i l l  b e  g i v e n  by  f o r m -  
u l a  (6.3.73), b u t  t h e  a m p l i t u d e  Ai':($) w i l l  b e  g i v e n  b y  f o r m u l a  
(6.3.74, i n  w h i c h  S(x, $ 1  i s  s u b s t i t u t e d  by  S ; ' ; ( x ,  $ ) .  

Now l e t  u s  n o t e  t h e  f o l l o w i n g .  I n  t h e  p a s t  t h e  p o t e n t i a l s  u ,  
V of b o t h  t h e  p r i m a r y  a n d  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  w e r e  r e p r e s e n t e d  b y  
s e r i e s  (6.3.4), (6.3.5) a n d  (6.3.15), (6.3.76), r e s p e c t i v e l y ,  i n  
w h i c h  t h e  s u m m a t i o n  w a s  c a r r i e d  o u t  o v e r  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  t h e  i n d e x  o f  s u m m a t i o n  n. A s  a r e s u l t ,  i n  s e e k i n g  a p p r o x -  
i m a t e  v a l u e s  of  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  (6.3.15) 
a n d  (6.3.76), it  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  f i n i t e  ( t r u n c a t e d )  s y s t e m s  
o f  e q u a t i o n s  s u c h  a s  (6.3.50) or (6.3.551, (6.3.571, w h i c h  c o n t a i n  
for a g i v e n  N ( o r d e r  o f  t r u n c a t i o n )  4N + 2 o r  2N + 1 e q u a t i o n s ,  
r e s p e c t i v e l y .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  w i t h  a l a r g e  v a l u e  o f  t h e  p a r a m -  
e t e r  ka(B x 2ka, a = max {as}; a - 1 ,  a+l  # 01,  t h e  s o l u t i o n  t o  

s u c h  s y s t e m s  w i l l  i n v o l v e  t r e m e n d o u s  d i f f i c u l t i e s .  H o w e v e r ,  w e  c a n  

o b t a i n  new r e d u c t i o n s  i n  t h e  o r d e r  o f  t r u n c a t e d  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  
t o  b e  s o l v e d  w i t h o u t  c h a n g i n g  N a n d  b y  r e t a i n i n g  t h e  a c c u r a c y  of  

s=fl 
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c b m p u t a t i o n ,  a n d  i n s t e a d  o f  s o l v i n g  ( 6 . 3 . 5 0 )  or ( 6 . 3 . 5 5 ) , ' ( 6 . 3 . 5 7 )  
w e  c a n  s o l v e  t h e  s y s t e m s  2(N + 1) or N + 1 e q u a t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y  
w i t h  2 ( N  + 1) o r  N + 1 u n k n o w n s ,  i f  i n s t e a d  o f  ( 6 . 3 . 4 ) ,  ( 6 . 3 . 5 )  t h e  
p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  a r e  r e p r e s e n t e d  by t h e  e x p a n s i o n s ,  

w i t h  s u m m a t i o n  i n  t h e m  o n l y  o v e r  n o n - n e g a t i v e  v a l u e s  o f  t h e  i n d e x  
n a n d  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  
o f  a s e r i e s  s u c h  a s  

( 6 . 3 . 9 3 )  

I n  t h i s  c a s e  ( f o r  e x a m p l e ,  f o r  a TM t y p e  f i e l d )  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  
o f  t h e  unknowns  a$ a n d  b$ w i t h  new u n k n o w n s  A;  a n d  B g  a c c o r d i n g  t o  
t h e  f o r m u l a s ,  

( 6 . 3 . 9 4 )  US, = J ,  ( k ~ , )  Ai , bi J ,  (ha,) Bi  

u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  o f  ( 2 . 4 . 8 )  [ i n s t e a d  of  ( 2 . 4 . 5 ) ] ,  f r o m  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  u = U' + u 1  o n  t h e  s u r -  
f a c e s  of  t h e  c y l i n d e r s  w e  o b t a i n  t w o  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  i n f i n i t e  
s y s t e m s  of e q u a t i o n s ,  

m 

w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  

2 3 8  

II I I  II 

( 6 . 3 . 9 5 )  

( 6 . 3 . 9 6 )  

( 6 . 3 . 9 7 )  

I 
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F i g .  2 8 .  The F u n c t i o n s  G, a n d  G3 when ka  = 1 and kZ = 5 ( a , b ) ;  kZ = 1 0  (c,d), kZ 5 0  
( e , f ) :  a .  1. G i ;  2 .  G 2 ;  3. G;; 4. G;; 5 .  G 3 ;  b. 1. 5 same; 6 .  G 2 ;  c , d .  1-5. Same; e,f. 
1 - 3 .  Same; 4 .  G 3  
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a n d  w i t h  t h e  f r e e  t e r m s  

( 6 . 3 . 9 8 )  - /25.' 

( 6 . 3 . 9 9 )  

( 6 . 3  .loo) 

r e s p e c t i v e l y .  I n  b o t h  s y s t e m s  t h e  i n d i c e s  n and  m now a s s u m e  o n l y  
n o n - n e g a t i v e  v a l u e s .  H e r e  6 0  = 0 a n d  6, = 1, if n - 1. > 

J u s t  as  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e s ,  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  s y s t e m s  L 2 5 :  - ( 6 . 3 . 9 5 1 ,  ( 6 . 3 . 9 6 )  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p s  ( a - 1  - a+l> 

by  t h e  u s e  of  w h i c h  we c a n  r e d u c e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  a p p r o x i m a t e  
v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  ( 6 . 3 . 9 3 )  t o  
s o l v i n g  f o u r  m o n o t y p i c  s y s t e m s  o f  N + 1 e q u a t i o n s  w i t h  N + 1 u n k n o w n s :  

N 

2, + .C (- l)manm~m = F,, 
m=O 

N ( 6 . 3 . 1 0 2 )  

un - (- 1 ) m a n m  um =.p,, 
m=o 

w h e r e  

a n d  

( 6 . 3 . 1 0 3 )  

( 6 . 3 . 1 0 4 )  
m=o 

' N  

m=O 
240 
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w h e r e  

If t h e  r a d i i  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  d i f f e r e n t ,  s e e k i n g  t h e  a p p r o x -  
i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  i s  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  
t w o  m o n o t y p i c  s y s t e m s  o f  2 ( N  + 1) e q u a t i o n s  w i t h  2 ( N  + 1) unknowns ,  
w h i c h  a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 6 . 3 . 9 5 ) ,  ( 6 . 3 . 9 6 )  a f t e r  t h e i r  t r u n c a t i o n  
t o  t h e  N- th  o r d e r  ( n ,  m = 0 ,  1, ..., N ;  s = 2 1). 

From t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m ,  
l e t  u s  f i n d  a f t e r  c o m p a r i s o n  o f  s e r i e s  ( 6 . 3 . 1 5 1 ,  ( 6 . 3 . 7 6 )  w i t h  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s e r i e s  s u c h  a s  ( 6 . 3 . 9 3 1 ,  t h a t  

X:, + (- 1)" 6" %Ln e= a:, , 6", = i [ %;- (- 1)" 8" X ~ " ] ,  

whence  

( 6 . 3 . 1 0 6 )  

( 6 . 3 . 1 0 7 )  

A s i m i l a r  t y p e  o f  r e l a t i o n s h i p  i s  o b t a i n e d  a l s o  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  
of. s e r i e s  ( 6 . 3 . 7 6 1 ,  ( 6 ' . 3 . 9 3 ) ,  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  f i e l d s  o f  T E  t y p e .  
I n  t h i s  c a s e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  w i l l  b e  t h e  
s o l u t i o n s  t o  s y s t e m s  ( 6 . 3 . 9 5 1 ,  ( 6 . 3 . 9 6 )  w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  
w i t h  f r e e  t e r m s ,  w h i c h  d i f f e r  f r o m  ( 6 . 3 . 9 7 )  - ( 6 . 3 . 1 0 0 )  o n l y  i n  t h e  

f a c t  t h a t  i n  t h e i r  e x p r e s s i o n s  t h e  v a l u e s  Jm(ka-,), HA')(kas) a r e  

s u b s t i t u t e d  by  t h e  v a l u e s  JL(ka-,) a n d  HAl)(ka,) [ i n  t h e  f o r m u l a s  

i n  ( 6 . 3 . 9 4 )  i n s t e a d  o f  J,(ka,) w e  t a k e  J;(ka,)]. U s i n g  f o r m u l a s  

( 6 . 3 . 1 0 7 )  i n  a l l  t h e  s e r i e s  o b t a i n e d  e a r l i e r ,  w h i c h  g i v e  s o l u t i o n s  
t o  t h e  p r o b l e m s ,  w e  c a n  c o n v e r t  t o  a s u m m a t i o n  o n l y  o v e r  n o n - n e g a t i v e  
v a l u e s  o f  t h e  s u m m a t i o n  i n d i c e s  by d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
t h e  t r a n s f o r m e d  s e r i e s  f r o m  s y s t e m s  ( 6 . 3 . 9 5 1 ,  ( 6 . 3 . 9 6 ) .  

W i t h  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m s  o n  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  
two  c y l i n d e r s  u s i n g  c o m p u t e r s ,  t h e  u s e  o f  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 9 2 )  - 
( 6 . 3 . 1 0 7 )  may g i v e  s i g n i f i c a n t  r e d u c t i o n  i n  t i m e  r e q u i r e d  f o r  com- 
p u t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  a n d  a l s o  w i l l  
p e r m i t  w i t h  o n e  a n d  t h e  same v o l u m e  of  t h e  c o m p u t e r  memory c a r r y i n g  
o u t  t h e  c o m p u t a t i o n s  f o r  a w i d e r  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  
k a .  I 

2 4 1  

b 
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F i g .  2 9 .  The Func i o n s  G I ,  GT a n d  G3 When k a  = 1, kZ = 20: a,b. 
1. Gi; 2. GZ; 3 .  G 2  and  4 .  G3; c .  1 - 3  S a m e ;  

s 4. G:; 5. G3; 6. GI. 

c3 

2 4 2  



A s  e x a m p l e s  w e  h a v e  c o m p u t e d 3  t h e  f u n c t i o n s  Gl(+), G Y ( ( I ) ,  G 3 ( ( I )  / 2 5 7  
( F i g s .  28 - 3 0 1 ,  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n s :  

(1) G,(cp) = l ( ' V r T E ; ) / , 5 i  w h e r e  E ,  1 i s  g i v e n  b y  f o r m u l a s  

( 6 . 3 . 4 6 )  - ( 6 . 3 . 4 7 ) ;  

( 2 1 G?(cp) = I (-/F "E: )I E l , w h e r e  i n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave 

b a n d ,  

a n d  t h e  f u n c t i o n  

m 

( 6 . 3  .lo8 

( 6 . 3 . 1 0 9  ) 

i s  t h e  a m p l i t u d e  of  t h e  s t r a y  f i e l d  o f  TM t y p e  o f  m- th  o r d e r  o f  
s c a t t e r i n g  w i t h  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  "A: f r o m  ( 6 . 3 . 1 1 ) ,  
( 6 . 3 . 1 2 ) ;  

m 

m u s t  b e  i d e n t i c a l ;  b o t h  o f  t hem d e t e r m i n e  o n e  a n d  t h e  s a m e  s e c o n d a r y  
f i e l d  i n  t h e  wave b a n d .  

The  f u n c t i o n s  G I ,  GT, G 3  w e r e  a s s u m e d  as  f u n c t i o n s  o f  t h e  p o l a r  
a n g l e  a a n d  c a l c u l a t e d  o n  t h e  c o m p u t e r  f o r  t h e  v a r i o u s  v a l u e s  o f  
t h e  p a r a m e t e r s  ka, k Z  a n d  a = $ 0  (a-1 = a+l = a>. I n  t h e  c a s e  ka = 1, 
t r u n c a t i o n  o f  s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  w a s  c a r r i e d  o u t  u p  t o  t h e  v a l u e  In1 = 
N = 3 .  I n  t h e  s a m e  way t h e  s e r i e s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d s  o f  t h e  s u c c e s s i v e  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g  w e r e  a l s o  t r u n c a t e d .  
I n  t h e  case k a  = 3 w e  t o o k  N = 7 ( n ,  m = 0 ,  2 1, ..., -1. When 
k a  = 1 t h e  c o m p u t a t i o n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  f o r  c y l i n d e r s  p l a c e d  a p a r t  
f r o m  o n e  a n o t h e r  a t  a d i s t a n c e  2,  c o u p l e d  w i t h  t h e i r  r a d i i  b y  t h e  
r e l a t i o n s h i p s :  Z/a = 5 ,  1 0 ,  2 0 ,  5 0 .  When ka = 3 ,  w e  s t u d i e d  t h e  
c a s e  Z/a  = 5 .  T h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave ( i n  t h e  

~ 

C o m p u t a t i o n s  o n  t h e  "Minsk-2"  c o m p u t e r  w e r e  made b y  G . M .  K o b l o v a .  

2 4 3  
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Fig. 3 0 .  The F u n c t i o n s  G 1 ,  GY a n d  G 3  When k a  = 3 ,  kZ = 15: a,b. 1. G 2 ;  1 2 .  G 2 ;  2 

3 .  G : ;  4 .  G;; 5 .  G 3 ;  a n d  6 .  G 1 .  
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- 1796096 

-+ 1008399 
*- 3067882 

+1 
+1 

+1 
+ I  

-1 
+ I  

+ l  
41 

+ I  
0 

0 
0 

0 
-1 

+ I  
+ I  

+ I  
+1 

-1 
+1 

+ I  
+l  

+ I  
0 

0 
. o  

.O 
-1 

-1 
-1 

-1 
-2 

i-1 
+ I  

i-1 
+ I  

-1 
+ I  

+ I  
+ I  

+1 
0 

0 
0 

0 
-1 

- 1  
. -I  

-1 
-2 

-3 
-2 

+1 
0 

0 
0 

0 
--I 

+ 1891350 + 4659219 

+ 3760154 
- 1796096 - 1796199 + 3758306 I -  17893491 
- 5038536 

+ 1008400 

+ 5110769 

- 3068021 

+ 2293796 I I 
9: I n  e a c h  l i n e  t h e  f i r s t  number  i s  t h e  r e a l  p a r t  a n d  t h e  s e c o n d  i s  
t h e  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  s o l u t i o n .  
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- 6538543 
- 1963079 
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-7 

- 8  

- 9  
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-0,2207014 
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- 1945744 
- 1534106 
- 1101114 
- 1765992 
f 1057060 
+ 2865289 + 2912273 
+ 3210499 + 1416070 
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- 2230115 
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- 655465! -- 196307! 
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f -4418192 + 2379956 
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. 
f 3854196 
f 1?75894 
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- 6~1444 
- 1093438 

f 1033740 
f 1090233 

8 
XK 

-0,764071 a - 3335482 
- 1672401 - 8982269 
- 2439663 
- 1654948 
- 6539569 - 1963353 
- 1543131 - 1136683 
- 1755055 
f 1027281 
+ 3020132 
t 2897226 
f 3218615 + 1413444 

f 21 521 3t 
- 222390j 
- 172223( - I12096( 
+ 439426: 
f 2382211 

$. 286877: - 159933; 
- 2107396 - 179355f 
+ 3852291 + -127361C 
- 6934684 - 1094351 
f 1021177 + 1091526 
f 141395C - 3511304 

+ I  
0 

0 
+1 

0 
$1 

0 
+I 

0 
0 

+- 2152122 
- 2223845 

- 1722057 

+ 4397512 + 238219: 
+ 286914E 

- 11208% 

- 15995% 

- 210723E 
- 1793935 
+ 3850886 + 1273317 
- 6936658 - 1094367 
+ 1020911 + 1091595 
f 1414088 
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+ 1559759 + 7701849 

P 
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0 

-1 
0 
0 
0 
0 

+I  
0 

+I 
+ I  
+I -+ 1 
+l 
0 

+I  
+ I  
+I 

10 
Xn 

. .  

+0,44127& 

- 102745, 
- 3191621 
- 102336 
- 763976 
- 333554; 
- 167181: - 898256! 
- 2437981 
- 1654866 
- 6538841 - 196304: 
- 154331( 
- 113633; 
- 1755372 
t 1027498 
/- 301734: 
t 2897316 

3218476 
1413499 

f 2152173 
- 2223831 

- 1722010 
- 1120882 
+ 4397957 + 2082199 
+ 2869145 
- 1599556 
- 2107239 - 1793940 
4- 3850833 + 1273333 

- 6936517 
- 1094348 

+ ro2io86 
f 1091593 

+ 1414119 
f 1559631 + ,7701638 
- 3511372 

- I417801 
- 4956791 

P 

-2 
-1  
--I 

0 
-1 

0 
0 
0 
0 

+I 
0 

+I  
+ I  
+ I  
+l 
fl 
* Q  
fl 
t l  
1-1 

-- I +- 1 
+ I  
+l 

0 
+1 

+ I  
+I  

+ I  
+ I  

0 
4-1 

0 
$1 

0 
+ I  

0 
0 

-1 
-1 

-1 
--I 
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I 

~ o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxy) f o r m e d  a n  a n g l e  a = 0 o r  c1 = ~ / 2  w i t h  t h e  / 2 6 4  
3 x i s  Ox ( o n  F i g .  2 9 ,  b ,  t h e  c a s e  a = ~ / 4  i s  a l s o  s h o w n ) .  

F i g .  3 1 .  The  F u n c t i o n s  k o g / 4 :  a .  k a  = 1: 1. kZ = 6 ;  2 .  1 2 ;  3 .  1 8 ;  
a n d  4. 2 4 :  b .  k a  = 2 ;  1. kZ = 1 2 ;  2 .  24 ;  3 .  3 6 ;  a n d  4 .  4 8 .  

A s  i s  o b v i o u s  from t h e  f i g u r e s ,  when k a  = 1, b e g i n n i n g  f r o m  / 2 6 5  
Z/a  = 5 ,  t h e  b a s i c  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f e c t  i s  made 
b y  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o n l y  of t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  o ' r d e r s  o f  s c a t -  
t e r i n g  a n d  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e s e  l a t t e r  i s  d e c r e a s e d  w i t h  i n -  
c r e a s e  i n  Z/a ( F i g .  2 8 ,  e . f ;  F i g .  2 9 ) .  The same p i c t u r e  i s  o b s e r v e d  
a l s o  i n  t h e  c a s e  k a  = 3 .  

F i g .  3 2 .  T h e  F u n c t i o n  kog/4: a .  ka = T :  1. kZ = 6 ~ ;  2. 8 ~ ;  3 .  1 0 ~ ;  
4. 1 2 ~ ;  5. 1 8 ~ ;  b .  ka = 2 ~ ;  1. kZ = 1 2 7 ~ ;  2. 2 0 ~  

2 4 7  



From t h e  c o m p u t a t i o n a l  p o i n t  o f  v i e w ,  i r r e f u t a b l e  a d v a n t a g e  
i s  p o s s e s s e d  by  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 4 6 ) ,  ( 6 . 3 . 4 7 ) ,  c o u p l e d  w i t h  s y s t e m  
( 6 . 3 . 2 0 ) ,  i n  c o m p a r i s i o n  w i t h  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 1 0 8 1 ,  ( 6 . 3 . 1 0 9 )  a n d  

1 
I 
I 
1 
1 '  
1 
1 '  

F i g .  3 3 .  The F u n c t i o n  k o g / 4  When k a  = 1 0  a n d  kZ = 5 6  (1) kZ = 58  
( 2 )  a n d  kZ = 6 0  ( 3 ) .  

0, 

G3(@): w i t h  o n e  a n d  t h e  same N ( n  = 0 ,  2 1, ..., 2 N ) ;  t h e  u s e  o f  t h e  
f i r s t  g r o u p  r e q u i r e s  c o n s i d e r a b l y  l e s s  t i m e  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  G 1 ( + )  
t h a t  d o e s  t h e  u s e  of  t h e  s e c o n d  g r o u p  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  G 3 ( @ ) .  
M o r e o v e r ,  w i t h  o n e  a n d  t h e  same N ,  f o r m u l a s  ( 6 . 3 . 4 6 1 ,  ( 6 . 3 . 4 7 1 ,  
( 6 . 3 . 2 0 )  g i v e  a m o r e  a c c u r a t e  r e s u l t .  

,954 1 952 
I I98494 
1216967 
1216122 
1 21 6072 
1216069 
1216069 

The r a d a r  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  for t w o  i d e n t i c a l  c i r c u l a r  
c y l i n d e r s  ( g r a p h s  o f  t h e  f u n c t i o n s  k o g / 4 )  a r e  c o m p u t e d  as  a f u n c t i o n  
o f  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave c1 a n d  t h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  /2 
k a  a n d  kZ from f o r m u l a  ( 6 . 3 . 4 8 1 ,  a - I  = a+l  = a ( F i g s .  3 1  - 3 3 ) .  

I 
1 
I 
1 
1 
1 
1 

T A B L E  5 .  C H A N G E  I N  T H E  VALUES OF T H E  F U N C T I O N  GI(@) W I T H  C H A N G E  I N  
N. 

0.1927497 
1608175, 
1618337 
1618081 
1617952 
16W957 
1617957 

I I  

- 

1 I AN (O) 

1483014 I 
1488775 1 
1488313 1 
1488332 I 
1488331 I 

_ _  --__ 

3 
4 
5 
6 

. 7  
8 
9 

- 
N 

- 
5 
6 
7 
8 
9 
IO 
1 1  
- 

0.4755724 
4983550 
5030671 
5035749 

'5036171 
50361 88 
5036 1 89 

:j" I 

1 / /  
1.1479034 

1440365 
I433385 
1433272 
1433478 

a = x J 2 ,  k a = 5 ,  k l = 2 5  

2 4 8  

0, IO86338 
1135712 
1149160 
11 49309 
1149387 
1 149402 
1149402 

2 2 .(o, 2 

2 
2 
2 
2 

I ,1818911 
1921418 
1879077 
1869377 
1889080 
1869078 
1869075 

1 0  
1 
I 

/ /  1 

1.2439528 I 
2128466 1 
2121535 1 
2127585 1 
2127489 1 
2127387 1 
2127386 1 

I ,  I I  I 

- 
#J 

- 
1 
1 
1 
1 
I 
I 
1 
I 

. .  

0,28981 14 
30721 16 
31 34955 
31 18716 
31 19862 
31 19930 1 31199261 

,3769828 
33377 10 
3383929 
3389068 
3389433 
3389407 
3389396 



T a b l e  4 c h a r a c t e r i z e s  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  c o m p u t a -  
t i o n a l  p r o c e s s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  t r u n c a t e d  s y s -  
t e m s  ( 6 . 3 . 5 0 )  f o r  v a r i o u s  i n c r e a s i n g  v a l u e s  o f  N ,  i . e . ,  t h e  o r d e r  
o f  t r u n c a t i o n .  T a b l e  5 shows t h e  r e s p e c t i v e  r a p i d i t y  o f  c h a n g e  i n  
t h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n  Gl(4). 

L e t  u s  n o t e  t h a t  u s e  of  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  
v a r i a b l e s  may s o l v e  a number of o t h e r  p r o b l e m s  o f  t h e  t h e o r y  o f  
d i f f r a c t i o n  of a p l a n e  wave o n  two  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  as  w e l l .  F o r  
e x a m p l e ,  i n  C 9 1 1 ,  u s i n g  t h i s  m e t h o d  t h e  p r o b l e m  on  t h e  s c a t t e r i n g  
o f  a n o r m a l l y  i n c i d e n t  wave o n  t w o  c o m p o s i t e  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  
( c y l i n d e r s  w i t h  a c o v e r i n g )  w a s  s o l v e d .  I n  [ l o 5 1  a s o l u t i o n  w a s  
g i v e n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  s c a t t e r i n g  o f  a n  o b l i q u e l y  i n c i d e n t  wave 
on  two p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  o f  a r b i t r a r y  c o n d u c t i v i t y .  I n  
C1921 t h e  p r o b l e m  w a s  s o l v e d  o n  s c a t t e r i n g  of a p l a n e  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  wave o n  two p a r a l l e l  i n f i n i t e l y  l o n g  f e r r o m a g n e t i c  c y l i n d e r s .  

54. Field of a Longitudinal Emitter i n  the Presence 
of Two Parallel Circular Cylinders. 

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  p r o b l e m  o f  a d i p o l e  f i e l d  ( e l e c t r i c  and  / 2 6 7  
m a g n e t i c )  e m i t t e r  i n  a u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  p e r m e a b i l i -  
t i e s  E ,  1-1 and a c o n d u c t i v i t y  0 = 0 ,  c o n t a i n i n g  w i t h i n  i t s e l f  two  
p a r a l l e l  i n f i n i t e l y  l o n g  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  on 
t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  d i p o l e  moment ( p  or m )  i s  d i r e c t e d  p a r a l l e l  
t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s .  I n  l o c a l  c y l i n d r i c a l  c o o r d i -  
n a t e s  t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n s  p s  = 
as  (s 2 1) ( t h e  O z  a x i s  o f  t h e  s y s t e m s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  r e s -  
p e c t i v e  a x e s  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  F i g .  3 4 ,  a ) ,  and  h e  o s i t i o n  o f  t h e  
d i p o l e  i n  s p a c e  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e s  o f  p i ,  $!, Z o  = Z o  

s = 2 1. I n  t h e  c o o r d i n a t e s  p ,  $ ,  z o f  t h e  s y s t e m  w l t h  t h e  o r i g i n  
a t  p o i n t  0 ,  l y i n g  midway on t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  c r o s s  
s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  w i t h  t h e  p l a n e  oxy ( t h e  OX a x e s  o f  a l l  s y s -  
t e m s  h a v e  a n  i d e n t i c a l  d i r e c t i o n  and l i e  on t h e  l i n e s  o f  t h e  c e n t e r s ,  
O Z  0 , ~ ~ ) ;  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  d i p o l e  i s  d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e s  
o f  p = p , $ = $ O ,  z = z o .  The p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  s e e k i n g  t h e  
d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  c y l i n d e r s .  J u s t  as  i n  t h e  c a s e  o f  
o n e  c y l i n d e r ,  i t  may b e  r e d u c e d  t o  a m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  f o r  t h e  
p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u or v d e p e n d i n g  o n  t h e  t y p e  o f  d i p o l e .  

s 1  

Electric Dipole. I n  t h i s  c a s e ,  v o , I  = 0 b o t h  f o r  t h e  d i p o l e  
f i e l d  i n  f r e e  s p a c e  a n d  for t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  on t h e  c y l i n d e r s .  
The p o t e n t i a l  u o  of  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  f r e e  s p a c e  i n  l o c a l  c o o r d i -  
n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  
o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s  , 

( 6 . 4 . 1 )  
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[ i n  . c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  e x p a n s i o n  h a s  t h e  
f o r m  of ( 6 . 2 . 1 ) ] .  T h e r e f o r e ,  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  u 1  o f  t h e  
f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  c y l i n d e r s  i n  t h e  f o r m  o f  a n a l o g o u s  s e r i e s  o f  
F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  

( 6 . 4 . 2 )  
J 

-00 

t h e n  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 3 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  o f  t h e  
c y l i n d e r s ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 2 . 4 . 5 1 ,  w e  f i n d ,  
a f t e r  s u b s t i t u t i n g  f o r  xg(h) t h e  unknowns  X g ( h )  a c c o r d i n g  t o  t h e  
f o r m u l a  , 

&(h)  = J,,(oa,)Xi(h),  n = 0, & 1, ...; s = 4 1, 
( 6 . 4 . 3 )  

a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  t o  X g ( h ) :  
01 

x!?(b) f ,E ~ k ? ) ( h ) X ; ~ ( h )  = Fi(h),  

n e o ,  2 1, ...; s= 2 1, 

m=-m ( 6 . 4 . 4 )  

w h e r e  

( 6 . 4 . 5 )  

( 6 . 4 . 6 )  

The  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  h a s  t h e  same f o r m  a s  i n  
s y s t e m  ( 6 . 3 . 2 0 )  a n d  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  ( 6 . 3 . 2 3 ) .  More-  
o v e r ,  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  n o r m a l  f o r m  ( 6 . 3 . 3 1 ) ,  i f  
w e  i n t r o d u c e  d e s i g n a t i o n s  w h i c h  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  u s e d  i n  
( 6 . 3 . 3 2 )  - ( 6 . 3 . 3 6 ) .  I n  t h e  c a s e  o f  a f i x e d  v a l u e  of  t h e  p a r a m e t e r  
Z, t h e  d i f f e r e n c e  i n  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  f r o m  ( 6 . 3 . 2 0 )  w i l l  b e  e x p r e s s e d  
o n l y  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e i r  r i g h t - h a n d  p a r t s  ( 6 . 3 . 2 2 )  a n d  
( 6 . 4 . 6 )  a n d  i n  t h e  i n s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  
t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 6 . 3 . 2 1 )  a n d  ( 6 . 4 . 5 )  ( i f  i n  ( 6 . 4 . 4 )  w e  s u b s t i t u t e  
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/ 2 6 8  

F i g .  3 4 .  E x c i t a t i o n  o f  T w o  C i r c u l a r  C y l i n d e r s  b y  a L o n g i t u d i n a l  
D i p o l e  ( a )  a n d  G e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  P r o b l e m  t o  t h e  C a s e  o f  a L o n g i -  
t u d i n a l  Gap o n  One o f  t h e  C y l i n d e r s  ( b ) .  

2 5 1  ' 
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s in+s 0 
f o r  xg, t h e n  ( 6 . 3 . 2 1 )  and  ( 6 . 4 . 5 )  become  i d e n t i c a l  i n  f o r m ) .  /2C Xne - 

When p: > a t h e  r i g h t - h a n d  p a r t s  o f  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  s a t i s f y  t h e  
S m  

c o n d i t i o n  

w e  c a n  show t h a t  w i t h  s a t i s f a c t i o n  o f  c o n d i t i o n  ( 6 . 3 . 2 9 )  and  a f i x e d  
2, t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  o n  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  
w i t h  a c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m  a r e  a p p l i c a b l e  t o  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  
i f  p," > as  ( t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  on t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  
c y l i n d e r s ,  s = + l ' . o r  s = -11, o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  a n d  t h e  t h e o r e m  
o f  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m  for t h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  t h e  u n i q u e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  h e t e r o g e n e o u s  

s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  i s  e s t a b l i s h e d .  H e r e  we w i l l  h a v e  i . I x : 1 2 < i  ( i n  

IFi(h)12< O0 . T h e r e f o r e ,  j u s t  as  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  
n=-m 

- / 2 7 (  

t u t e  t h e  new unknowns  X: f o r  t h e  unknowns xS a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  n' 

( 6 . 4 . 7 )  

w h e r e  a0  = 1 a n d  an = n ,  when 
e q u a t i o n s  o b t a i n e d  f o r  X g ( h )  w i l l  x i f f e r  f r o m  ( 6 . 4 . 4 )  o n l y  i n  t h e  

( - s , s )  an 

In1 > 1, t h e n  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  

( h )  , f a c t  t h a t  i t s  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  f o u n d  t o  b e  e q u a l  t o  2 enm ( - s , s )  

w h e r e  cnm i s  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a  ( 6 . 4 . 5 )  a n d  t h e  f r e e  t e rms  

W i l l  b e  e q u a l  t o  - F , ( h ) ,  w h e r e  F n ( h )  i s  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a  ( 6 . 4 . 6 )  

Such  a s y s t e m  w i t h  a f i x e d  V ,  j u s t  a s  b e f o r e ,  w i l l  h a v e  a c o m p l e t e l y  
c o n t i n u o u s  f o r m  a n d  i t s  r i g h t - h a n d  p a r t s  w i l l  s a t i s f y  c o n d i t i o n  
( 1 . 9 . 2 0 )  as  w e l l  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  t o  b e  l o c a t e d  
o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  ; . e . ,  when p $  = a s  ( S  = +1 
o r  s -1; f r o m  ( 6 . 4 . 6 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  when p&! = a s ,  Fg = 1 and 
t h e n  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 )  f o r  t h e  r i g h t - h a n d  p a r t  o f  ( 6 . 4 . 4 )  i s  n o t  
s a t i s f i e d )  . 

1 s  S 

a n  
J 

S o l u t i o n  t o  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  f o r  e a c h  V may b e  f o u n d  by t h e  
m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  s c h e m e  g i v e n  i n  t h e  p r e v i o u s  
p r o b l e m .  

By d e t e r m i n i n g  X g ( h )  t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  
s e e k i n g  t h e  p o t e n t i a l  u 1  i s  e n d e d .  F o r m u l a s  ( 6 . 4 . 2 ) ,  ( 6 . 4 . 4 )  - 
( 6 . 4 . 6 ) ,  by w h i c h  t h e  f u n c t i o n  u1  i s  d e t e r m i n e d ,  a r e  p r e c i s e  f o r m u -  
l a s .  However ,  i t  i s  q u i t e  d i f f i c u l t  t o  u s e  them i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  t o  o b t a i n  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  s i n c e  f o r  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  i n -  
t e g r a t i o n  i n  ( 6 . 4 . 2 )  o v e r  h we m u s t  h a v e  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  for 
t h e  c o e f f i c i e n t s  X g ( h )  a s  f u n c t i o n s  o f  h ,  w h e r e a s  f r o m  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  
i n  p r a c t i c e  we c a n  f i n d  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  
X s ( h )  o n l y  f o r  a f i n i t e  number o f  d i s c r e t e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  
v q  = k 2  - h 2 ,  w h e r e  h may v a r y  f r o m  -03 t o  +a. T h e r e f o r e ,  i n  t h e  
g e n e r a l  c a s e ,  f o r m u l a s  ( 6 . 4 . 2 1 ,  ( 6 . 4 . 6 )  - ( 6 . 4 . 4 )  may b e  u s e d  o n l y  
f o r  a p p r o x i m a t e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  u 1  by  n u m e r i c a l  m e t h o d s  
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of  i n t e g r a t i o n .  If r a t h e r  t h a n  l o o k i n g  a t  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  we 
i n v e s t i g a t e  t h e  f i e l d  o n l y  i n  t h e  r e m o t e  b a n d ,  t h e n  t h e  d i s a d v a n -  
t a g e s  m e n t i o n e d  a b o v e  a r e  e l i m i n a t e d  s i n c e  f o r  s u c h  c a s e  we w i l l  
h a v e  2, = k s i n  0 ,  by  v i r t u e  of w h i c h  f r o m  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  t h e  quan-  
t i t i e s  X $ ( h )  w i t h  h = k c o s  0 a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n .  

A s  u s u a l ,  i n  t h e  r e m o t e  b a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  k p  > >  1 ( p  > >  
2 ) .  The F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  w h i c h  e n t e r  i n t o  e x p r e s s i o n s  ( 6 . 4 . 2 )  
f o r  t h e  p o t e n t i a l  u l ,  a r e  c o m p u t e d  by  t h e  m e t h o d  o f  s t e e p e s t  d e s -  / 2 7 1  
c e n t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  same scheme as  i n  t h e  case of  o n e  c y l i n d e r .  
And if 

t h e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  ( s  = 21) i n  t h e  wave 
b a n d ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

w h e r e  ( s e e  F i g .  3 4 ,  a ) ,  p s  = R, s i n  0 ,  z - z o  = Rs C O S  0 ,  b u t  R s  
and  0 , ~  0 a r e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  O S .  
M o r e o v e r ,  % h e r e  we h a v e  C p s  w C p ,  p ,  w p - S Z O  c o s  I$ ( p  > >  l o ) ,  and 
t h e  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  p , C p ,  a r e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  0 ,  Cp, r by t h e  r e l a t i o n s h i p s  

( p  = z s i n  e ,  R, = r s  - z o  c o s  0 ,  z = 2 Z 0 ;  s = 21). 

I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  f r o m  
( 6 . 4 . 2 )  and  ( 6 . 4 . 9 )  i n  t h e  g i v e n  a p p r o x i m a t i o n ,  we f i n d  

' elkr--lkt*cos8 

u1 = - p  X r 

( 6 . 4 . 1 0 )  

w h e r e  xs = k a ,  s i n  0 ,  r w R + p o  s i n  0 c o s  ($I - ( I O )  + z o  c o s  0 and 
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  X z ( h )  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  ( 6 . 4 . 4 )  w i t h  a 
v a l u e  o f  h = k c o s  0 .  
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eikR 
u o = p . -  R '  

t h e n  i n  t h e  same a p p r o x i m a t i o n  a n d  i n  t h e  same c o o r d i n a t e s  for t h e  
c o m p o n e n t s  of t h e  c o m p l e t e  f i e l d  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s ,  

i n  w h i c h  

m 

( 6 . 4 . 1 1 )  

/ 2 7 '  - 

( 6 . 4 . 1 2 )  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  A ( 8 ,  $ 1  may b e  a s s u m e d  a s  a c o r r e c -  
t i o n  f a c t o r  ( a t t e n u a t i o n  f a c t o r ) ,  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s -  
e n c e  i n  t h e  f i e l d  o f  a n  e l e c t r i c  l o n g i t u d i n a l  d i p o l e  of two i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  o f  i n f i n i t e  l e n g t h  ( h  = k c o s  
e ,  xs = k a s  s i n  8 ) .  L e t  u s  w r i t e  ( 6 . 4 . 1 1 )  i n  t h e  f o r m ,  

r- 

w h e r e  

( 6 . 4 . 1 3 )  

( 6 . 4 . 1 4 )  

By i n t e g r a t i o n  i n  ( 6 . 4 . 1 3 )  o v e r  z o  f r o m  z1 t o  2 2 ,  w e  o b t a i n  g e n e r -  
a l i z e d  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  case  o f  a l i n e a r  a n t e n n a ,  

r a n g i n g  f r o m  z = 21 t o  z = 2 2  w i t h  a c u r r e n t  I = I ( z B )  

f o r  t h e  f i e l d  o f  w h i c h  i n  t h e  r e m o t e  b a n d ,  

- 
p k sin e efkr 
e 4ni r x EO ={- * -  

( 6 . 4 . 1 5 )  
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I f  w e  i n t e g r a t e  i n  ( 6 . 4 . 1 )  a n d  ( 6 . 4 . 2 )  o v e r  z o  f r o m  - co t o  
c o y  w e  t h e n  o b t a i n  t h e  e x p r e s s i o n s  

.- n-- OD ( 6 . 4 . 1 6 )  

w h i c h  r e p r e s e n t  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  a n d  s e c o n d a r y  f i e l d s  of 
a l i n e a r  i n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  t h e  e l e c t r i c  c u r r e n t  I. I n  
a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave b a n d ,  

( 6 . 4 . 1 8 )  

a n d  t h e  o n l y  n o n - z e r o  c o m p o n e n t  E ,  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  w i l l  b e  
e q u a l  t o  

E ,  == k2U, 

( 6 . 4 . 1 9 )  

w h e r e  u = u o  + u l .  

We c a n  s e e  t h a t  e x p r e s s i o n s  ( 6 . 4 . 1 6 ) ,  ( 6 . 4 . 1 7 )  d e t e r m i n e  t h e  

/& H i ' ) ( k F )  on  two  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  c i r c u l a r  c y l -  

s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on d i f f r a c t i o n  o f  a c y l i n d r i c a l  wave 
- 

-4kl E 

i n d e r s  o f  i n f i n i t e  l e n g t h ,  i f  t h e  c o e f f i c i e n t s  Xg a r e  t h e  s o l u t i o n  
t o  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  - ( 6 . 4 . 6 )  when h = 0 ,  0 = ~ / 2 .  H e r e  p - 2  = 

n 

M a g n e t i c  D i p o l e .  I n  t h e  ca se  o f  a l o n g i t u d i n a l  m a g n e t i c  d i p o l e  
w e  w i l l  h a v e  u E 0 for t h e  p r i m a r y  a n d  s e c o n d a r y  f i e l d s ,  b u t  i n  
l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  t h e  p o t e n t i a l  v 0  o f  t h e  p r i -  
m a r y  f i e l d  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
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[ i n  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  e x p a n s i o n  h a s  t h e  
f o r m  o f  ( 6 . 2 . 2 1 1 .  T h e r e f o r e ,  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  V ’  o f  t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a n a l o g o u s  s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  

.m ( 6 . 4 . 2 1 )  - / 2 7 ’  

t h e n  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  unknowns  zES(h) b y  new unknowns  Xis 
( h )  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  

( 6 . 4 . 2 2 )  

w h e r e  t h e  p r i m e  d e n o t e s  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  o v e r  t h e  a r g u m e n t ,  b u t  
t h e  c o e f f i c i e n t  an i s  i n t r o d u c e d  f r o m  t h e  same a r g u m e n t s  a s  i n  
( 6 . 4 . 7 ) ,  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 4 )  on  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  
c y l i n d e r  w e  f i n d ,  u s i n g  f o r m u l a  ( 2 . 4 . 5 )  f o r  d e t e r m i n i n g  XiS(h), a n  
i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  t h e  same t y p e  as  ( 6 . 4 . 4 )  w i t h  
t h e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  

a n d  w i t h  t h e  f r e e  t e r m s ,  

( 6 . 4 . 2 4 )  

( v 2  = k 2  - h 2 ) ,  w h i c h  i s  s o l v a b l e  f o r  e a c h  f i x e d  v a l u e  o f  v b y  t h e  
m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  I n  t h e  same way a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e  w e  
f i n d  t h a t  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 i n  
a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave b a n d  we w i l l  h a v e  

( 6 . 4 . 2 5 )  
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w h e r e  X g S ( h )  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  s y s t e m  ( 6 . 4 . 4 )  w i t h  ( 6 . 4 . 2 3 ) ,  
( 6 . 4 . 2 4 )  w i t h  a v a l u e  o f  h = k c o s  8 .  On t h e  b a s i s  o f  ( 6 . 4 . 2 5 1  
f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  w e  f i n d  

w h e r e  
p r e s e n  
p a r a l l  

( 6 . 4 . 2 6 )  

t h e  a t t e n u a t i o n  f a c t o r  A ; t ( B ,  $ 1  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  / 2 7 5  
ce  i n  t h e . f i e l d  o f  a m a g n e t i c  l o n g i t u d i n a l  d i p o l e  o f  t w o  
e l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  o f  i n f i n i t e  l e n g t h ,  

i s  e q u a l  t o  

I X 
A* (e, cp) 1 - ~ e ~ ~ ~ * s l n ~ ~ s ( c p - c p * ~  

'm 

x. )I (- iy an x: (h) J;  ( n ~ ) e l n ( r p ~ ~ ~ - ~ s R t , s l n e c o s m  

s=*l #=-a 

L e t  u s  r e w r i t e  ( 6 . 4 . 2 6 )  i n  t h e  f o r m ,  

( 6 . 4 . 2 7 )  

( 6 . 4 . 2 8 )  

w h e r e  

a n d  i n t e g r a t e  i n  ( 6 . 4 . 2 8 )  o v e r  z o  f r o m  z 1  t o  z 2 .  A s  a r e s u l t  l e t  
u s  o b t a i n  g e n e r a l i z e d  s o l u t i o n s  f o r  t h e  c a s e  o f  a l i n e a r  a n t e n n a ,  
r a n g i n g  from z 1  t o  z 2 ,  f o r  t h e  f i e l d  o f  w h i c h ,  i n  t h e  wave b a n d ,  

ik sin8 
X .- E ,  = 

4n r 
2. 

( 6 . 4 . 3 0 )  

F o r m u l a  ( 6 . 4 . 3 0 )  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  f i e l d  o f  a 
l i n e a r  a n t e n n a  o f  two  p a r a l l e l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  
o f  i n f i n i t e  l e n g t h ;  i n  i t ,  K = K ( z o )  i s  t h e  g i v e n  m a g n e t i c  c u r r e n t  

( m =  4nop 
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w e  
a n  
l o  

If w e  i n t e g r a t e  i n  (6.2.2) a n d  (6.4.21) o v e r  z o  f r o m  - c o t 0  c o y  
t h e n  f i n d  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  v o ,  v 1  o f  t h e  p r i m a r y  

d ' s e c o n d a r y  f i e l d s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  case  of a n  i n f i n i t e l y  
ng  f i l a m e n t  w i t h  t h e  m a g n e t i c  c u r r e n t  K :  

r- 

n=-m 

.- 

(6.4.31) 

(6.4.32) - /2', 

Use o f  e x p r e s s i o n s  (6.4.311, (6.4.32) w i l l  d e t e r m i n e  t h e  s t r i c t  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  c y l i n -  

- 
K 

d r i c a l  wave X f$ H i l ) ( k F )  o n  t w o  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  

c y l i n d e r s ,  i f  t h e  c o e f f i c i e n t s  X i S ( h )  a r e  f o u n d  f r o m  (6.4.4), 
(6.4.231, (6.4.24) w i t h  a v a l u e  o f  h = 0, 8 = ~ / 2 .  F o r  a s t r a y  
f i e l d  i n  t h e  wave b a n d  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  
a t  p o i n t  8 ,  

w h e r e  

(6.4.33) 

(6.4.34) 

0 If i n  (6.4.26) p s  t e n d s  t o  a s ( s  = +1 o r  s = -l), t h e n  a t  t h e  
l i m i t  we o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on t h e  f i e l d  o f  t h e  
s o u r c e ,  e q u i v a l e n t  t o  t h e  u n i t  l o n g i t u d i n a l  e m i t t i n g  s l o t  l o c a t e d  on  
t h e  s - t h  c y l i n d e r  ( a c t i v e  a n t e n n a )  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n o t h e r  ( - s - t h )  
c y l i n d e r ,  w h i c h  p l a y s  t h e  r o l e  o f  t h e  p a s s i v e  r e f l e c t o r .  A s i m i l a r  
t y p e  of maximum t r a n s i t i o n  t o  (6.4.28) l e a d s  t o  g e n e r a l i z a t i o n  of  
t h i s  p r o b l e m  t o  t h e  c a s e  o f  a s o u r c e  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
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0 l a r r o w  l o n g i t u d i n a l  s l o t w i t h  a w i d t h  o f  asds$ ,  l o c a t e d  on  t h e  s - t h  
- : y l i n d e r  a n d  r a n g i n g  i n  l e n g t h  f r o m  z = z 1  t o  2 = 2 2 .  By s u b s e q u e n t  
i n t e g r a t i o n  o f  ( 6 . 4 . 2 8 )  o v e r  t h e  v a r i a b l e  $: i n  t h e  r a n g e  f r o m  $ 1  
i o  $ 2  w e  f i n d  a f u r t h e r  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o -  
1 1 e m  t o  t h e  c a s e  o f  a r e c t a n g u l a r  e m i t t i n g  s lo t  o f  f i n i t e  w i d t h  

0 
Z S ( $ ~  - $ 1 )  w i t h  a g i v e n  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  f i e l d  i n  i t  E $ ( a s ,  $ s ,  
3 O )  i n  t h e  o p e n i n g  o f  t h e  s lo t .  A f t e r  s u b s t i t u t i n g  i n  ( 6 . 4 . 3 0 )  t h e  
l i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  c u r r e n t  K = K ( z o )  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  / 2 7 7  
>f  v o l t a g e  on  t h e  s l o t E $ ( a s ,  $ s ,  z o ) a s d $ :  
3 v e r  +g = $ 0  ( S  = +1 o r  s = -1) f r o m  $ 1  t o  $ 2 ,  w e  o b t a i n  

0 a n d  i n t e g r a t i n g  t h e n  

r rhe re  

( 6 . 4 . 3 5 )  

( 6 . 4 . 3 6 )  

( 6 . 4 . 3 8 )  

( 6 . 4 . 3 9 )  n=- a0 

h = R c o s 8 ,  x 8 = k u , s i n 8 ,  but.V(ZO)=Ecp(u,, (p:, tO)a,(qpz-ql) i s  t h e  v o l t a g e  a t  

t h e  s l o t  ( S  = +1 or s = -1). 

When t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz c o i n c i d e s  w i t h  t h e  l o c a l  c o -  
o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  ( s  = +l or s = -11, 

'el 0 

0, = (- i)" X: (h) J;  (x,)  <(Q--cPs) , ( 6 . 4 . 4 0 )  
n=-m 

m 

n=-m 
( 6 . 4 . 4 1 )  

F r o m  ( 6 . 4 . 4 )  a n d  ( 6 . 4 . 2 3 1 ,  ( 6 . 4 . 2 4 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  u n -  
0 knowns X g S ( h >  d e p e n d  s i m u l t a n e o u s l y  b o t h  on  t h e  a n g l e  $s  a n d  on  t h e  

a n g l e  $ o s .  T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  c a r r y  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n  i n  
( 6 . 4 . 3 7 )  o v e r  $ S ( S  = +1 o r  s = -1) w e  m u s t  f i r s t  f i n d  t h e  e x p l i c i t  0 
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expression for the dependence of the value X g s ( h )  
This may be done according to the following scheme. Let us substi- 
tute  YE(^> for x;S(~> after setting 

on 4: and $ o s .  

(6.4.42) 

As a result for Y g ( h )  from (6.4.4) we obtain an infinite system of /2 
linear equations with the coefficients 

-~ 

instead of (6.4.23) and with right-hand parts 

(6.4.43) 

(6.4.44) 

instead of (6.4.24), in which the dependence on the angles $ s  0 and 
$ o s  is removed in the right-hand sides of (6.4.44). After solving 
the system, we find that 

(6.4.45) 

where A is the determinant of the system, having the form of (6.3.23), 
but Ain and Bin are algebraic supplements to the elements of the 
i-th column of the determinant after substituting it with the column 
of free terms (6.4.44) of the system. On the basis of (6.4.44) 
formula (6.4.45) may be rewritten in the form, 

I (6.4.46) 

tion of (6.4.42) and (6.4.46) into (6.4.40), (6.4.41) for as we 
find expressions with an explicit dependence of the on the angles. 

from simple geometric arguments (equally p g s  may be expressed through 

p j )  . The functions H j l ) ( k p ~ , s j n ~ ) e f l ~ - s  may be expressed through Hfl)(kpS 

$ s  0 and $ o s .  The angle $ o s  may be expressed through $ s  0 if we proceed 

0 

0 
sine)eLjvs and with the aid of the addition theorem (2.4.5) which how- 

ever leads to more awkward expressions for 0 s .  
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By u s i n g  f o r m u l a s  ( 6 . 4 . 3 5 )  - ( 6 . 4 . 4 6 . )  w e  c a n  i n v e s t i g a t e  t h e  
~ f l u e n c e  o f  t h e  p a s s i v e  r e f l e c t o r  ( - s - t h  c y l i n d e r )  o n  t h e  c h a r a c -  
z r i s t i c s  o f  t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h e  l o n g i t u d i n a l  s l o t ,  l o c a t e d  on  t h e  
l r f a c e  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r ,  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r a d i i  o f  t h e  
r l i n d e r s ,  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e m ,  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  sl&, 
_ c .  ( s e e  F i g .  3 4 ,  b ) .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  i f  t h e  s l o t i s  s u f f i c i e n t l y  n a r r o w ,  when t h e  / 2 7 9  
i . s t r i b u t i o n  o f  v o l t a g e  o n  t h e  s l o t i n  i t  i s  a l m o s t  s i n u s o i d a l  a n d  
3 g i v e n  by  t h e  f o r m u l a ,  

Vosin(k- - 121) 

sin kl, 
V ( 2 )  = 

h e r e  V o  i s  t h e  v o l t a g e  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  s l o t ,  a n d  z 1  = 21 ,  z 2  = 
1 ,  t h e n  

iV,' 
2n sin kl, sin 0 

cos (kl, cos 0) - cos kl, S(9)= __ . - 

f ,  m o r e o v e r ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  slot i s  e q u a l  t o  h a l f  t h e  wave l e n g t h  
2 2 1  = X o / 2 ) ,  t h e n  

iVo cos ($ cose)  
q e )  = - . - .  

2x sin 0 

The r e s i s t a n c e  o f - t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  
r e s e n c e  o f  two  c y l i n d e r s  a s  w e l l  a s  t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  e m i s s i o n  
rom t h e  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  i n  t h e  
r e s e n c e  o f  t h e  o t h e r  ( - s - t h )  c y l i n d e r  ( S  = Ll), c a n  b e  c o m p u t e d  
u m e r i c a l l y  by  i n t e g r a t i o n  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 1 . 4 . 1 4 ) ,  ( 1 . 4 . 1 9 1 ,  
f w e  c a r r y  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n  t h e r e  o v e r  a s p h e r e  o f  i n f i n i t e l y  
a r g e  r a d i u s  w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n  o f  o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  
y s t e m s .  

From c o m p a r i s o n  o f  ( 6 . 4 . 1 0 )  w i t h  ( 6 . 4 . 1 8 )  a n d  ( 6 . 4 . 2 5 )  w i t h  
6 . 4 . 3 2 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  when 0 = n/2 ( t h e  p l a n e  O x y )  a n d  when 

6 . 4 . 1 8 ) ,  ( 6 . 4 . 3 2 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  r e m o t e  
2 = p ,  f o r m u l a s  ( 6 . 4 . 1 0 ) ,  ( 6 . 4 . 2 5 )  a r e  i d e n t i c a l  t o  f o r m u l a s  

land  o f  t h e  p l a n e  O x y ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  r a d i a t i o n  f r o m  
- h e  l o n g i t u d i n a l  d i p o l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  two  p a r a l l e l  c i r c u l a r  
l y l i n d e r s  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  r a d i a t i o n  o f  a n  
n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  t h e  c u r r e n t  p a r a l l e l  t o  t h e  a x e s  o f  

- h e  c y l i n d e r s .  

I n  t h e  c a s e  when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  c y l i n d e r s  Z i s  s u f f i c i -  
? n t l y  h i g h  i n  c o m p a r i s i o n  w i t h  t h e  r a d i i  o f  t h e  c y l i n d e r s  ( a - 1 ,  
t+l  # O ) ,  i n  t h e  same m a n n e r  a s  i n  8 3  o f  t h i s  c h a p t e r ,  f o r  t h e  
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unknown values XgS(h) we can obtain the formula, 

(6.4.47) 

by which the coefficients of scattering of the secondary waves of 
all successive orders of scattering are approximately summed. Here 
F Z  are determined by formula (6.4.241, L is the same as in (6.3.64), 
and 

(6.4.48) - / 

v2 = ka-hh2. 

In the wave band in formulas (6.4.48) it follows to set h = ksine. 
Formula (6.4.47) can be used for analysis of th? diffracted field 
with values of kZ sin 8 > >  I, if 
( a s )  ( a - 1 ,  a+l # 0). This case is studied more completely in [95, 
1021. 

is much greater than a = ;ngl 

In conclusion, let us note that if we introduce a ngw substi- 
tution of unknown coefficients zg(h), from (6.4.2) and xGS(h) from 
(6.4.21), similar to (6.3.106), (6.3.107), then seeking the approxi- 
mate values of the diffraction coefficients may be reduced to solv- 
ing systems such as (6.3.95), (6.3.96) with positive indices n and 
in. 
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CHAPTER 7 

DIFFRACTION O F  ELECTROMAGNETIC WAVES O N  S P H E R E S  

5 1 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave on One S p h e r e .  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  p e r m e a b i l i -  
t i e s  E ,  a n d  a c o n d u c t i v i t y  o f  a = 0 ,  l e t  t h e r e  b e  c o n t a i n e d  a 
s p h e r e  w i t h  p e r m e a b i l i t i e s  E ~ ,  ~2 a n d  c o n d u c t i v i t y  a 2 ,  o c c u p y i n g  
( i n  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  r, 0 ,  4 )  a p a r t  o f  t h e  s p a c e  
r 5. a, on w h i c h  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave ( 1 . 3 . 4 )  i s  i n c i d e n t  
a n d  w h i c h  h a s  ( i n  t h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  x, y ,  z ) ( o r i g i n  o f  t h e  
s y s t e m  Oxyz c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c e n t e r  of  t h e  s p h e r e ,  F i g .  3 5 )  o n l y  
t h e  n o n - z e r o  c o m p o n e n t s ,  

-- 

I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  

( 7 . 1 . 1 )  

( 7 . 1 . 2 )  

/ 2 8 1  

The  p r o b l e m  i s  f o r m u l a t e d  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  b o t h  o u t -  
s i d e  a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e .  I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  t h i s  p r o b l e m  
i s  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  t w o  s c a l a r  i n d e p e n d e n t  b o u n d a r y  p r o b l e m s  f o r  
t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  Debye p o t e n t i a l s  u a n d  V ,  w h i c h  s a t i s f y  
t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  g i v e n  by  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o n  t h e  s u r -  
f a c e  o f  t h e  s p h e r e  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  
i n f i n i t y ,  s u p e r p o s e d  on t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  s c a t -  
t e r e d  on  t h e  s p h e r e .  Here w e  c a n  d e f i n e  t w o  c a s e s ,  when 0 2  # 00 

a n d  when a2  = 00. I n  t h e  f i r s t  o f  t h e s e ,  t h e  c o m p l e t e  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  f i e l d  E = E o  t E l ,  H = H o  + H1 o u t s i d e  t h e  s p h e r e  ( E 1 ,  H 1  i s  
t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  on  t h e  s p h e r e )  j u s t  as  t h e  f i e l d  
i n s i d e  t h e  s p h e r e  E 2 ,  H2may b e  f o u n d  t h r o u g h  t h e  r e s p e c t i v e  Debye 
p o t e n t i a l s  u , u  f r o m  f o r m u l . a s  (1.6.15) w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i -  
n a t e s  ( i n  e a c h  o f  t h e  r e g i o n s  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  a s s u m e d  
t o  b e  t h e  r e s u l t  o f  a s u p e r p o s i t i o n  o f  f i e l d s  o f  e l e c t r i c  a n d  mag- 
n e t i c  t y p e s  ( 1 . 6 . 2 2 1 ,  (1.6.231, a n d  k = k o  JG o u t s i d e  t h e  s p h e r e  / 2 8 2  
a n d  k 2  = k $  = ( ~ ~ 1 . 1 2 ~ 2  t 4 i ~ r o p 2 0 2 ) / c ~  i n s i d e  i t ) .  On t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  s p h e r e  t h e  Debye p o t e n t i a l s  m u s t  s a t i s f y  t h e  c o n j u g a t e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  (1.7.10), ( 1 . 7 . 1 1 ) .  I n  t h e  s e c o n d  case  t h e  e l e c t r o m a g n e -  
t i c  f i e l d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  i s  e q u a l  t o  z e r o  ( u z  E 0 ,  v 2  E O ) ,  b u t  
o u t s i d e  t h e  s p h e r e  t h e  f i e l d  i s  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 5 )  w r i t t e n  
i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  Here  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  t h e  
p o t e n t i a l s  m u s t  s a t i s f y  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 ) .  I n  b o t h  ca ses  
t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o b l e m s  a s s u m e s  k n o w l e d g e  o f  t h e  
e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  e l e c t r i c  u o  a n d  m a g n e t i c  u 0  Debye p o t e n -  
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t i a l s l  of t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave. T h e y  a r e  f o u n d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  

From ( 1 . 5 . 3 5 1 ,  ( 7 . 1 . 2 )  i t  
i, j . i s  c l e a r  t h a t  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  

E o  of t h e  v e c t o r  o f  t h e  e l e c t r i c  
f i e l d  i n t e n s i t y  o f  t h e  i n c i d e n t  
wave i s  c o u  l e d  w i t h  t h e  C a r t e s i a n  

?? 

c o m p o n e n t  Ex g by t h e  r e l a t i o n s h i p ,  
$ 2  

E; =.. uf sin 0 COS 9 .. - ._L , ( 7 . 1 . 3 )  
C O T  '(, 

L-kr A !I 
F i g .  3 5 .  D i f f r a c t i o n  of a 
P l a n e  Wave o n  a S p h e r e .  

-. . 
w h e r e  t h e  f u n c t i o n  E: c a n  be  r e -  
p r e s e n t e d ,  o n  t h e  b a s i s  of ( 3 . 6 . 9 ) ,  
b y  t h e  e x p a n s i o n ,  

T h e r e f o r e  , 

( 7 . 1 . 4 )  

( 7 . 1 . 5 )  

d P n ( c o s  0 )  
s i n c e  P ~ ( C O S  0 )  = d e  

e l e c t r i c  p o t e n t i a l  u o  i n  t h e  form o f  a s e r i e s ,  

, b u t  Pd ( c o s  0 )  = 0 .  If w e  s e e k  t h e  n 

( 7 . 1 . 6 )  uo 9 a, 1, (kr)  FA (cos 0) cos cp, 
n= I 

t h e n  f rom c o m p a r i s o n  o f  ( 7 . 1 . 5 )  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  E o  
t h r o u g h  ( 7 . 1 . 6 )  f r o m  ( 1 . 6 . 2 5 )  a n d  ( 1 . 6 . 2 2 1 ,  w e  f i n d  

o b t a i n e d  r y  

s i n c e  

w h e r e  i n  Debye d e s i g n a t i o n s ,  

( 7 . 1 . 8 )  

/ 2 8 3  

' B e l o w ,  t h e  Debye p o t e n t i a l s  a n d  2 ( s e e  C h . 1 )  a r e  d e n o t e d  t h r o u g h  
u a n d u ,  r e s p e c t i v e l y ,  w h i c h  s h o u l d  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  con-  
v e r t i n g  t o  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  ( 1 . 6 . 2 2 1 ,  ( 1 . 6 . 2 3 ) .  

264  



T h e r e f o r e ,  f o r  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  w a v e ,  

( 7 . 1 . 9 )  

(7.1.10) 

S i n c e  ff!=/+e , b u t  f r o m  ( 1 . 5 . 3 5 )  

sinq ai$ 
ikr de 

Hf = Hisin0sinq.c -- . -, 

t h e n  a f t e r  r e p r e s e n t i n g  t h e  p o t e n t i a l  u o  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s ,  

f r o m  (1.6.251, (1.6.23) we f i n d  

a n d  t h e n  f o r  t h e  m a g n e t i c  f i e l d ,  

A n  Ideally Conducting Sphere. I n  t h e  c a s e  o f  a n  i d e a l l y  c o n -  
d u c t i n g  s p h e r e  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  i s  i d e n -  
t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o ,  b u t  t h e  Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  c o m p l e t e  
f i e l d  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  u = u o  t u 1  a n d  2, = V o  + V 1 ,  b o u n d a r y  c o n -  
d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  o n  i t s  s u r f a c e .  T h e r e f o r e ,  if 
we s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a 
s e r i e s  s u c h  as (3.1.151, b y  a s s u m i n g  
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w e  t h e n  a r r i v e  a t  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  w i l l  b e  
s a t i s f i e d  if i n  ( 7 . 1 . 1 2 1 ,  (7.1.13) t h e  c o e f f i c i e n t s  B,, E Bgn E 0 
f o r  a l l  m # 2 1, but when m = 2 1, 

w h e r e  n = 1, 2 ,  ...$; t h e r e f o r e ,  

(7.1.14) 

( 7 . 1 . 1 5 )  

( 7 . 1 . 1 6 )  

( 7 . 1 . 1 7 )  

i n  w h i c h  

X v ( r ,  e) = - ) , i n  1 ? 2 n + 1  
1k2r , n(n  -t 1) . n=I 

( 7  .l. 1 8 )  
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(R h a s  t h e  s a m e  m e a n i n g  a s  b e f o r e ;  i n  t h e  e l e c t r i c  c a s e  R = - a 
ax 

b u t  i n  t h e  m a g n e t i c  c a s e ,  R = 1, x = k a ) .  

By d e t e r m i n i n g  t h e  f i e l d  p o t e n t i a l s  t h e  m a t h e m a t i c a l  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m  i s  p r a c t i c a l l y  f i n i s h e d .  The  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p a r -  
t i c u l a r  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  may b e  f o u n d  t h r o u g h  (7.1.17) 
f r o m  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 2 2 )  a n d  ( 1 . 6 . 2 3 ) ,  b u t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  com- 
p l e t e  f i e l d  may b e  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  
c o o r d i n a t e s .  For t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  

( 1 . 6 . 1 5 )  w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  

(7.1.19) 

( 7 . 1 . 2 0 )  

w h e r e  t h r o u g h  P a n d  Q w e  d e n o t e  t h e  F o k  p o t e n t i a l s  C491 o f  t h e  com- / 2 8 6  
p l e t e  f i e l d ,  c o u p l e d  w i t h  t h e  Debye p o t e n t i a l s  u a n d  V b y  t h e  f o r m u -  
l a s  , 

P r= PQ + P’, Q Q0+ Q’. 

For t h e  p r i m a r y  f i e l d  

( 7  .l. 2 1 )  

(7 .l. 2 2 )  
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a n d  for t h e  s t r a y  f i e l d  

( 7 . 1 . 2 3 )  

The d e r i v a t i v e s  of t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  P n ( c o s  e >  w h i c h  e n t e r  
i n t o  ( 7 . 1 . 1 9 1 ,  ( 7 . 1 . 2 0 )  a r e  c o m p u t e d  for 8 f r o m  t h e  f o r m u l a s ,  

lim d2P, (cos 0) - - ( 7  .l. 24)  
8-0 d €I2 

1 dP, (cos 6) =- n ( n  + 1) = lim - . 
8-0 sin8 d e  2 

9 

lim daPn'(cos e) = 
e - t T  dea 

I n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave b a n d  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s t r a y  
f i e l d  d e c r e a s e  as r-2, a n d  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  t h e y  a r e  e q u a l  t o  / 2 8 7  
z e r o ,  b u t  t h e  t r a n s v e r s e  c o m p o n e n t s  a r e  e q u a l  t o  

( 7  .l. 2 5 )  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  S ( O >  a n d  S n ( 0 )  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
+ e x p r e s s i o n s ,  

0 

2 n f 1  x S(9) = 
n=l n(n+ 1) 

( 7 . 1 . 2 6 )  
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Here 

, 1 d  1 
P;(COS e) = - - - P ,  (COS e). n, = - 

sin 8 sin8 d e  

( 7 . 1 . 2 7 )  

( 7  .l. 2 8 )  

T h e  l a w  g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  j of t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s ,  
i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  s p h e r e ,  i s  f o u n d  f r o m  ( 1 . 1 . 7 1 ,  w h e n c e  
i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  when r = a ,  

( 7 . 1 . 2 9 )  

( H  i s  t h e  v e c t o r  of  t h e  c o m p l e t e  m a g n e t i c  f i e l d ) .  P r o c e e d i n g  f r o m  
( 7 . 1 . 2 0 )  a n d  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  W r o n s k i a n  d e t e r m i n a n t  

( 7 . 1 . 3 0 )  
W Iqn (4, Cn (x)I 5 

we f i n d  

X 
Ec cos'cp 7 co 2n+ 1 

io = 4n ka V F E i n - n F + T  n = l *  

/ 2 8 8  

( 7 . 1 . 3 1 )  

( 7 . 1 . 3 2 )  

The c r o s s  s e c t i o n  of b a c k  s c a t t e r i n g  ( r a d a r  c r o s s  s e c t i o n )  f o r  t h e  
c p h e r e ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  d e f i n i t i o n ,  w i l l  b e  e q u a l  t o  
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( 7 . 1 . 3 3  ) 

1 
w h e r e  t h e  v a l u e  E o  i s  t a k e n  i n  t h e  d i r e c t i o n  to t h e  s o u r c e  ( 0  = IT ,  

4 = O ) ,  o r  

( 7 . 1 . 3 4 )  

From ( 7 . 1 . 2 5 )  it i s  c l e a r  t h a t  i n  t h e  wave b a n d  t h e  v e c t o r s  
E ' ,  H 1  a r e  m u t u a l l y  p e r p e n d i c u l a r .  From t h e s e  s a m e  f o r m u l a s  i t  i s  
c l e a r  t h a t  t h e  s t r a y  f i e l d  i s  l i n e a r l y  p o l a r i z e d  o n l y  i n  t h e  d i r e c -  
t i o n s ,  l y i n g  i n ' t h e  p l a n e s  p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e  4 = 0 ,  IT or t h e  

p l a n e  + = y, 2. I n  t h e  d i r e c t i o n s  w h i c h  d i f f e r  f r o m  t h e  a b o v e ,  t h e  

f i e l d  i s  e l l i p t i c a l l y  p o l a r i z e d  a n d  for t h e m  t h e  v a l u e  o f  t h e  s c a t -  
t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  ( t w o - p o s i t i o n )  i s  e q u a l  t o  

IT 31T 

.u = uo + ucp, 

w h e r e  

41t u9 = - sina cp 1 S* (e)  lz. 
ka 

( 7  .l. 3 5 )  

( 7 . 1 . 3 6 )  

( 7 . 1 . 3 7 )  

The c o m p l e t e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  i s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a ,  / 2 8 9  

4n 
k2 

d,  = - Re S (0). ( 7 . 1 . 3 8 )  

I n f i n i t e  s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  wave f u n c * i o n s ,  t h r o u g h  w h i c h  a l l  
v a l u e s  g i v e n  a b o v e  a r e  e x p r e s s e d ,  a r e  s u i t a b l e  f o r  p r o v i n g  t h e  
n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  i n  t h e  c a s e  when t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  
d o e s  n o t  s u b s t a n t i a l l y  e x c e e d  t h e  wave l e n g t h  A o ( k a  = 2 n a / A o  i s  o f  
a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  5 10). The c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  i s  i m -  
p r o v e d  w i t h  d e c r e a s e  i n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  k a ,  and  when 
k a  < <  1 t h e  b a s i c  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  sum o f  t h e  s e r i e s  
i s  made by  t h e  t e r m  w i t h  t h e  s u m m a t i o n  i n d e x  n =1. W i t h  i n c r e a s e  
i n  k a  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  i s  w o r s e n e d  a n d  w i t h  l a r g e  . 

v a l u e s  of k a  ( k a  < <  1), t o  o b t a i n  s a t i s f a c t o r y  n u m e r i c a l  r e s u l t s  i n  
t h e  s e r i e s  we m u s t  a p p r o x i m a t e l y  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  k a  o f  t h e  
f i r s t  t e r m s ,  w h i c h  l e a d s  t o  a l a r g e  amount  o f  c o m p u t a t i o n a l  work .  
However ,  i n  t h i s  c a s e  we c a n  o b t a i n  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s ,  w h i c h  a r e  
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s u i t a b l e  for n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  i f  w e  a p p l y  t h e  a s y m p t o t i c  
m e t h o d s  of s u m m a t i o n  t o  t h e  s e r i e s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  Wat son  t r a n s -  
f o r m  [ 4 8 ,  1 4 3 1  or t h e  Fok m e t h o d  [ 6 8 ,  6 9 ,  71-74] .  

L e t  u s  r e p r e s e n t  t h e  f u n c t i o n  V ( r ,  6 )  f r o m  ( 7 . 1 . 1 7 )  i n  t h e  
f o r m  

( 7 . 1 . 3 9 )  

w h e r e  

W = P  
( 7 . 1 . 4 0 )  

i n  t h e  case  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  and  

( 7 . 1 . 4 1 )  

f o r  t h e  m a g n e t i c  f i e l d ,  a n d  w e  c a n  w r i t e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  
S ( O > ,  Sf:(O) o f  t h e  s t r a y  f i e l d  i n  t h e  f o r m ,  

w h e r e  

= lim ( - kar) e- lb  PI, 
r - w  

= lim (- /z2r) e-lkr Q’. 
r * m  

( 7 . 1 . 4 2 )  

( 7 . 1 . 4 3 )  

.., 
T h e n  u s i n g  t h e  Wat son  t r a n s f o r m  f o r  t h e  f u n c t i o n  W w e  o b t a i n  asymp-  / 2 9 0  
t o t i c  e x p r e s s i o n s  w h i c h  h a v e  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  g e o m e t r i c  shadow 
( 0  < e < ~ / 2 )  t h e  f o r m  (z  = k a ) ,  
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a 

s 

( 7 . 1 . 4 4 )  

( 7 . 1 . 4 5  

d e p e n d i n g  o n  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t  r e l a t i v e  t o  t h e  
beam 8 = 0 .  Here t h r o u g h  us w e  d e n o t e ,  j u s t  a s  i n  t h e  p r o b l e m  o f  
d i f f r a c t i o n  of  a p l a n e  wave o n  a c y l i n d e r ,  t h e  z e r o s  o f  t h e  f u n c -  

t i o n s  i 2 H S 1 ) ( x ) ,  whose  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  may b e  f o u n d  f r o m  ( 2 . 2 . 4 1 )  

or ( 2 . 2 . 4 2 ) ,  b u t  t h e  C, v a l u e s  h a v e  t h e  same f o r m  a s  ( 6 . 1 . 3 7 )  or 
(6 .11 .38 ) ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  c h a r a c t e r  of  t h e  Debye  p o t e n t i a l  i n  
( 7 . 1 . 1 7 )  f o r  w h i c h  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  ( 7 . 1 . 4 4 ) ,  ( 7 . 1 . 4 5 )  
a r e  c o n s t r u c t e d .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  e l e c t r i c  p o t e n t i a l  t h e  v a l u e s  
us a n d  C, a r e  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 4 2 )  a n d  ( 6 . 1 . 3 8 1 ,  b u t  i n  
t h e  ca se  o f  t h e  m a g n e t i c  p o t e n t i a l  v t h e  v a l u e s  us a n d  CS a r e  f o u n d  
f r o m  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 4 1 1 ,  ( 6 . 1 . 3 7 ) .  I n  t h e  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n ,  
e x p r e s s i o n s  ( 7 . 1 . 4 4 ) ,  ( 7 . 1 . 4 5 )  r e p r e s e n t  sums o f  w a v e s  o f  r e s i d u e s  
( c r e e p i n g  w a v e s ) ,  e n v e l o p i n g  t h e  s p h e r e .  When x > >  1, s e r i e s  
( 7 . 1 . 4 4 )  c o n v e r g e s  v e r y  r a p i d l y ,  i f  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t ,  b e i n g  
l o c a t e d  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  g e o m e t r i c  shadow b e h i n d  t h e  s p h e r e ,  
d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  beam 8 = 0 ( f o c a l  b e a m ) ,  
a l o n g  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  s i n  8 ,  f o u n d  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  ( 7 . 1 . 4 4 1 ,  
v a n i s h e s  ( w a v e s  o f  r e s i d u e s  a r e  f o c u s e d  a l o n g  t h e  beam 8 = 0). I n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  f o c a l  beam 8 = 0 t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n  
( 7 . 1 . 4 4 )  becomes  i n v a l i d  a n d  u n s u i t a b l e  f o r  u s e ,  s i n c e  it i s  d e r i v e d  
o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  I v s s i n O l  > >  1. The f i e l d  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  / 2 9 1  
r e g i o n  o f  t h e  g e o m e t r i c  shadow n e a r  t h e  f o c a l  l i n e  8 = 0 f o r  l a r g e  
v a l u e s  o f  x i s  f o u n d  u s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n  ( 7 . 1 . 4 5 1 ,  
w h e r e  J o ( x )  i s  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  o f  z e r o - t h  o r d e r .  

S 

I n  t h e  wave b a n d  o f  t h e  shadow r e g i o n  ( r  + 0 3 )  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  p r o p a g a t i o n  of t h e  i n c i d e n t  p l a n e  wave ( 8  = O), t h e  e x p o n e n t  i n  
( 7 . 1 . 4 5 1 ,  w h i c h  u n t i l  now g u a r a n t e e s  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s ,  
v a n i s h e s .  T h e r e f o r e ,  f o r m u l a  ( 7 . 1 . 4 5 )  i s  u n s u i t a b l e  f o r  s t u d y i n g  
t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d  o f  t h e  r e g i o n  o f  t h e  
g e o m e t r i c  shadow.  I t  i s  n o t  s u i t a b l e ,  f o r  t h e  same r e a s o n ,  f o r  
c o m p u t i n g  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  0 s .  T h e  c o n v e r g e n c e  o f  
s e r i e s  ( 7 . 1 . 4 4 )  i s  u p s e t  n e a r  t h e  b o u n d a r y  w h i c h  s e p a r a t e s  t h e  r e g i o n  
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of t h e  g e o m e t r i c  s h a d o w  f r o m  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  
v i c i n i t y  o f  0 = r/2, w h e r e  f o r m u l a  (7.1.451, d e r i v e d  o n  t h e  a s s u m p -  

i . e . ,  i n  t h e  

F i g .  3 6 .  R e f l e c t i o n  From a S p h e r e  A c c o r d i n g  t o  G e o m e t r i c  O p t i c s .  

t i o n  t h a t  l v s O l  i s  n o t  v e r y  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  u n i t y ,  i s  a l s o  / 2 9 2  
n o t  s u i t a b l e .  

I n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  a s y m p t o t i c a l l y  ( ~ / 2  < 0 < T ) ,  

( 7 . 1 . 4 6 )  

w h e r e  

x ( u2 sin 2y [4r sin e v r 2  - a2 sin2y - 2a cos yl-1 )'I2 ( 7 . 1 . 4 7  ) 

( h e r e  {a2  - p 2  = a c o s  y ,  Jr2 - q 2  = r c o s  8 ,  w h e r e  p = a s i n  y ,  
a n d  q = r s i n  0 ;  F i g .  3 6 1 ,  b u t  

s 
( 7 . 1 . 4 8 )  

+--+)+-+] + e [  i v ' ( y  - -arccos 

i f  8 d o e s  n o t  b e l o n g  t o  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  f o c a l  beam 8 T,  a l o n g  
w h i c h  s i n  8 v a n i s h e s  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  ( 7 . 1 . 4 8 ) .  I n  t h e  v i c i n -  
i t y  o f  t h e  f o c a l  beam 0 = T t h e  f i e l d  d i s t r i b u t i o n  i s  f o u n d  u s i n g  
t h e  e x p r e s s i o n s ,  
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F o r m u l a  ( 7 . 1 . 4 8 )  i s  v a l i d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  I V S  s i n  8 1  >> 1, 
w h e r e a s  f o r m u l a  ( 7 . 1 . 4 9 )  c a n  b e  u s e d  o n l y  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e  v a l u e  o f  I v s ( e  - T )  I i s  n o t  t o o  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  u n i t y  
(3: > >  1).  T h e  v a l u e s  o f  v s  a n d  Cs i n  ( 7 . 1 . 4 8 1 ,  ( 7 . 1 . 4 9 )  h a v e  t h e  
same m e a n i n g  a s  b e f o r e .  B o t h  f o r m u l a s  ( 7 . 1 . 4 8 ) ,  ( 7 . 1 . 4 9 )  a r e  s u i t -  
a b l e  f o r  c o m p u t i n g  t h e  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d .  When r + 00 , t h e y  
a s s u m e  t h e  f o r m ,  

a n d  

S ( 7 . 1 . 5 0 )  

( 7 . 1 . 5 1 )  

r e s p e c t i v e l y .  F u n c t i o n  ( 7 . 1 . 4 7 )  i n  t h e  wave b a n d  i s  g i v e n  b y  t h e  
e x p r e s s  i o n  , 

0 in -2iX sin +-j- cos e i 
k * (krsin8)a ( 7 . 1 . 5 2 )  

w g ( r ,  e) = - 

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t  i s  t a k e n  i n  t h e  ca se  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  / 2 9 3  
t h e  s u p e r s c r i p t  i n  t h e  c a s e  of t h e  m a g n e t i c  f i e l d .  

U s i n g  t h e s e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n  G ( 0  , r )  
a n d  r e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 1 . 3 9 1 ,  ( 7 . 1 . 1 9 1 ,  ( 7 . 1 . 2 0 1 ,  t h r o u g h  it  w e  c a n  
f i n d  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  e l e c t r i c  a n d  t h e  m a g n e t i c  
Debye p o t e n t i a l s ,  a n d  t h r o u g h  them w e  c a n  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  
t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  
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t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  S ( 0 ) ,  S * ( 0 )  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  i n  t h e  wave  
b a n d  o f  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  f r o m  ( 7 . 1 . 4 3 )  a n d  ( 7 . 1 . 4 6 )  w e  o b -  
t a i n  (when  r + 0 0 )  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  

( 7  .l. 53 

a n d  

( 7 . 1 . 5 4 )  

w h e r e  x = k a .  I n  ( 7 . 1 . 5 3 )  C s  a n d  v s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  c a s e  of  t h e  
e l e c t r i c  f i e l d ,  b u t  i n  ( 7 . 1 . 5 4 )  t o  t h a t  of t h e  m a g n e t i c  f i e l d .  E x -  
p r e s s i o n s  ( 7 . 1 . 5 3 ) ,  ( 7 . 1 . 5 4 )  a r e  d e r i v e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  X 

c o s  - s i n  e > >  1, t h e r e f o r e  t h e y  become i n v a l i d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  

t h e  f o c a l  beam 0 = T ,  when i n s t e a d  of ( 7 . 1 . 5 3 ) ,  ( 7 . 1 . 5 4 )  it follows 
t o  u s e  t h e  a s y m p t o t i c  r e p r e s e n t a t i o n s ,  

e 
2 

( 7  .l. 5 5 )  

( 7 . 1 . 5 6 )  / 2 9 4  

The a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  for t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  
a n d  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  i n  t h e  r e g i o n  o f  t h e  g e o m e t r i c  s h a d o w  
may b e  o b t a i n e d  f r o m  ( 7 . 1 . 4 4 1 ,  ( 7 . 1 . 4 5 )  a n d  ( 7 . 1 . 3 9 ) ,  ( 7 . 1 . 1 9 ) ,  
( 7 . 1 . 2 0 ) .  However ,  as  a l r e a d y  n o t e d ,  t h e y  w i l l  b e  u n s u i t a b l e  f o r  
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c o m p u t i n g  t h e  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d  a n d  i n  t h e  v i c i n i t y  of 0 = 0 .  

For t h e  d e n s i t y  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  j,, j,, d e t e r m i n e d  b y  
f o r m u l a s  ( 7 . 1 . 3 1 1 ,  ( 7 . 1 . 3 2 1 ,  when k a  > >  1 w e  o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  
e x p r e s s i o n s  , 

(7.1.57) 

( 7  .l. 5 8 )  

w h e r e  i n  t h e  shadow r e g i o n  ( 0  < 0 < ~ / 2 )  

if t h e  p o i n t  of  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  i s  n o t  l o c a t e d  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  t e r m i n a l  8 = 0 ,  a n d  

( 7 . 1 . 6 0 )  

i f  t h e  p o i n t  of  t h e  s u r f a c e  of t h e  s p h e r e  l i e s  i n  t h e  v i c i n i t y  of  
t h e  t e r m i n a l  0 = 0 .  I n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  t e r m i n a l  8 = .rr(.rr/2 < 0 < .rr) 

x-1/3 -ntp e 
VsKe ( e )  = -2 COS e e'' e + X 

( 7 . 1 . 6 1 )  ' / 2 9 5  
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a n d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  t e r m i n a l  0 = IT 

( 7 . 1 . 6 2 )  

( i n  ( 7 . 1 . 5 9 )  - ( 7 . 1 . 6 2 )  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  + ( e ) ,  t h e  v a l u e s  of  
D, a n d  v s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  case of  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  i n  t h e  
e x p r e s s i o n s  f o r  + ( e )  t o  t h e  m a g n e t i c ) .  T h e  d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  
a s y m p t o t i c  f o r m u l a s ,  d e r i v e d  u s i n g  t h e  Wat son  t r a n s f o r m ,  i s  e l i m i -  
n a t e d  by  a s y m p t o t i c  s u m m a t i o n  o f  t h e  s e r i e s  i n  t h e  r e m o t e  b a n d  b y  
t h e  Fok m e t h o d .  A s  shown i n  [ 6 8 ,  6 9 1 ,  t h e  u s e  o f  Fok's i d e a s  d o e s  
n o t  r e q u i r e  s e p a r a t e  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  i n  t h e  r e g i o n  o f  
t h e  g e o m e t r i c  shadow a n d  i n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n .  On ly  t h e  b e -  
h a v i o r  o f  t h e  f i e l d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  f o c a l  l i n e  0 = 7 1 ,  0 = 0 
w i l l  b e  i n v e s t i g a t e d  e s p e c i a l l y .  Here for t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  
S ( 0 ) ,  S $ c ( 0 )  f r o m  ( 1 . 7 . 2 4 ) ,  ( 7 . 1 . 2 5 )  w e  o b t a i n  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s -  
s i o n s  ( t h e  wave b a n d ) ,  

( 7 . 1 . 6 3 )  / 2 9 6  

( 7  .l. 6 4 )  
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w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  F(z) a n d  

( 6 . 1 . 6 4 1 ,  M = 2 1 ' 3 .  A s  m e n t i o n e d  i n  C681,  i n  c o m p u t i n g  t h e  

f i e l d  i n  t h e  case o f  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  k a ,  i n  f i r s t  
a p p r o x i m a t i o n  we c a n  c o n f i n e  o u r s e l v e s  o n l y  t o  t h e  f i r s t  two  t e rms  
i n  t h e  b r a c e s  i n  f o r m u l a s  ( 7 . 1 . 6 3 ) , - ( 7 . 1 . 6 4 ) .  H e r e  h o w e v e r  it s h o u l d  
b e  b o r n e  i n  mind  t h a t  t h e  f u n c t i o n  f ( z )  w i t h  i n c r e a s e  i n  t h e  p o s i -  
t i v e  a r g u m e n t  d r o p s  m o r e  r a p i d l y  t h a n '  d o e s  i ( z ) ,  w i t h  r e s p e c t  t o  
w h i c h  t h e  e x p r e s s i o n  i n  t h e  b r a c k e t s  i n  Sf:(8) b e c o m e s  c o m p a r a b l e  i n  
v a l u e  t o  t h e  f i r s t  two t e r m s .  T h e r e f o r e ,  i n  r e f i n i n g  t h e  r e s u l t  
f o r  t h e  v a l u e  o f  Sfc(f3) i t  f o l l o w s  t o  a l s o  r e t a i n  t h e  t e r m s  w h i c h  
c o n t a i n  t h e  f u n c t i o n  g(z ) .  

a r e  d e t e r m i n e d  as  i n  ( 6 . 1 . 6 9 1 ,  

F o r m u l a s  ( . 7 . 1 . 6 3 ) ,  ( 7 . 1 . 6 4 )  a r e  v a l i d  i n  t h e  wave b a n d  f o r  a l l  
a n g l e s  o f  o b s e r v a t i o n  8 ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o n l y  o f  t h e  v i c i n i t i e s  
8 = 0 a n d  8 = n .  

I n  t h e  v i c i n i t y  8 = TI i n s t e a d  o f  ( 7 . 1 . 6 3 ) ,  ( 7 . 1 . 6 4 )  we o b t a i n  
t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s ,  

( 7 . 1 . 6 5 )  / 2 9 1  

( 7 . 1 . 6 6 )  

i n  w h i c h  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  J , ( A )  a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a r e  t a k e n  
f r o m  t h e  a r g u m e n t  A =  TI - 8 ) .  F o r m u l a s  ( 7 . 1 . 6 5 ) ,  ( 7 . 1 . 6 6 1 ,  when 
x(TI - 8 )  > >  1, c o n v e r t  t o  f o r m u l a s  ( 7 . 1 . 6 3 1 ,  ( 7 . 1 . 6 4 ) .  

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  f o c a l  beam 8 = 0 ,  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s -  
s i o n s  f o r  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  S ( 8 ) ,  Sf;(8) h a v e  t h e  f o r m ,  
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' S (0) = - 2M4 6 { (3; + iJ;) ( - M 8) + 

( 7 . 1 . 6 7  

( 7 . 1 . 6 8 )  

w h e r e  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a r e  t a k e n  f r o m  t h e  
a r g u m e n t  x0. I n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  f i e l d  
i n  t h e  v i c i n i t y  8 = 0 w e  c a n  u s e  t h e  f o r m u l a s ,  

( 7 . 1 . 6 9 )  / 2 9 8  

N u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  o f  t h e  s t r i c t  
t h e o r y  a n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  g i v e n  a b o v e  g i v e  
for x 1 5  a s a t i s f a c t o r y  a g r e e m e n t  o f  t h e  r e s u l t s ,  w h i c h  i m p r o v e  
w i t h  i n c r e a s e  i n  x = ( k a )  [ 6 8 ] .  

The a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  ( 7 . 1 . 5 7 )  - ( 7 . 1 . 6 2 )  f o r  t h e  d e n s i t y  
o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  s p h e r e  a r e  n o t  s u i t a b l e  f o r  
c o m p u t a t i o n s  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  
shadow a n d  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n  ( 0  = ~ / 2 ) .  I n  t h i s  v i c i n i t y  w e  
c a n  u s e  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s ,  
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( 7  .l. 7 1 )  

g ( S )  i s  t h e  Fok f u n c t i o n ,  d e t e r m i n e d  h e r e  b y  t h e  f o r m u l a  / 2 9 9  

( j u s t  a s  b e f o r e  i n  t h e  s u b i n t e g r a l  e x p r e s s i o n  ii = 1 i n  t h e  c a s e  o f  
a TM t y p e  f i e l d  a n d  ii a/ax i n  t h e  case  o f  a T E  t y p e  f i e l d ) .  I n  
p r a c t i c e  t h e  m a j o r  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f u n c t i o n  
a n d  j +  a r e  g i v e n  b y  t h e  t e r m s  w i t h  t h e  s u m m a t i o n  i n d e x  2 = 0 ,  d e t e r -  
m i n e d  b y  t h e  i n t e g r a l s  g ( S ) ,  whose  n u m e r i c a l  v a l u e s  a r e  f o u n d  f r o m  
t h e  t a b l e s  ( t h e  T a b l e s  o f  Fok F u n c t i o n s  a r e  f o u n d  i n  1 1 6 9 ,  1 7 0 1 ) .  

A S p h e r e  W i t h  F i n i t e  C o n d u c t i v i t y .  I n  t h e  case o f  s p h e r e  w i t h  
f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  a l o n g  w i t h  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  
t h e r e  w i l l  a l s o  e x i s t  ( n o n - z e r o )  a f i e l d  i n s i d e  t h e  s p h e r e ,  d e t e r -  
m i n e d  by  t h e  p o t e n t i a l s  u 2  a n d  v 2 .  They c a n  b e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  
o f  s e r i e s  s u c h  as ( 3 . 1 . 1 3 ) :  

- 
n=O m=-a 

( 7 . 1 . 7 2 )  

( 7 . 1 . 7 3 )  

whose  c o e f f i c i e n t s  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 1 . 7 . 1 0 1 ,  ( 1 . 7 . 1 1 ) .  If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  u l ,  ZJ’ o f  t h e  f i e l d ,  
s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e ,  a g a i n  i n  t h e  f o r m  o f  ( 7 . 1 . 1 2 1 ,  ( 7 . 1 . 1 3 1 ,  
t h e n  t h e . b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 0 ) ,  ( 1 . 7 . 1 1 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  
o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  
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b u t  

wh e r e  

Then f o r  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e ,  

but 

( 7  .l. 7 4  1 

( 7 . 1 . 7 5 )  /300 

( 7 . 1 . 7 6 )  

( 7 . 1 . 7 7 )  

w h e r e  t h r o u g h  an, Bn w e  d e n o t e  t h e  Mie c o e f f i c i e n t s  [ 4 5 ,  1 1 3 1 ,  
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b u t  

( 7 . 1 . 7 8 )  

( 7 . 1 . 7 9 )  

By d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  A m n ,  A i n ,  B m n  a n d  B i n  w e  h a v e  com- 
p l e t e l y  s o l v e d  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  s c a t t e r i n g  o f  a p l a n e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  wave ‘ o n  a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y .  The c o m p o n e n t s  / 3 0 1  
of t h e  f i e l d s  o u t s i d e  a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  may b e  f o u n d  f r o m  f o r m -  
u l a s  ( 7 . 1 . 1 9 )  - ( 7 . 1 . 2 0 1 ,  w h e r e  for t h e  s t r a y  f i e l d ,  

( 7 . 1 . 8 0 )  

a n d  f o r  t h e  f i e l d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  

( 7 . 1 . 8 1 )  

I n  t h e  wave b a n d ,  r e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 1 . 2 5 )  a r e  a p p r o x i m a t e l y  
s a t i s f i e d ;  h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  S ( 8 )  a n d  Sf:(e) a r e  g i v e n  
b y  t h e  e x p a n s i o n s ,  

282  
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If w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  C ( 7 . 1 . 2 4 1 ,  ( 7 . 1 . 2 8 1 1 ,  

t h e n  

(7 .1 .8qc )  / 3 0 2  

n= I 

a n d  f o r  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  w e  o b t a i n  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 7 . 1 . 8 5 )  

( 7 . 1 . 8 6 )  

( 7 . 1 . 8 7  ) 

5 2 .  F i e l d  o f  a n  E l e c t r i c  ( M a g n e t i c )  D i p o l e  i n  t h e  
P r e s e n c e  o f  a S p h e r e .  

Now l e t  u s  l o o k  a t  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a f i e l d  e m i t -  
t e d  by  a n  e l e c t r i c  or b y  a ' m a g n e t i c  d i p o l e  on  a s p h e r e .  

L e t  a u n i t  d i p o l e  e m i t t e r  w i t h  a d i p o l e  moment a ( f o r  t h e  e l e c -  
t r i c  d i p o l e  a = p ,  a n d  f o r  t h e  m a g n e t i c ,  a = til) b e  l o c a t e d  a t  a 
c e r t a i n  p o i n t  P o f  a u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  s p a c e  w i t h  
e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  1-1 a n d  w i t h  a c o n d u c t i v i t y  
o = 0 ,  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  7, f r o m  t h e  c e n t e r  of t h e  s p h e r e  h a v i n g  
a r a d i u s  r = a ,  and  l e t ,  i n  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz w i t h  t h e  
o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e ,  t h e  d i p o l e  moment f o r m  a c e r t a i n  
a n g l e  c1 w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  a x i s  O Z ,  w h i c h  p a s s e s  
t h r o u g h  p o i n t  P ( t h e  v e c t o r  a l i e s  i n  t h e  p l a n e  0x2, s e e  F i g .  3 7 ) .  
The  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s p h e r e  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  
t h e  c o n s t a n t s  € 2 ,  1-12 a n d  0 2 ,  w h e r e  i n  t h e  g e n e r a l  case  0 2  # co. 
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We c a n  f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  
o u t s i d e  a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e .  A s  u s u a l ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  v e c -  
t o r  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  i n t e g r a t i n g  t h e  u n i f o r m  s y s t e m  o f  Maxwel l  
e q u a t i o n s  ( 1 . 1 . 4 )  ( f o r  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s )  u n d e r  t h e  b o u n d a r y  c o n -  / 3 0 3  
d i t i o n s  ( 1 . 1 . 5 )  or ( 1 . 1 . 6 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  a n d  t h e  
s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n s  a t  i n f i n i t y ,  
H 1  o f  t h e  s t r a y  f i e l d .  I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  i t  may b e  r e d u c e d  
t o  t w o  i n d e p e n d e n t  s c a l a r  p r o b l e m s  r e l a t i v e  t o  t h e  p o t e n t i a l  f u n c -  
t i o n s  u a n d  V ,  w h i c h  s a t i s f y  t h e  u n i f o r m  H e l m h o l t  e q u a t i o n ,  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 1 ,  ( 1 . 7 . 1 1 ) ,  i f  0 2  # co , or c o n d i t i o n s  
( 1 . 7 . 1 3 ) ,  i f  '52 = c o ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  
f o r  t h e  p o t e n t i a l s  u l ,  V'  o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  on  t h e  s p h e r e  c 5 0 ,  
7 0 1 .  

s u p e r p o s e d  on  t h e  v e c t o r s  E l ,  

The f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p g l e  i n  f r e e  s p a c e  may b e  f o u n d  
t h r o u g h  t h e  H e r t z  e l e c t r i c  v e c t o r  I T o  [ s e e  ( 1 . 3 . 9 ) l  f r o m  r e l a t i o n -  

s h i p s  ( 1 . 2 . 1 3 ) ,  a n d  t h e  f i e l d  o f  t h e  mag- 
n e t i c  d i p o l e ,  t h r o u g h  t h e  H e r t z  m a g n e t i c  
v e c t o r  ITo'' [ s e e  ( 1 . 3 . 1 0 1 1  f r o m  r e l a t i o n -  
s h i p s  ( 1 . 2 . 1 7 ) .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  w e  
r e p r e s e n t  t h e  d i p o l e  moment a i n  t h e  f o r m  
o f  a sum, 

a = a, + a,, 

w h e r e  a l  = (0, 0 ,  l a 1  c o s  a), a n d  a 2  = 
{ l a 1  s i n  a, 0 ,  0 1 ,  t h e n  t h e  H e r t z  v e c t o r s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  i t  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  

f o r m  o f  t h e  s u m  I T l  + 112, i n  w h i c h  
-+ -+ 

F i g .  3 7 .  E x c i t a t i o n  
o f  t h e  S p h e r e  by  t h e  
D i p o l e  F i e l d .  

0, 0, Ia Icosa-  
R 

a n d  

T h e r e f o r e ,  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  w i t h  t h e  d i p o l e  moment a ,  d i r e c -  
t e d  a t  a n  a n g l e  a t o  t h e  a x i s  0 2 ,  may b e  a s s u m e d  a s  a r e s u l t  o f  t h e  / 3 0 4  
s u p e r p o s i t i o n  o f  t w o  p a r t i c u l a r  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s :  t h e  f i e l d  

E!, Hy, p r o d u c e d  o n l y  b y  t h e  v e r t i c a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  a ,  

a n d  t h e . f i e l d  E 2 ,  H 2  p r o d u c e d  o n l y  by  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  

t h e  v e c t o r  a .  Each o f  t h e s e  p a r t i c u l a r  f i e l d s  i s  r e p r e s e n t e d  b y  i t s  
own p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u a n d  v ( l e t  u s  n o t e ,  t h ' a t  t h e  v e r t i c a l  
e l e c t r i c  d i p o l e  e x c i t e s  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  o n l y  o f  e l e c t r i c  
t y p e ,  a n d  t h e  v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  o n l y  a f i e l d  o f  m a g n e t i c  
t y p e ) .  

0 0 
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W e  c a n  f i n d  e x p r e s s i o n s  for t h e  p o t e n t i a l s  u o ,  U o  o f  t h e  p r i -  
mary  f i e l d  of t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  d i p o l e s .  

I n  t h e  case o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  

( 7 . 2 . 1 )  

w h e r e  l p l l  = p1 = l p l  c o s  a ,  a n d  p 1  = ( 0 ,  0 ,  p l } .  C o n v e r t i n g  t o  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r, 8 ,  $ w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ( t h e  p o l a r  
a x i s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  Oz a x i s ) ,  we f i n d  

R = d-ra + b2 - 2brcosO. 
( 7 . 2 . 2 )  

a n 0  - 

a +  C o n s e q u e n t l y ,  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  n o  = n 0 ( r ,  0 )  a n d  - = 

0 ( t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  p o s s e s s e s  a x i a l  s y m m e t r y ) .  T h e r e f o r e ,  
i f  we w r i t e  ( 1 . 2 . 1 3 )  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a n d  t a k e  i n t o  a c c o u n t  
t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  , 

( 7 . 2 . 3 )  

i s  v a l i d ,  we f i n d  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  t h e  
e x p r e s s i o n s ,  

( 7 . 2 . 4 )  

The c o m p o n e n t s  of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  s p h e r i c a l  c o -  / 3 0 5  
o r d i n a t e s  may b e  w r i t t e n  t h r o u g h  t h e  Debye p o t e n t i a l  f u n c t i o n  u o  
( i n  t h e  c a s e  i f  t h e  f i e l d  i s  o f  e l e c t r i c  t y p e )  by f o r m u l a s  (1.6.25), 
( 1 . 6 . 2 2 ) .  From c o m p a r i s o n  o f  t h e m  w i t h  ( 7 . 2 . 4 )  ( a / a $  5 0 )  we f i n d  

( 7 . 2 . 5 )  
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A f t e r  u s i n g  f o r m u l a  ( 3 . 6 . 7 ) ,  a n d  s i t t i n g  t h e r e  c o s  y = c o s  8 w e  
f i n d ,  t h e  e x p a n s i o n  of t h e  Debye p o t e n t i a l  u o  of t h e  p r i m a r y  f i e l d  
o f  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  i n t o  a s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  wave 
f u n c t i o n s  , 

( 7 . 2 . 6 )  

S i n c e  t h e  f i e l d  o f  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  i s  a f i e l d  o f  o n l y  
e l e c t r i c  t y p e ,  t h e n  f o r  i t  V o  0 .  

I n  t h e  case  o f  a h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  

( 7 . 2 . 7 )  

w h e r e  l p 2 1  = p 2  = ] P I  s i n  a ,  a n d  p 2  = { p 2 ,  0 ,  0). I n  s p h e r i c a l  c o -  
o r d i n a t e s  , 

w h e r e  I I o  = p 2 e i k R / R ,  a n d  j u s t  as  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  I Io  = i T o ( 8 ,  r), 

- -  - 0 .  F r o m  ( 1 . 2 . 1 3 )  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w e  f i n d  t h a t  t h e  
a n 0  
a +  
r a d i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  d i p o l e  f i e l d  a r e  e x p r e s s e d  by t h e  f o r m u l a s ,  

iko E a no 
d e  

Zi+- sin cp - , 
r 

S i n c e  

ano sin8 ano a no 
ab ar r a e   COS^--- -, --- 

( 7 . 2 . 8 )  

( 7 . 2 . 9 )  
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t h e n  i n s t e a d  of  ( 7 . 2 . 8 )  w e  c a n  w r i t e  / 3 0 6  

( 7 . 2 . 1 0 )  

0 0 
I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  E,, H p  of  t h e  d i p o l e  
f i e l d  may b e  w r i t t e n  o n  t h e  b a s i s  o f  (1.6.25) a n d  ( 1 . 6 . 1 5 )  i n  t h e  
f o r m  

w h e r e  u o  a n d  v 0  a r e  t h e  Debye  p o t e n t i a l s .  T h e r e f o r e ,  i f  w e  r e p r e -  
s e n t  t h e  f u n c t i o n  I I o  i n  t h e  f o r m  of  s e r i e s  ( 3 . 6 . 7 )  

a n d  s u b s t i t u t e  t h i s  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  l I o  i n t o  t h e  r i g h t -  
h a n d  s i d e  o f  ( 7 . 2 . 9 )  a n d  ( 7 . 2 . 1 0 1 ,  w e  t h e n  f i n d  

E!, I i cos cp pa 

/-- 

( 7 . 2 . 1 2 )  

a n d  f r o m  ( 7 . 2 . 1 1 ) ,  i f  w e  s e e k  u o  a n d  v o  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  s e r i e s ,  

( 7 . 2 . 1 3 )  
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o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 1 . 8 )  w e  o b t a i n  

A s  t h e  r e s u l t ,  b y  c o m p a r i n g  ( 7 . 2 . 1 2 )  w i t h  ( 7 . 2 . 1 4 )  w e  e s t a b l i s h  t h a t  
t h e  Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  
d i p o l e  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  e x p a n s i o n s  i n t o  s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  
wave f u n c t i o n s  o f  t h e  t y p e ,  

X 
ip2 cos cp 

br 
uo = - 

(7.2.15) 

( 7 . 2 . 1 6 )  

Then  f o r  t h e  Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  d i r e c t e d  a t  a n  a n g l e  a t o  t h e  02 a x i s ,  w e  o b t a i n  t h e  e x p r e s -  
s i o n s  , 

( 7 . 2 . 1 7 )  

/ 3 0 7  

( 7 . 2 . 1 8 )  / 3 0 8  
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A n a l o g o u s l y  w e  f i n d  t h a t  i n  t h e  case of  a m a g n e t i c  d i p o l e ,  d i r e c t e d  
a t  a n  a n g l e  a t o  t h e  O z . a x i s ,  t h e  p o t e n t i a l s  o f  i t s  p r i m a r y  f i e l d  
w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 7 . 2 . 1 9 )  

( 7 . 2 . 2 0 )  

E x p r e s s i o n  ( 7 . 2 . 1 7 )  f o r  t h e  p o t e n t i a l  u o  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c -  
t r i c  d i p o l e  i n  f r e e  s p a c e  w i l l  b e  w r i t t e n  f r o m  now o n  i n  t h e  f o r m ,  

m h 

w h e r e  

uo = ME (2n + 1) A,, x 
hr -. 

n=o m=-n 
( 7 . 2 . 2 1 )  

( 7 . 2 . 2 2 )  

a n d  e x p r e s s i o n  ( 7 . 2 . 1 9 )  for t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  / 3 0 9  
f i e l d  i n  f r e e  s p a c e ,  i n  t h e  f o r m  

... 
n=O m=+n 

2 8 9  
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( 7 . 2 . 2 3 )  

w h e r e  

E l e c t r i c  D i p o l e  Over  an I d e a l l y  C o n d u c t i n g  S p h e r e .  I n  t h i s  
c a s e  t h e  Debye p o t e n t i a l s  i n  t h e  r e g i o n  i n s i d e  t h e  s p h e r e  a r e  e q u a l  
t o  z e r o  a n d  o n l y  t h e  p o t e n t i a l s  ul, v 1  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t -  
t e r e d  on  t h e  s p h e r e ,  a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n .  If  t h e y  a r e  
s o u g h t  i n  t h e  f o r m  of  e x p a n s i o n s  s u c h  as  ( 3 . 1 . 1 5 1 ,  

, m'. n 

n=O m=-n 

m " 
1 
br 

u1 = --E b,,, 5, ( k r )  P," (cos e) elmQ , 

( 7 . 2 . 2 4 )  

( 7 . 2 . 2 5 )  . -. 
n=O m=-n 

t h e n  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
u l ,  v = v 0  + V I  of  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  w e  f i n d  t h a t  t h e s e  c o n d i t i o n s  
a r e  s a t i s f i e d  o n l y  i n  t h e  case  when a s  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
s e r i e s  ( 7 . 2 . 2 4 ) ,  ( 7 . 2 . 2 5 )  w e  t a k e  t h e  e x p r e s s i o n s  ( p  = / P I ) :  

( 1 . 7 . 1 3 )  for t h e  p o t e n t i a l s  u = u o  + 

" 5, (kb). 
T r  kps inu  2n+ 1 

'ln=-V 2bi n(n+ 1) ' %,(&a) 

A s  a r e s u l t  w e  f i n d  t h a t  

( 7 . 2 . 2 6 )  

( 7 . 2 . 2 7  

/ 3 1 0  

( 7 . 2 . 2 8 )  

2 9 0  



r 
a n d  

( 7 . 2 . 2 9  1 

I n  t h e  same way w e  c o m p l e t e l y  s o l v e  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  f o r  
t h e  Debye  p o t e n t i a l s  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n , c e  
of  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e .  F u n c t i o n s  ( 7 . 2 . 2 8 ) ,  ( 7 . 2 . 2 9 )  s a t -  
i s f y  a l l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  p r o b l e m .  F o r  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  i n  t h e  
r e g i o n  b > r 1 a ,  

a n d  i n  t h e  r e g i o n  r > b y  
m n 

( 7 . 2 . 3 0 )  

( 7 . 2 . 3 1 )  

( 7 . 2 . 3 2 ) 2  /311 

x I;, (k r )  P: (cos 6) elmcp , 

E psinasincp 
P br. 

- 
v =  \/- 

n=I ( 7 . 2 . 3 3 )  

_ _  - - 

2'Amn(b 2. r )  r e p r e s e n t s  t h e - c o e f f i c i e n t s  A m n  d e t e r m i n e d  when b $ r ,  
as i n  ( 7 . 2 . 2 2 ) .  Below w e  a l s o  w r i t e  t h e  c o e f f i c i e n t s  B m n  f r o m  
( 7 . 2 . 2 3 ) .  



The c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i e l d  E ,  H may now b e  f o u n d  t h r o u g h  
( 7 . 2 . 3 0 )  - ( 7 . 2 . 3 3 )  a t  a n y  p o i n t  o f  s p a c e  f r o m  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 5 ) ,  
w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  

From ( 1 . 1 . 7 )  a n d  ( 1 . 6 . 1 5 )  u s i n g  ( 7 . 1 . 3 0 )  w e  f i n d  t h a t  t h e  l a w  
g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  of  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  b y  
t h e  d i p o l e  f i e l d  o n  t h e  s u r f a c e  of  t h e  s p h e r e  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  f o r m u l a s ,  

( 7 . 2 . 3 4 )  

( 7 . 2 . 3 5 )  

e e 
47r ( j e  = - €€+, a n d  j +  = - H e  when r = a ) .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  ca se  

o f  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  when et = 0 ,  j +  = 0 ,  b u t  

Pi (cos e) 
s i  ( k 4  

ie = 
fl=O 

4n b2ka 

I n  t h e  wave b a n d  ( r  M R + b c o s  e ) ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

e ikR 

EO = 1/' e H ,  = k2p-  R W1(9, q), 

( 7 . 2 . 3 6 )  

/ 3 1 2  

( 7 . 2 . 3 7 )  

w h e r e  t h r o u g h  W1(By + )  a n d  W,(e, $ 1  w e  d e n o t e  t h e  damping  c o e f f i -  
c i e n t s ,  e q u a l  t o  

2 9 2  



( 7 . 2 . 3 9 )  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  l o c a t e d  on 
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  ( b  = a ) ,  

-Elp = He = 0, 

w h e r e  

( 7 . 2 . 4 1 )  /313 

( 7 . 2 . 4 2 )  

T h i s  c a s e  is of p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i n  t h e  s e n s e  t h a t  f r o m  t h e  e l e c -  
t r o d y n a m i c  p o i n t  o f  v i e w  i t  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  case of a u n i t  r i n g  
s l o t ,  l o c a t e d  o n  a s p h e r e  ( F i g .  3 8 ) .  The d i r e c t i o n a l  d i a g r a m  o f  t h e  
v e r t i c a l  v i b r a t o r ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e ,  may b e  
c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a ,  

( 7 . 2 . 4 3 )  
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F o r m u l a  ( 7 . 2 . 4 3 )  may b e  u s e d  a l s o  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  d i r e c t i o n a l  
d i a g r a m s  o f  t h e  r i n g  e m i t t i n g  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  

i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e ,  u n d e r  t h e  c o n d i -  
z t i o n  t h a t  t h e  r a d i u s  o f  t h e  c i r c l e i s  s m a l l  

i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  wave  l e n g t h  a n d  t h e  
r a d i u s  o f  t h e  s h e r e .  T h e  g r a p h s  s h o w i n g  
t h e  f u n c t i o n  
v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  k a  c a n  b e  f o u n d ,  

k 5 a2 I W ( 8 )  I for t h e  v a r i o u s  

%*#. for e x a m p l e ,  i n  C 5 0 1 .  

If ka > >  1, t h e n  a s y m p t o t i c a l l y ,  

T 

F i g .  3 8 .  R i n g  S l o t  
W ( e ) =  sinOG(E), 

( 7 . 2 . 4 4 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  G ( C )  i s  d e t e r m i n e d  j u s t  
as  i n  ( 6 . 1 . 5 8 ) ,  w h e r e  5 = -M c o s  8 ,  b u t  M = 

o n  t h e  S p h e r e .  

( k ~ / 2 ) ~ / ~ .  I n  t h e  ca se  when ka -f c o ,  

W ( 0 )  == 2sin8 

f o r  0 < 8 < n / 2  ( t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n )  a n d  

( 7 . 2 . 4 5 )  

f o r  n / 2  < 8 < T ( t h e  shadow r e g i o n ) .  The  p l a n e  8 = ~ / 2  i s  t h e  g e o -  
m e t r i c  b o u n d a r y  b e t w e e n  l i g h t  a n d  s h a d o w ,  a b o v e  w h i c h  a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  s p h e r e  d o u b l e s  t h e  moments  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e s .  A s  
n o t e d  i n  [ 5 0 ] ,  t h e  v a l u e  of  t h e  p a r a m e t e r  ka = 1 0  i s  s t i l l  i n s u f -  
f i c i e n t l y  h i g h  i n  o r d e r  f o r  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  e m i s s i o n  f r o m  
t h e  r a d i a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e c i s e  f o r m -  
u l a s ,  t o  b e  g i v e n  e v e n  q u a l i t a t i v e l y  b y  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  i n  
( 7 . 2 . 4 4 ) .  A l l o w a b l e  v a l u e s  of  t h e  p a r a m e t e r  k a  a r e  v a l u e s  of k a  2 
100. 

I f  w e  u s e  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 4 )  w e  c a n  c o m p u t e  t h e  r e s i s t a n c e  o f  
t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h e  r a d i a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  s p h e r e  or t h e  v a l u e  o f  r d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 6 ) .  I n  
p a r t i c u l a r ,  for r w e  o b t a i n  

/314 

( 7 . 2 . 4 6 )  

( g r a p h s  o f  t h e  f u n c t i o n  r c a n  b e  f o u n d  i n  C 5 0 1 ) .  

( 7 . 2 . 4 7 )  

I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  a h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  l o c a t e d  
o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e ,  when b = a, a ~ / 2 ,  
e x p r e s s i o n s  ( 7 . 2 . 3 9 ) ,  ( 7 . 2 . 4 0 )  v a n i s h  a n d  a l o n g  w i t h  them t h e  com- 
p o n e n t s  o f  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  i n  t h e  wave  b a n d .  

2 9 4  



F o r  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  ka, f u n c t i o n  ( 7 . 2 . 4 2 )  may b e  
c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  a p p r o x i m a t e  ( a s y m p t o t i c )  f o r m u l a s .  I n  
t h e  r e g i o n  of  t h e  g e o m e t r i c  shadow t h e y  h a v e  t h e  f o r m ,  

i f  t h e  v a l u e s  o f  0 d o  n o t  b e l o n g  t o  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  f o c a l  beam 
e = IT, o r  

( 7 . 2 . 4 9 )  

if 0 = - r r  a n d  M ( T ~  - 0 )  < <  1. H e r e  t h e  f u n c t i o n  g ( 5 )  i s  9 e t e r m i n e d  , 
as  i n  f o r m u l a  ( 6 . 1 . 5 6 ) ,  Jl(x) i s  t h e  Bes5e l  f u n c t i o n ,  V I  = ka + M t l ,  
w h e r e  t{ i s  t h e  k e r n e l  o f  t h e  e q u a t i o n  # l ( t )  = 0 [ s e e  ( 6 . 1 . 5 7 ) 1 ,  

5 / 2  e <  / 3 1 5  5 = M ( e  - s), 5 1  = M (T - e) ( i t  i s  a s s u m e d  t h a t  -ltll 

1). 

3Tr 1 
60M2 

I n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  

( 7 . 2 . 5 0 )  

w h e r e  G ( 5 )  i s  t h e  same a s  i n  ( 6 . 1 . 5 8 )  a n d  5 = -Mcos0 < 0 .  I n  ( 7 . 2 . 5 0 )  
t h e  b a s i c  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  v a l u e  of  t h e  f u n c t i o n  w ( 0 )  i s  made 
o n l y  b y  t h e  f i r s t  t e r m ,  w h e r e a s  t h e  s e c o n d  t e r m  g i v e s  o n l y  a s m a l l  
c o r r e c t i o n  t o  t h e  r e g i o n  o f  t h e  shadow b o u n d a r y .  

F o r m u l a s  ( 7 . 2 . 4 8 )  - ( 7 . 2 . 5 0 )  r e f i n e  f o r m u l a s  ( 7 . 2 . 4 4 )  - ( 7 . 2 . 4 6 ) .  
A s  m e n t i o n e d  i n  [ 5 0 ] ,  c o m p a r i s o n  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  r a d i a t i o n  
f o r  k a  = 1 0 ,  c o m p u t e d  f r o m  t h e  p r e c i s e  f o r m u l a s  a n d  f r o m  t h e  a symp-  
t o t i c  f o r m u l a s  f o r  t h e  f u n c t i o n  V ( e ) ,  shows  t h a t  t h e s e  l a t t e r  
g r a p h i c a l l y  r e p r e s e n t  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f u n c t i o n  
W ( 0 )  s u f f i c i e n t l y  w e l l  a n d  g i v e  c o m p l e t e l y  s a t i s f a c t o r y  q u a n t i t a t i v e  
r e s u l t s  whose  d i v e r g e n c e  d o e s  n o t  e x c e e d  1 5  - 2 0 % .  

Magnetic Dipole  Over a n  I d e a l l y  Conducting Sphere.  J u s t  a s  i n  
t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  t h e  Debye  p o t e n t i a l s  o f  t h e  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  
i n s i d e  t h e  s p h e r e  a r e  e q u a l  t o  z e r o  a n d  o n l y  t h e  p o t e n t i a l s  u 1  a n d  
v 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e ,  a r e  s u b j e c t  t o  
d e t e r m i n a t i o n .  If w e  s e e k  them i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 7 . 2 . 2 4 3 ,  
( 7 . 2 . 2 5 ) ,  t h e n  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  o n  t h e  b a s i s  of  

2 9 5  
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w h e r e  

T h e r e f o r e  , 

X " 5, (kb) &, ( k f )  Pf, (cos 0) sin cp. d (ha) 

( 7 . 2 . 5 1 )  

( 7 . 2 . 5 2 )  

( 7 . 2 . 5 3 )  

( 7 . 2 . 5 4 )  / 3 1 6  

( 7 . 2 . 5 5 )  

Thus  w e  s o l v e  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  o n  s e e k i n g  t h e  Debye p o t e n -  
t i a l s  o f  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a s p h e r e .  
For t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  b > r 2 a ,  

( 7 . 2 . 5 6 )  

x B,, (b >, a) e (cos 0) elmw , ( 7 . 2 . 5 7 )  

2 9 6  



a n d  i n  t h e  r e g i o n  b < r 

V .  

n=O m=-n 

( 7 . 2 . 5 8 )  

( 7 . 2 . 5 9 )  

T h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i e l d  may b e  f o u n d  f r o m  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  w r i t t e n  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  I n  t h e  wave b a n d ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

w h e r e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s  a r e  e q u a l  t o  

( 7 . 2 . 6 1 )  

( 7 . 2 . 6 2 )  
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I n  p a r t i c u l a r ,  i f  t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  of  t h e  s p h e r e  
( b  = a )  a n d  ci = a / 2  ( t h e  ca se  o f  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e ) ,  t h e n  
( 7 . 2 . 6 0 1 ,  ( 7 . 2 . 6 1 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 7 . 2 . 6 4 )  

/ 3 1 8  

( 7 . 2 . 6 5 )  

w h e r e  

An i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e  w i t h  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  on  
i t s  s u r f a c e  i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  i s  e q u i v a l e n t  t o  a u n i t  

r a d i a t i n g  " d u m b - b e l l "  slot, c u t  i n  t h e  s p h e r e  
( F i g .  3 9 ) .  The  c h a r a c t e r i s t i c  e m i s s i o n  f r o m  
s u c h  a s l o t m a y  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  f o r m u l a s  
( 7 . 2 . 6 5 1 ,  ( 7 . 2 . 6 6 ) .  T h i s  ca se  w a s  i n v e s -  
t i g a t e d  i n  C501. 

' 2  

S e r i e s  ( 7 . 2 . 6 5 1 ,  ( 7 . 2 . 6 6 )  c a n  b e  con-  
v e n i e n t l y  u s e d  f o r  v a l u e s  of t h e  p a r a m e t e r  
k a  w h i c h  d o  n o t  e x c e e d  1 0 .  If  ka  > >  1, 
t h e n  a p p r o x i m a t e l y  , 

i ( 7 . 2 . 6 7 )  wl(e) = --- F ( B 9  

F i g .  3 9 .  "Dumb- 
B e l l "  S l o t  o n  a 
S p h e r e .  
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w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  F(C), G ( S )  a r e  d e t e r m i n e d  a s  i n  (6.1.53) a n d  /319 
(6.1.58), r e s p e c t i v e l y ,  5 = -M c o s  0 ,  M = (ka/2I1I3. F o r m u l a s  
(7.2.67) g i v e  a c o n t i n u o u s  t r a n s i t i o n  f r o m  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n  
t o  t h e  shadow r e g i o n ,  a n d  when ka + OD , 0 < 0 < r / 2 ,  

iV2(e) = - 2, 

and  when k a  -t CT) i n  t h e  r e g i o n  7r/2 < 8 < 7 r ,  

W 2 ( e )  = 0. 

(7.2.68) 

(7.2.69 ) 

The p l a n e  8 = 7r/2 i s  t h e  i n t e r f a c e  b e t w e e n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n  
a n d  t h a t  o f  t h e  s h a d o w .  

J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e ,  f o r m u l a s  (7.2.67) 
g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  f o r  v a l u e s  o f  ka 2 100 (when ka = 1 0  t h e y  
d o  n o t  r e f l e c t  , e v e n  q u a l i t a t i v e l y ,  t h e  t r u e  c h a r a c t e r i s t i c s  of t h e  
e m i s s i o n  [ 5 0 ] ) .  For v a l u e s  of-ka 10 t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  P I ( @ )  a n d  V 2 ( @ )  may b e  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  asymp- 
t o t i c  f o r m u l a s  h a v i n g  t h e  f o r m :  

i n  t h e  shadow r e g i o n  

(7.2.70) 

w h e r e  o u t s i d e  t h e  v i c i n i t y  of t h e  f o c a l  beam 8 = n ,  
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( 7 . 2 . 7 2 )  / 3 2 0  

w h e r e  f(c) i s  d e t e r m i n e d  as  i n  ( 6 . 1 . 5 1 1 ,  a n d  g ( < )  a s  i n  ( 6 . 1 . 5 6 ) ;  
v y  = k a  + M t y ,  w h e r e  ty i s  t h e  k e r n e l  o f  t h e  e q u a t i o n  w l ( t )  = 0 ,  

t h e  v a l u e  o f  v i  i s  d e t e r m i n e d  j u s t  a s  b e f o r e  -1tll 1 5 / 2  < <  1). 
(60M2 

When 8 = T ,  

W&) = - Wz(n). 
( 7 . 2 . 7 3 )  

For l a r g e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  < f u n c t i o n  f ( < )  t e n d s  t o  z e r o  more  
r a p i d l y  t h a n  d o e s  g ( < ) .  For t h i s  r e a s o n ,  i n  t h e  f i r s t  o f  t h e  f o r m -  
u l a s  i n  ( 7 . 2 . 7 0 )  t h e  t e r m  - i w ( e ) / k a  s i n  e i s  i n c l u d e d ,  w h i c h  (for 
v a l u e s  of  < - 1 i n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e )  i s  M 2  t i m e s  s m a l l e r  t h a n  t h e  
f i r s t ;  however  i n  p r o p o r t i o n  t o  d i s t a n c e  f r o m  t h e  shadow it g r a d u -  
a l l y  becomes  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  f i r s t  a n d  n e a r  t h e  t e r m i n a l  8 = T ,  

b e c o m e s  t h e  d o m i n a n t  t e r m .  I n  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h i s ,  t h e  t e r m  
- u ( B ) / k a M s i n e  h a s  no  s u b s t a n t i a l  s i g n i f i c a n c e  i n  c o m p u t i n g  t h e  
f u n c t i o n  1 7 2 ( 8 )  C501. 

I n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n ,  

w h e r e  

( 7 . 2 . 7 4 )  

( 7 . 2 . 7 5 )  

3 0 0  



T h e  f u n c t i o n s  F ( c )  a n d  G ( < )  a r e  d e t e r m i n e d  h e r e  as  i n  ( 6 . 1 . 5 3 )  a n d  / 3 2 1  
( 6 . 1 . 5 8 ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  5 = -Mcose < 0 .  I n  (7;,2.74) t h e  b a s i c  t e r m s  
a r e  t h e  f i r s t  o n e s .  The  f u n c t i o n s  pji'(0) a n d  i 2 ( 0 )  g i v e  o n l y  a s m a l l  
c o r r e c t i o n  i n  t h e  r e g i o n .  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  s h a d o w .  C o m p a r i s o n  
o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e m i s s i o n  f o r  k a  = 1 0 ,  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  p r e c i s e  f o r m u l a s  a n d  f r o m  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  g i v e n  a b o v e  
f o r  t h e  f u n c t i o n s  i l ( 0 ) ,  W,(O), s h o w s  t h a t  e v e n  when ka = 1 0  t h e y  
g r a p h i c a l l y  r e f l e c t  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  
q u i t e  f u l l y .  F r o m  t h e  q u a n t i t a t i v e  p o i n t  of v i e w  t h e  d i v e r g e n c e  o f  
t h e  r e s u l t s  d o e s  n o t  e x c e e d  1 5  - 2 0 % .  

I n  t h e  c a s e  o f  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i n  t h e  p r e s e n c e  of  
a s p h e r e ,  t h e  r e s i s t a n c e  f r o m  t h e  r a d i a t i o n  may b e  c o m p u t e d  f r o m  
f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 4 ) .  I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  t h e  h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  
l y i n g  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e ,  f r o m  ( 1 . 4 . 1 6 )  
f o r  t h e  v a l u e  o f  I' we f i n d  

( 7 . 2 . 7 6 )  

w h e r e  

3 2n + 1 
2 ( k ~ ) ~  9 2 1 g , ( k ~ ) ) ~  ' r 1 -  

3 2n + 1 
r2 = 2 ( k ~ ) ~  2 21&(ku)lz ' 

n=l 

n= I 

The g r a p h s  o f  t h e  f u n c t i o n s  r 1 ,  r2 a r e  shown i n  C501. 

I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  f o r  t h e  v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  l o -  
c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e ,  when a = 0 
a n d  b = a ,  t h e  f u n c t i o n s  G l ( 0 ,  4 )  and  W 2 ( 0 ,  + )  f r o m  ( 7 . 2 . 6 0 1 ,  
( 6 . 2 . 6 1 )  v a n i s h .  

I n  c o n c l u s i o n  l e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  
p o i n t  P a t  a d i s t a n c e  b f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e  a n d  o r i e n t e d  
a t  an  a n g l e  c1 t o  t h e  O Z  a x i s ,  i n d u c e s  c u r r e n t s  on i t s  s u r f a c e  whose  
s u r f a c e  d e n s i t y  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n s :  

( 7 . 2 . 7 7 )  

3 0 1  
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( 7 . 2 . 7 8 )  / 3 2 2  

D i p o l e  E m i t t e r  Over a S p h e r e  W i t h  F i n i t e  C o n d u c t i v i t y .  I n  
t h i s  c a se ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  t y p e  o f  d i p o l e ,  a l o n g  w i t h  t h e  e x i s t e n c e  
o f  a s e c o n d a r y  f i e l d  s c a t t e r e d  on  t h e  s p h e r e  t h e r e  w i l l  e x i s t  a 
n o n - z e r o  f i e l d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  as  w e l l .  T h e r e f o r e ,  t h e  s c a l a r  
p r o b l e m s  for t h e  Debye p o t e n t i a l s  c o n s i s t  now o f  s e e k i n g  t h e  f u n c -  
t i o n s  u ,  V b o t h  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  a n d  i n s i d e  i t  u n d e r  t h e  c o n j u g a t e  
c o n d i t i o n s  of  ( 1 . 7 . 1 0 1 ,  ( 1 . 7 . 1 1 )  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  s p h e r e .  If 
t h e  d i p o l e  i s  e l e c t r i c  a n d  i t s  moment p f o r m s  a n  a r b i t r a r y  a n g l e  a 
w i t h  t h e  p o l a r  a x i s  0 2 ,  a n d  t h e  Debye  p o t e n t i a l s  of t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  a r e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  
s e r i e s  ( 7 . 2 . 2 4 ) ,  ( 7 . 2 . 2 5 )  a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e ,  i n  t h e  f o r m  o f  
s e r i e s  s u c h  as  (3.1.13), 

( 7 . 2 . 7 9 )  

( 7 . 2 . 8 0 )  

t h e n  w e  f i n d  t h a t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 0 1 ,  ( 1 . 7 . 1 1 )  w i l l  b e  
s a t i s f i e d  o n l y  i n  t h e  c a s e  i f  

- Plz )( A,, = - 
6 

( 7 . 2  . 8 l >  
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( 7 . 2 . 8 2 )  / 3 2 3  

If we t a k e  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  a s  t h e  s o u r c e  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d ,  
a n d  t h e  Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  r e s p e c t i v e  
r e g i o n s  a r e  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 7 . 2 . 2 4 1 ,  ( 7 . 2 . 2 5 )  a n d  
( 7 . 2 . 7 9 1 ,  ( 7 . 2 . 8 0 ) ,  t h e n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  s p h e r e  w i l l  b e  s a t i s f i e d  o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  

a n d  

( 7 . 2 . 8 3 )  

( 7 . 2 . 8 4 )  

A s  a r e s u l t  for t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y ,  t h e  Debye p o t e n t i a l s  a r e  d e t e r -  
m i n e d  by  t h e  e x p a n s i o n s :  

i n  t h e  r e g i o n  b > r 2 a ,  
m n  

u = %z 2 (2n+ l ) ( $ n ( k r ) - ~ , , t ; n ( k r ) )  x 
hr 

X A,, ( b  2- a) (cos 0) elmrp, ( 7 . 2 . 8 5 )  / 3 2 4  
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- 
X 

E psinasincp 
v =  f- .  Ir 6r 

( 7 . 2 . 8 6 )  

w h e r e  t h r o u g h  a n ,  on w e  d e n o t e  t h e  Mie c o e f f i c i e n t s  ( 7 . 1 . 7 8 ) ,  
( 7 . 1 . 7 9 )  ; 

i n  t h e  region r > b ,  

o O n  

u =-@-E 23 (2n+ 1){dmn(r>6)-,: 
6r 

< a n d  finally i n  t h e  r e g i o n  r - a ,  

E .  ikpsina.p s i n 9  
c1 br 

X ___ 

w h e r e  

( 7 . 2 . 8 7 )  

( 7 . 2 . 8 8 )  

( 7 . 2 . 8 9 )  

( 7 . 2 . 9 0 )  
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For a m a g n e t i c  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  / 3 2 5  
c o n d u c t i v i t y  w e  h a v e  : 

> i n  t h e  r e g i o n  b > r - a, 

i n  t h e  r e g i o n  r b 

- a, B,,,, ( b b " h )  ] 5, (kr)  P!, (COS e) e''@' , 

a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  r 5 a 

x yn (k2r) t;, (kb):PL (cos 0) cos 'p sin a, 

v =  
hr .,. 

n=O m=-fl 

( 7 . 2 . 9 2 )  

( 7 . 2 . 9 3 )  

( 7 . 2 . 9 4 )  

( 7 . 2 . 9 5 )  

( 7 . 2 . 9 6 )  

( 7 . 2 . 9 7  

I n  t h e  s a m e  way w e  c o m p l e t e l y  s o l v e  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  Debye  po -  
t e n t i a l s .  Using ( 7 . 2 . 8 5 )  - ( 7 . 2 . 9 7 )  a n d  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  
w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  , t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  f i e l d  E ,  H may b e  f o u n d  a t  a n y  p o i n t  o f  s p a c e .  

I n  t h e  t h e o r y  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  of  a d i p o l e  s o u r c e  f i e l d  o n  / 3 2 6  
a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y ,  of  s p e c i a l  i n t e r e s t  i s  t h e  
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p r o b l e m  o n  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  r a d i o  w a v e s  a r o u n d  t h e  E a r t h .  H e r e  
t h e  r e g i o n  u s u a l l y  s t u d i e d  i s  t h a t  o f  b > r 2 a, a n d  t h e  p a r a m e t e r s  
ka, kr a n d  k b  a r e  a s s u m e d  q u i t e  l a r g e .  I n  t h f s  c a s e ,  t h e  s e r i e s  
g i v e n  a b o v e  become u n s u i t a b l e  for n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s .  However ,  
w e  c a n  o b t a i n  a p p r o x i m a t e  c o m p u t a t i o n a l  f o r m u l a s  f r o m  t h e m  w h i c h  
a r e  s u i t a b l e  f o r  c o m p u t a t i o n  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s .  
The a n a l y t i c a l  r e s u l t s  f r o m  t h e  f i e l d  o f  t h e  d i p o l e  e m i t t e r  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  a r e  shown i n  t h e  w o r k s  
o f  Fok [ 7 0 ] .  The r e s u l t s  f r o m  t h e  n u m e r i c a l  c ' o m p u t a t i o n  o f  t h e  
p r o b l e m  on  p r o p a g a t i o n  o f  r a d i o  w a v e s  a r o u n d  t h e  E a r t h  a r e  g i v e n  i n  . 
C671 ,  w h e r e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s  w e r e  u s e d  ( E  = 1-1 = 1): 

f o r  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  

f o r  t h e  v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  

Jka 0 

f o r  t h e  h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  

( 7 . 2 . 9 8 )  

( 7 . 2 . 9 9 )  

( 7 . 2 . 1 0 0 )  

Ee = 0; 

3 0 6  
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f o r  t h e  h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  / 3 2 7  

I 

He = 0, 

w h e r e  as  e v e r y w h e r e  a b o v e ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  d i p o l e  moment p 
or m l i e s  i n  t h e  p l a n e  $ = 0 .  The  f u n c t i o n  V ,  w h i c h  e n t e r s  i n t o  

e x p r e s s i o n s  ( 7 . 2 . 9 8 ) ,  ( 7 . 2 . 9 9 )  (damp- 
i n g  c o e f f i c i e n t )  , d e p e n d s  o n  t h r e e  
d i m e n s i o n l e s s  c o o r d i n a t e s  % ,  ~ 1 ,  y2 
a n d  o n  t h e  c o m p l e x  p a r a m e t e r  4 or 4 ' .  
H e r e  h l  i s  t h e  h e i g h t  o f  t h e  p o i n t  o f  
e m i s s i o n ,  h2 i s  t h e  h e i g h t  o f  t h e  
p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n ,  s i s  t h e  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e m ,  d e t e r m i n e d  a c c o r d i n g  t o  
t h e  a r c  o f  t h e  c i r c u m f e r e n c e  o f  t h e  
s p h e r e  ( F i g .  4 0 1 ,  a n d  

kh Ms 
a* M 

9 y=-9 X = -  

F i g .  4 0 .  D e t e r m i n a t i o n  
o f  t h e  F u n c t i o n  V .  4nu) ,  ( 7 . 2 . 1 0 2 )  

v = i M I / e - ~ + i -  4 n a  
0 

( E ,  0 r e p r e s e n t  t h e  p e r m e a b i l i t y  and  t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  s o i l ) ,  / 3 2 8  

w h e r e  M = - - -  - i s  t h e  l a r g e  p a r a m e t e r  o f  t h e  p r o b l e m .  
71a'.i 1 / 3  ka;? 1 / 3  

2 i n  
T h r o u g h  a$: h e r e  w e  d e n o t e  t h e  s o - c a l l e d  e f f e c t i v e  r a d i u s  of t h e  
E a r t h ,  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  v a r i a t i o n  i n  t h e  r e f r a c t i v e  
i n d e x  o f  t h e  E a r t h ' s  a t m o s p h e r e  i n  t h a t  c a s e  when i t  d e p e n d s  l i n e -  
a r l y  o n  a l t i t u d e .  For a u n i f o r m  a t m o s p h e r e ,  a$: = a .  The d a m p i n g  
c o e f f i c i e n t  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  i n t e g r a l ,  

( 7 . 2 . 1 0 3 )  
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w h e r e  j u s t  as b e f o r e ,  r i s  t h e  p r o f i l e  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  c o m p l e x  
i2a 

v a r i a b l e  t f r o m  e 03 t o  0 a n d  f r o m  0 t o  03 ( F i g .  2 2 ) .  For 

Y2 ’ Y1, 

w h e r e  

( 7 . 2 . 1 0 4 )  

( 7 . 2 . 1 0 5 )  

a n d  #(t) i s  t h e  F o k - A i r y  f u n c t i o n .  

F o r m u l a s  ( 7 . 2 . 9 8 )  - ( 7 . 2 . 1 0 1 )  a r e  s u i t a b l e  f o r  c o m p u t a t i o n  i n  
t h e  r e g i o n  of t h e  shadow ( f o r  a l l  0 )  a n d  i n  t h e  r e g i o n  o f  h a l f  
s h a d o w ,  b u t  i n  t h e  i l l u m i n a t e d  r e g i o n  t h e y  g i v e  a c o r r e c t  r e s u l t  
o n l y  f o r  s l i d i n g  i n c i d e n c e  o f  t h e  beam.  

I n  c o n c l u s i o n ,  l e t  u s  c i t e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  f o r  c o m p u t a t i o n  
o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  a s p h e r e  w i t h  f i n i t e  c o n d u c t i v i t  i n  t h e  
case  o f  a p l a n e  wave  i n c i d e n t  o n  t h e  s p h e r e  E, 0 = -8; = .-iXr c o s  e ,  
when t h e  v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  k a  i s  h i g h .  T h e s e  o r m u l a s  f o r  t h e  
d i f f r a c t i o n  f i e l d  n e a r  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r e  a t  s m a l l  d i s t a n c e s  
f r o m  i t  ( i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e )  h a v e  t h e  
f o r m  C671,  

( 7 . 2 . 1 0 6 )  
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w h e r e  t h r o u g h  V I  w e  d e n o t e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  f i e l d  /329 
o f  t h e  i n c i d e n t  p l a n e  wave, d e t e r m i n e d  i n  [ 7 0 ]  i n  t h e  f o r m  o f  a n  
i n t e g r a l ,  

( 7 . 2 . 1 0 7 )  

w h e r e  r i s  t h e  p r o f i l e  j u s t  as i n  ( 7 . 2 . 1 0 3 ) ,  a n d  z = (%) l i 3  

( e  - $) Y Y = (F) k a  - 1 / 3  k ( r  - a ) .  F o r m u l a s  ( 7 . 2 . 1 0 6 )  a r e  a p p l i c a b l e  

i n  t h e  r e g i o n  of  t h e  s h a d o w ,  h a l f - s h a d o w  and i n  t h a t  p a r t  o f  t h e  
i l l u m i n a t e d  r e g i o n  w h e r e  t h e  a n g l e  o f  s l i d e  o f  t h e  i n c i d e n t  wave 
i s  s m a l l .  The  p a r a m e t e r s  q a n d  q '  a r e  d e t e r m i n e d  j u s t  a s  b e f o r e .  

9 3 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave o n  Two S p h e r e s .  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  p e r m e a b i l i t i e s  
E ,  1-1 and a c o n d u c t i v i t y  (5 = 0 ,  l e t  t h e r e  b e  f o u n d  t w o  s p h e r e s  w h i c h  
O c c u p y ,  i n  t h e  s p h e r i c a l  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  r s ,  e s ,  $ s  ( s  = 
2 11, r e g i o n s  o f  s p a c e  r+l 5 a+l a n d  r-1 I_ a-1 ( l o c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  a r e  i n t r o d u c e d  i n  s u c h  a way t h a t  t h e i r  p o l a r  a x e s  c o i n c i d e  
a l s o  f o r  a n y  p o i n t  i n  s p a c e  $ + I  = $-I = $ 1 ,  a n d  l e t  a p l a n e  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  wave ( 1 . 3 . 4 )  b e  i n c i d e n t  on  t h e  s p h e r e ;  t h i s  wave p r o p a g a t e s  
i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i t  v e c t o r  n w h i c h  f o r m s  a n  a r b i t r a r y  a n g l e  
c1 w i t h  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  t h a t  i s  common f o r  t h e  s p h e r e s ,  and  i s  
p o l a r i z e d  i n  s u c h  a way t h a t  i t s  e l e c t r i c  v e c t o r  E o  i s  d i r e c t e d  a t  
a n  a n g l e  f3 t o  t h e  p l a n e  $ =  0 .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s p h e r e s  a r e  i d e n t i c a l  a n d  a r e  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  p e r m e a b i l i t i e s  € 2 ,  1-12 a n d  t h e  c o n d u c t i v i t y  0 2 .  We p o s e  t h e  
p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d ,  s c a t t e r e d  
on  s p h e r e s ,  a n d  a l s o  t h e  f i e l d  w h i c h  a r i s e s  i n s i d e  t h e m  i n  t h e  case 
o f  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  0 2 .  A s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  c o n -  
s i s t s  of i n t e  r a t i n g  t h e  u n i f o r m  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  (1.1.4) 
( P  = 0 ,  J ( e x t 7  = 0 )  u n d e r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.1.5) or ( 1 . 1 . 6 )  
on  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  o f  t h e  s p h e r e s  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n -  /330 
d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  
o f  s c a t t e r i n g  o f  t h e  f i e l d .  I n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  t h e  s o l u t i o n  
t o  p r o b l e m  may b e  r e p r e s e n t e d  by  f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 5 )  t h r o u g h  t h e  
Debye p o t e n t i a l s  u ,  V ,  e a c h  o f  w h i c h  i s  f o u n d  as t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  r e s p e c t i v e  s c a l a r  b o u n d a r y  p r o b l e m  f o r m u l a t e d  f o r  t h e  H e l m h o l t z  
e q u a t i o n  u n d e r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 0 ) ,  ( 1 . 7 . 1 1 1 ,  if  (52 # 
00 or c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  if  ' 52  = 03 , on t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  s p h e r e .  
A s  t h e  b a s i c  r e f e r e n c e  s y s t e m  w e  c a n  t a k e  o n e  o f  t h e  l o c a l  c o o r d i -  
n a t e  s y s t e m s  or t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  r ,  8 ,  4 w i t h  
t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  l y i n g  on t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  
s p h e r e s  midway b e t w e e n  t h e  c e n t e r s  ( F i g .  4 1 ;  + s  - $, s 1). - 

Below i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  p h a s e  c o e f f i c i e n t  (n, r )  o f  t h e  
p l a n e  wave ( 1 . 3 . 4 )  i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i t h  t h e  
o r i g i n  a t  p o i n t  0. 
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For s o l u t i o n  t o  t h e  s c a l a r  b o u n d a r y  r o b l e m s  w e  m u s t  h a v e  
e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  ug a n d  V o  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  s p h e r e  ( S  = 2 1). F o r m u l a s  

1 2  
( 7 . 1 . 1 0 1 ,  ( 7 . 1 . 1 1 1 ,  d e r i v e d  e a r l i e r  
f o r  t h e  f i e l d  o f  t h e  p l a n e  wave 
(1.3.4) p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e  p o l a r  
a x i s  o f  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o -  -- /331 
o r d i n a t e s  and  p o l a r i z e d  s u c h  t h a t  
E o  1 1  p l .  r$ = 0 ,  c a n  n o t  b e  d i r e c t l y  
u s e d  i n  t h i s  case.  They m u s t  b e  
c o n v e r t e d  t o  a s u i t a b l e  f o r m .  Con- 
v e r s i o n  o f  f o r m u l a s  ( 7 . 1 . 1 0 )  a n d  
(7.1.11) c o n s i s t s  o f  r e e x p a n s i o n  
o f  t h e  s e r i e s  i n t o  s p h e r i c a l  wave 
f u n c t i o n s  w r i t t e n  i n  l o c a l  c o o r d i -  

t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  g i v e n  d i -  
r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave 
f r o n t  a n d  i t s  p o l a r i z a t i o n .  F o r  
t h i s  p u r p o s e  we i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  
new l o c a l  s y s t e m s  0; s p h e r i c a l  c o -  
o r d i n a t e s  ri, O S ,  $s  ( r s  = r s ,  S = 
- + 11, i n  w h i c h  t h e  p o l a r  a x e s  a r e  
d i r e c t e d  a l o n g  t h e  v e c t o r  n ( t o  t h e  
s i d e  o f  t h e  wav? p r o p a g a t i o n ) ,  a n d  
a s  t h e  p l a n e s  $s = 0 we t a k e  t h e  
p l a n e s  t h a t  a r e  p a r a l l e l  t o  t h e  

n a t e s  of t h e  S - t h  s p h e r e  ( S  = - + 1) 

? ? 

F i g .  4 1 .  D i f f r a c t i o n  o f  a v e c t o r  E o .  I n  t h e s e  c o o r d i n a t e s ,  
P l a n e  Wave on  Two S p h e r e s .  

( j u s t  a s  b e f o r e ,  h e r e  ro i s  t h e  r a d i u s - v e c t o r  w h i c h  c o n n e c t s  t h e  

p o i n t  O s  w i t h  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz; - 
S ~ O  c o s  a ,  2 0  = 2 / 2 ,  s = 2 1).  
o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  r s ,  O S ,  $i a r e  w r i t t e n  
on  t h e  b a s i s  o f  (7.1.10) and  ( 7 . 1 . 1 1 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

S 
- 

T h e r e f o r e  t g e  p o t e n t i a l s  u a n d  V o  
? 

( 7 . 3 . 2 )  

Hence  we o b t a i n  t h e  unknown e x p a n s i o n s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  u o  a n d  v o  
o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  o f  
t h e  s - t h  s p h e r e  ( i n  t h e  c o o r d i n a t e s  r sy  O s ,  r $ s ;  s = 2 l), i f  we 
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a p p l y  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 3 . 4 . 2 1 1 ,  ( 3 . 4 . 2 2 )  t o  t h e  s p h e r i c a l  

f u n c t i o n s  p h ( c o s  e : )  x ($;I  : 
c o s  
s i n  

( 7 . 3 . 3 )  

( 7 . 3 . 4 )  / 3 3 2  

n C: n 
The q u a n t i t i e s  L m 1 ( $ 3 ,  8 3 y  $ 3 )  a n d  L m 1 ( $ 3 ,  8 3 ,  $ 3 )  a r e  d e t e r m i n e d  

h e r e ,  j u s t  as  i n  ( 3 . 4 . 2 4 )  w i t h  t h e  E u l e r  a n g l e s  $ 3  = ~ / 2  - 6 ,  8 3  = 
a ,  $3  = 3 T / 2 .  

The d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  a r e  s o l v e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  

I d e a l l y  C o n d u c t i n g  S p h e r e s .  I n  t h e  c a s e  o f  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  
s p h e r e s  o n l y  t h e  p o t e n t i a l s  u 1  a n d  V 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  s c a t -  
t e r e d  o n  t h e  s p h e r e s  a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n .  They  a r e  s o u g h t  
i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum,  

u'= us, v '= E v a ,  
S = f l  e=* I 

w h e r e  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  

( 7 . 3 . 5 )  

( 7 . 3 . 6 )  

( 7 . 3 . 7 )  
r ' n=l ni=--n 

w i t h  t h e  s t i l l  u n d e t e r m i n e d  
r e p r e s e n t  a n  e x p a n s i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l s  us a n d  V s  o f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d  p r o d u c e d  b y  t h e  p r e s e n c e  i n  s p a c e  o f  t h e  S - t h  s p h e r e ,  a c c o r d -  
i n g  t o  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  o f  t h i s  s p h e r e .  The  c o e f f i c -  
i e n t s  agn a n d  bg a r e  f o u n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  
o n  t h e  s u r f a c e  o? e a c h  s p h e r e .  I f  w e  i n t r o d u c e  a s u b s t i t u t i o n  o f  
unknowns  a i n  a n d  b i n  b y  t h e  new unknowns Agn  a n d  B g n  a c c o r d i n g  t o  
t h e  f o r m u l a s 3  

c o e f f i c i e n t s  a g n  a n d  bgn ( S  = 2 1) 

The p r i m e  i n  t h e  f u n c t i o n s  $ n ( X )  a n d  Cn(z)  m e a n s  d i f f e r e n t a t i o n  
o v e r  t h e  a r g u m e n t .  
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( 7 . 3 . 8 )  

t h e n  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 3 . 7 . 1 0 )  f o r  t h e  s p h e r i c a l  wave 
f u n c t i o n s  a n d  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 3 1 ,  ( 7 . 3 . 4 )  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  u o ,  U o ,  
f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e  f i n d  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  
e q u a t i o n s  

m 

/ 3 3 3  -, ( 7 . 3 . 9 )  

S S 
f o r  t h e  unknowns  A, ,  a n d  Bm, w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  

i"(2n+ 1) (n +m)! "2 

n(n+ 1) { (n-mm)! I L=- 

( 7 . 3 . 1 3 )  

T h e i r  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  d e t e r m i n a n t s  Am may b e  w r i t t e n  ( f o r  e a c h  
m ,  Iml 2 n )  i n  a f o r m  s i m i l a r  t o  ( 6 . 3 . 2 3 ) :  
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0 

w h e r e  

f o r  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  

( 7 . 3 . 1 6 )  

f o r  s y s t e m  ( 7 . 3 . 1 0 )  ( n ,  q = 1, 2 ,  . . .  , if m = 0 a n d  n ,  q = Iml, 
Im( + 1, ..., if m # 0 ) .  T h e  q u a n t i t i e s  Qmnmq i n  ( 7 . 3 . 1 1 )  a n d  
( 7 . 3 . 1 2 )  a r e  d e t e r m i n e d  j u s t  as  i n  ( 3 . 7 . 1 0 ) .  H e n c e  i t  i s  c l e a r  
t h a t  when kZ + 00 a l l  a n d  t e n d  t o  z e r o ,  a n d  t h e n  t h e  
d e t e r m i n a n t  ( 7 . 3 . 1 4 )  t e n d s  t o  u n i t y .  

B o t h  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 0 )  may b e  w r i t t e n  i n  n o r m a l  
f o r m  

m 

x i + & , x i = f , ;  i = l ,  2, ..., 
/=I 

if w e  s e t  

( 7 . 3 . 1 7 )  

( 7 . 3 . 1 8 )  

313 



( 7 . 3 . 1 9 )  

( 7 . 3 . 2 0  

The m a t r i x  e l e m e n t s  o f  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  h a v e  t h e  
p r o p e r t y  of p a r i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  p a r a m e t e r  m: 

a n d  f o r  e a c h  m f o r m  a c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m  w h i l e  s a t i s f y i n g  
c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 1 9 ) ,  a n d  t h e i r  r i g h t - h a n d  s i d e s  ( 7 . 3 . 1 3 )  a r e  mutu -  
a l l y  r e l a t e d  by  t h e  e x p r e s s i o n s  

a n d  f o r  e a c h  m t h e y  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 ) .  I n  f a c t ,  o n  t h e  
b a s i s  o f  ( 3 . 3 . 2 2 ) ,  

IT (COS e) P,"(COS e). (n - m)! (4 - m)! 
(n + m)! (4 + mN P;;" (COS e) &'"(COS e) = 

T h e r e f o r e ,  a f t e r  f i r s t  s e t t i n g  ml = m 2  = m i n t o  ( 3 . 4 . 1 3 ) ,  a n d  t h e n  
ml = m 2  = -m a n d  c o m p a r i n g  t h e  o b t a i n e d  e x p r e s s i o n s  f o r  nl = n ,  
n 2  = q ,  w e  w i l l  h a v e  t h e  e q u a t i o n ,  
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... .-..... . .. ..,, _-_..._....,,, ,...._. 

o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h ,  f.rom ( 3 . 7 . 1 1 1 ,  w e  o b t a i n  

( 7 . 3 . 2 4 )  

U s i n g  ( 7 . 3 . 2 4 )  f r o m  ( 7 . 3 . 1 1 ) ,  ( 7 . 3 . 1 2 )  w e  a l s o  o b t a i n  f o r m u l a s  
( 7 . 3 . 2 2 ) .  

S 
B a s e d  o n  ( 3 . 4 . 2 4 ) ,  e x p r e s s i o n  ( 7 . 3 . 1 3 )  f o r  f m n  c a n  b e  w r i t t e n  

i n  t h e  f o r m ,  

( 7 . 3 . 2 5 )  

S 
whence  i t  i s  c l e a r  t h a t  w i t h  s u b s t i t u t i o n  i n  fmn o f  t h e  i n d e x  m b y  / 3 3 6  
- m y  e x p r e s s i o n  ( 7 . 3 . 2 5 )  w i l l  v a r y  i n  f i r s t  o r d e r  as  a f u n c t i o n  o f  
t h e  v a r i a t i o n  i n  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 4 . 6 ) ,  ( 3 . 4 . 7 )  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  
g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n  TEk. From t h e  f a c t  t h a t  

t h e r e  f o l l o w s  t h e  e q u a t i o n ,  

n 
w h i c h  means  t h a t  t h e  s u b s t i t u t i o n  i n  t h e  f u n c t i o n  Tmk($3, 8 3 ,  $ 3 )  
o f  t h e  i n d e x  m b y  t h e  i n d e x  -m i s  e q u i v a l e n t  t o  m u l t i p l y i n g  TRn 
($3, 0 3 ,  $ 3 )  b y  t h e  c o e f f i c i e n t  (-l)n+k+m w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  
s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  a r g u m e n t  $ by  - $ 3 ,  a n d  8 3  b y  n - 8 3 .  T h i s  a l s o  
p r o v e s  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  f i r s t  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 7 . 3 . 2 3 ) .  
I n  p r e c i s e l y  t h e  s a m e  way . w e  e s t a b l i s h  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  s e c o n d  
e q u a t i o n  i n  ( 7 . 3 . 2 3 )  a s  w e l l .  

From ( 3 . 4 . 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c -  
n 
m k  t i o n s  T a r e  l i m i t e d  i n  a b s o l u t e  v a l u e  f o r  a l l  n a n d  m, k = - n ,  

..., n ,  a n d  ITmkl L 1. 

( 7 . 3 . 2 5 )  w e  w i l l  f i n d  t h e  i n e q u a l i t y  

n T h e r e f o r e ,  f o r  a l l  v a l u e s  o f  m(lml n )  i n  

( 7 . 3 . 2 6 )  
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w h e r e  0 < g < 1. I n e q u a l i t y  ( 7 . 3 . 2 6 )  m e a n s  t h a t  t h e  r i g h t - h a n d  
s i d e s  of s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 )  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 )  f o r  a n y  v a l u e  
o f  m < l m l  n ) .  T h i s  s t a t e m e n t  i s  e x p a n d e d  a l s o  t o  t h e  r i g h t - h a n d  
s i d e s  o f  s y s t e m  ( 7 . 3 . 1 0 )  

The  p r o p e r t y  o f  p a r i t y  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  of s y s t e m s  
( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  r e l a t i v e  t o  t h e  i n d e x  m a n d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
s a t i s f y i n g  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 )  for t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s -  
t e m s ,  r e g a r d l e s s  of t h e  s i g n  o f  m y  p e r m i t s  i n  s t u d y i n g  t h e  s y s t e m  
for s o l v a b i l i t y  t o  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  l o o k i n g  o n l y  a t  t h e  case  
of p o s i t i v e  v a l u e s  o f  m .  

L e t  m 1 0 .  L e t  u s  s e t  i n t o  ( 3 . 4 . 1 3 )  m l  = m 2  = m y  nl  = n ,  n2  = 
q a n d  m u l t i p l y  b o t h  p a r t s  o f  ( 3 . 4 . 1 3 )  b y  P 0 ( c o s 8 ) s i n 8 d e .  Then 
a f t e r  i n t e g r a t i n g  t h e m  o v e r  8 from 0 t o  TI u s i n g  t h e  c o m p u t a t i o n s  
i n  ( 3 . 3 . 3 4 )  w e  f i n d  t h a t  

( 7 . 3 . 2 7 )  

U s i n g  ( 7 . 3 . 2 7 )  for c o m p u t i n g  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  q u a n t i t y  
Qmnmq f r o m  ( 7 . 3 . 1 1 1 ,  ( 7 . 3 . 1 2 )  a n d  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  

w e  f i n d  t h e  i n e q u a l i t y ,  

( 7 . 3 . 2 8 )  

/ 3 3 7  

( 7 . 3 . 2 9 )  

o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  w e  f i n d  i n  t u r n  t h e  i n e q u a l i t y  f o r  t h e  m a t r i x  

o f  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 )  (-s ,s 1 
mnq 

e l e m e n t s  c1 

( 7 . 3 . 3 0 )  

A s i m i l a r  t y p e  o f  i n e q u a l i t y  i s  a l s o  o b t a i n e d  f o r  t h e  m a t r i x  e l e -  
m e n t s  o f ' s y s t e m  ( 7 . 3 . 1 0 ) .  U s i n g  f o r m u l a s  ( 3 . 5 . 5 1 ,  ( 6 . 3 . 2 4 1 ,  a p p l i e d  
t o  ( 7 . 3 . 3 0 )  on t h e  b a s i s  o f  d i s c u s s i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  c i t e d ,  
for e x a m p l e  i n  C841,  [ 9 7 1 ,  w e  come t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  

( 7 . 3 . 3 1 )  
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€or  e a c h  m 1 0 ( m  F n, 4). S i n c e  

( 7 . 3 . 3 2 )  

u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  2 > a+l + a- l  ( t h e  s p h e r e s  d o  n o t  t o u c h ) ,  
i t  f o l l o w s  t h e n  t h a t  t h e  a r g u m e n t  g i v e n  a b o v e  i s  v a l i d ,  ; . e . ,  t h a t  
s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 )  p o s s e s s e s  a c o m p l e t e l y  c o n t i n u o u s  f o r m .  T h i s  a l s o ,  
t o  a n  e q u a l  d e g r e e ,  p e r t a i n s  t o  s y s t e m  ( 7 . 3 . 1 0 ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  
G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  on  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  i s  
a l s o  a p p l i c a b l e  t o  t h i s  c a s e .  We c a n  show t h a t  t h e  u n i f o r m  s y s t e m s  
w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  h e t e r o g e n e o u s  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  
h a v e  no  n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n s .  I n  f a c t ,  w e  c a n  l o o k ,  f o r  e x a m p l e ,  
a t  t h e  u n i f o r m  s y s t e m ,  

( 7 . 3 . 3 3 )  
s =  * 1, n = m ,  m - t  1, ..., 

S 
w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  h e t e r o g e n e o u s  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 1 ,  w h e r e  amn 
i s  c o u p l e d  w i t h  Amn b y  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 8 ) .  S y s t e m  ( 7 . 3 . 3 3 )  c o r r e s -  

p o n d s  t o  t h e  i n t e r n a l  b o u n d a r y  p r o b l e m  on  s e e k i n g  t h e  p o t e n t i a l  u l ,  
t h a t  s a t i s f i e s  t h e  h o m o g e n e o u s  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  t h e  z e r o  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  of e a c h  s p h e r e ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  / 3 3 8  
r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  By v i r t u e  o f  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  
t o  s u c h  a p r o b l e m  t h e  f u n c t i o n  u 1  m u s t  b e ,  a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  
r e g i o n  b e i n g  s t u d i e d ,  i d e n t i c a l l y  z e r o  a n d  t h e r e f o r e  f r o m  ( 7 . 3 . 5 )  
w e  f i n d  

S 

s=* I n=1 m=-n 

I n  t h e  c o o r d i n a t e s ,  f o r  e x a m p l e  o f  t h e  S - t h  s p h e r e ,  t h i s  e x p r e s s i o n  
may b e  w r i t t e n  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 )  i n  t h e  f o r m ,  

m n  

( i n  t h e  r e g i o n ,  f o r  w h i c h  > r s ) ,  whence  

( 7 . 3 . 3 4 )  
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or, if w e  t a k e  ( 7 . 3 . 3 3 )  i n t o  a c c o u n t ,  

w h i c h  i s  p o s s i b l e  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 1 . 3 0 )  o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  

t h a t  amn E 0 .  

u n i f o r m  s y s t e m  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  h e t e r o g e n e o u s  ( 7 . 3 . 1 0 )  h a s  
o n l y  t r i v a l  s o l u t i o n s .  C o n s e q u e n t l y ,  f o r  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  
t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  i s  v a l i d ,  a n d  for e a c h  
m ( l m 1  f n> s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  h a v e  u n i q u e  s o l u t i o n s  (As 1 
{ B s  1 w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n s  

S I n  p r e c i s e l y  t h e  same m a n n e r  w e  c a n  show t h a t  t h e  

m n  n y  
m n  n 

W m l  

( 7 . 3 . 3 5 )  

( 7 . 3 . 3 6 )  

(-s,s) U s i n g  i n e q u a l i t y  ( 7 . 3 . 3 1 )  a n d  t h e  s i m i l a r  i n e q u a l i t y  f o r  f3 

w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  a r e  i n  t h e  g e n e r a l  / 3 3 9  
case  q u a s i - r e g u l a r  a n d  c o n v e r t  t o  r e g u l a r  s y s t e m s  i n  p r o p o r t i o n  t o  
t h e  i n c r e a s e  i n  kZ ( f o r  t h e  g i v e n  k a s ,  s = 2 1). 

mnq 

S By d i s c o v e r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  A a n d  B:n t h e  m a t h e m a t i c a l  

p r o b l e m  f o r  t h e  Debye  p o t e n t i a l s  u 1  a n d  v 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e s  i s  c o m p l e t e l y  s o l v e d ,  s i n c e  b y  u s i n g  t h e  
i n e q u a l i t i e s  ( 7 . 3 . 3 5 1 ,  ( 7 . 3 . 3 6 )  g i v e n  a b o v e  a n d  t h e  a s y m p t o t i c  
f o r m u l a s  for t h e  a d j o i n t  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  a n d  t h e  s p h e r i c a l  
B e s s e l  f u n c t i o n s  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h e  e x i s t e n c e  o f  a s o l u t i o n  i n  
t h e  f o r m  o f  ( 7 . 3 . 5 )  a t  a n y  p o i n t  o f  t h e  e x a m i n e d  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  
s p h e r e s  (r, > a s ,  s = 2 1). The c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  El, H1 s c a t t e r e d  on  t h e  s p h e r e s  a r e  f o u n d  from f o r m u l a s  
( 1 . 6 . 1 5 )  w r i t t e n  i n  o n e  o f  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w h e r e  
o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 3 . 8 )  t h e  p o t e n t i a l s  of t h e  s t r a y  f i e l d  w i l l  

m n  

h a v e  t h e  f o r m  

X 
(n - m)! 

*I m=-n s=+l 

X A;,, gn (kr,) e (cos e,) elmcp, 
' a  ( 7 . 3 . 3 7 )  
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The p o t e n t i a l s  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  ( u  = u 0  + u l ,  2, = V o  + V') a t  
t h e  p o i n t s  f o r  w h i c h  
c a n  b e  w r i t t e n  i n  c o o r d i n a t e s  of  t h e  s - t h e  s p h e r e  i n  t h e  f o r m ,  

> r S ,  by u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 1 ,  

( 7 . 3 . 3 8 )  

/340  [ h e r e  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c o e f f i c i e n t s -  

a a n d  a-' a n d  bmn,  e x p r e s s e d  by  e q u a t i o n s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 1 1 .  

T h e r e f o r e ,  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 1 . 8 )  a n d  f o r m u l a s  (1.6.15), w r i t t e n  
i n  l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  s p h e r e ,  as  w e l l  a s  
( 7 . 1 . 3 0 ) ,  ( 7 . 3 . 3 8 )  t h e  l a w  g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  of  
t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  s p h e r e  w i l l  b e  
g i v e n  by  t h e  e x p r e s s i o n s  , 

S S - S  

m n  my29 b m n  

( 7 . 3 . 3 9 )  

w h e r e  t h r o u g h  j e s ,  j m s  w e  d e n o t e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  j e s  
a n d  j m s  ( j s  = j e s  + j m s )  o f  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  
i n d u c e ? ,  r e s p e c t i v e l y ,  b y  t h e  e l e c t r i c  ( u )  a n d  t h e  m a g n e t i c  ( V I  
f i e l d s ;  t h e n  o n  t h e  S - t h  s p h e r e  

E me 
4n k2ua 

j,"* 
n=l m=-n 

d 
X Bf#n - P," (COS e,) e'mcp , 

d e.¶ 

3 1 9  
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( 7 . 3 . 4 0 )  

I n  t h e  wave b a n d  for w h i c h  a p p r o x i m a t e l y  rs = r - s z 0 c o s 9 ,  9, = 8 / 3 4 1  
(2 < <  r), t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  a r e  g i v e n  by t h e  a p -  
p r o x i m a t e  e q u a t i o n s  

- 
EA = H i  = E -  A @ ,  cp), 

E kr 

w h e r e  

A ( ~ ,  e)= --i ( - i p e f m w  x 
n.m 

F l t l  ' 
m 4- sin 8 

4 s k 4  cos 0 + i, [ P,"' (cos 6) + iskf, sin 8 %(cos e) b& e I 9 

( 7 . 3 . 4 1 )  

( 7 . 3 . 4 2 )  

( 7 . 3 . 4 3 )  

J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  o n e  s p h e r e ,  a f i e l d  s c a t t e r e d  o n  two s p h e r e s  
i n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave b a n d  h a s  no c o m p o n e n t s  i n  t h e  d i r e c t i o n  
of  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  p l a n e  w a v e ,  b u t  o n l y  h a s  t r a n s v e r s e  
c o m p o n e n t s .  

3 2 0  



F r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 7 . 3 . 4 1 )  it i s  o b v i o u s  t h a t  when c1 # 0 
a n d  a # IT t h e r e  g e n e r a l l y  e x i s t  no s u c h  d i r e c t i o n s  i n  w h i c h  t h e  
s t r a y  f i e l d  would  b e  l i n e a r l y  p o l a r i z e d .  When a = 0 o r  c1 = 71, i . e . ,  
i n  t h e  c a s e  when t h e  p l a n e  wave i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  
s y m m e t r y  w h i c h  i s  common for t h e  s p h e r e s ,  i n  t h e  p o s i t i v e  or n e g a -  
t i v e  d i r e c t i o n s  o f  t h e  Oz a x i s ,  we c a n  show t h e  d i r e c t i o n s  w h i c h  
d e p e n d  on t h e  p a r a m e t e r  6 ,  i n  w h i c h  t h e  s t r a y  f i e l d  ( 7 . 3 . 4 1 )  i s  
f o u n d  t o  b e  l i n e a r l y  p o l a r i z e d .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  c1 = 0 .  T h e n ,  
as f o l l o w s  f r o m  ( 3 . 4 . 1 0 )  a n d  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 3 . 4 . 2 4 1 ,  w e  f i n d  t h a t  

1 + ,ill , L;? = e-"/2i, L I _ " ~ , ~  = - 2i (n- l ) !  ( 7 . 3 . 4 4 )  / 3 4 2  

o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  f r o m  ( 7 . 3 . 1 3 )  w e  f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

( 7 . 3 . 4 5 )  

I f  we t a k e  ( 7 . 3 . 1 5 )  i n t o  a c c o u n t  t h e n  b y  u s i n g  ( 7 . 3 . 4 5 )  we - 

f i n d  t h a t  when c1 = 0 all c o e f f i c i e n t s  A S  a n d  B g n  w i t h  t h e  i n d e x  
. .  m n  
Iml > 1, m = 0 a r e  f o u n d  t o  b e  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  

T h e r e f o r e ,  i n  s u c h  c a s e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  ( 7 . 3 . 4 2 ) ,  ( 7 . 3 . 4 3 )  
may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

w h e r e  

( 7 . 3 . 4 6 )  

( 7 . 3 . 4 7 )  

n= I s=* 1 
I 

-iskI. c o i  8 + i [z, (cos e) + isklo sin2 On, (cos e)] &;,I e 

3 2 1  



Hence  it i s  c l e a r  t h a t  i n  t h e  d i r e c t i o n s  l y i n g  i n  t h e  p l a n e s  p a r a l -  
l e l  t o  t h e  p l a n e  4 - B = 0 ( 0  - B = m )  or t h e  p l a n e  0 - 6 = m/2 
( 4  - = 3 ~ / 2 ) ¶  t h e  s t r a y  f i e l d  i s  l i n e a r l y  p o l a r i z e d ,  w h e r e a s  i n  
a l l  o t h e r  d i r e c t i o n s  i t  w i l l  b e  e l l i p t i c a l l y  p o l a r i z e d .  The  r e s u l t s  
a r e  s i m i l a r  i n  n a t u r e  a l s o  i n  t h e  case when a = T.  

F o r  t h e  p a r t i c u l a r  case  u n d e r  s t u d y  t h e  v a l u e  o f  t h e  s c a t t e r i n g  
c r o s s  s e c t i o n  i n  t h e  d i r e c t i o n  0 ,  4 ,  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  
( 1 . 4 . 5 ) ¶  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 3 . 4 1 1 ,  ( 7 . 3 . 4 6 ) ,  ( 7 . 3 . 4 7 )  w i l l  b e  

( 7 . 3 . 4 8 )  

a n d  i n  t h e  d i r e c t i o n s  8 ,  4 = B a n d  8 ,  4 = n/2 + 6, 

r e s p e c t i v e l y .  The  b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  ( i n  t h e  d i r e c t i o n  /34:  
t o  t h e  s o u r c e )  i s  f o u n d  f r o m  ( 7 . 3 . 4 8 )  when 8 = T a n d  4 = 0 a n d  i s  
f o u n d  t o  b e  e q u a l  t o  

o r  

s i n c e  on  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 1 . 2 4 )  

n=I s=*I 

( 7 . 3 . 4 9  

( 7 . 3 . 5 0 )  

T h u s ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h e  two 
s p h e r e s  i n  t h e  ca se  when t h e  p l a n e  wave i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  
a x i s  o f  s y m m e t r y  w h i c h  i s  common t o  t h e  s p h e r e s ,  i s  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  a n g l e  6, w h i c h  f o r m s  t h e  v e c t o r  E o  w i t h  t h e  p l a n e  4 = 0 .  T h i s  
i s  n a t u r a l  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  b a r r i e r  r e l a t i v e  
t o  t h e  d i r e c t i o n  of  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  wave .  When = 0 ,  t h e  r a d a r  
c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h i s  case  i s  a l s o  f o u n d  f r o m  f o r m u l a  ( 7 . 3 . 4 9 ) .  

A c c o r d i n g  t o  t h e  d e f i n i t i o n ,  t h e  c o m p l e t e  s c a t t e r i n g  c r o s s  
s e c t i o n  i s  f o u n d  f r o m  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 7 1 ,  w h i c h  h a s  t h e  f o r m  
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( 7 . 3 . 5 1 )  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d  j u s t  as  i n  ( 7 . 3 . 4 7 ) .  

I n  t h e  g e n e r a l  case ,  f o r  w h i c h  ci # 0 o r  a # 71 for c o m p u t a t i o n  
o f  t h e  s c a t t e r i n g  cross s e c t i o n s  w e  f i n d  f o r m u l a s  o f  a more c o m p l e x  
t y p e .  T h u s ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  i n  t h e  d i r e c -  
t i o n  8 ,  $I i s  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

( 7 . 3 . 5 2 )  

i n  w h i c h  A ( 8 ,  $ 1  a n d  A : " ( 8 ,  $ 1  a r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  g i v e n  b y  
e x p r e s s i o n s  ( 7 . 3 . 4 2 )  ( 7 . 3 . 4 3 ) .  I n  t h e  d i r e c t i o n  t o  t h e  s o u r c e ,  
when 9 = IT - a ,  a n d  $ = 0 ,  f r o m  ( 7 . 3 . 5 2 )  w e  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n .  H e r e  w e  w i l l  h a v e  

X { [Pn"(cosa) + i s k f o s i n a ~ ( c o s a ) ] d ~ ~ +  
s==* I 

+ lskfo sin a P," (cos a)]  pk,,] ebkro 'Os a , 

( 7 . 3 . 5 3 )  

( 7 . 3 . 5 4 )  

S S S S w h e r e  a and  P m n ,  c o u p l e d  w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  a a n d  bmn b y  t h e  

r e l a t i o n s h i p s  , 
m n  m n  

/ 3 4 4  

a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g l e  6 .  I n  t h e  c a s e  i f  t h e  wave i s  p r o p a g a t e d  
i n  a d i r e c t i o n  w h i c h  f o r m s  a r i g h t  a n g l e  w i t h  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  
of t h e  s p h e r e s  ( a  = . r r /2 ) ,  8 = c1 =  IT/^ a n d  9 = 0 ,  t h e n  for t h e  b a c k  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  w e  f i n d  i n s t e a d  o f  ( 7 . 3 . 5 3 1 ,  ( 7 . 3 . 5 4 )  t h e  
e x p r e s s i o n s  

3 2 3  



(7.3.55) 

( 7 . 3 . 5 6 )  

L e t  e b e  t h e  u n i t  v e c t o r  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  o l a r i z a t i o n  o f  / 3 4 5  
t h e  e l e c t r i c  f i e l d  o f  t h e  i n c i d e n t  wave ( E o  = eEeiE(nr)). T h e n ,  
b y  d e f i n i t i o n ,  i n  t h e  c a s e  i f  t h e  t r a n s m i t t i n g  a n d  t h e  r e c e i v i n g  
a n t e n n a s  h a v e  a n  i d e n t i c a l  l i n e a r  p o l a r i z a t i o n ,  t h e  r a d a r  c r o s s  
s e c t i o n  o f  t h e  b a r r i e r  f r o m  t h e  two  s p h e r e s  may b e  f o u n d  f r o m  t h e  
f o r m u l a ,  

o r  

( 7 . 3 . 5 7 )  

( 7 . 3 . 5 8 )  

w h e r e  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  

e = e, I, + e ,  i o  + e, i ,, 
e, = cos f3 cos a cos cp sin 8 + sin f3 sin 8 sin cp + 

-t cos f3 cos 8 sin a, 

e, =cosf3cosacoscpcosw+-ccosOsin~sincp- 

-cos f3 sin a sin 8, 
e,,, = - cos cos a sin q + sin $ cos cp 

( 7 . 3 . 5 9 )  

a n d  w h e r e  0 ,  $I a r e  t a k e n  i n  t h e  d i r e c t i o n  t o  t h e  s o u r c e  ( 0  = m - a ,  
$I = 0 ) .  S i n c e  when r + 00 t h e  s c a l a r  p r o d u c t  (Elel = E 4 e 4  t E i e O ,  
t h e n  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  

1 

=n-u cos A (0, cp)  - sin f3 A* (e, cp) 1, 
CP'O 

I n  p a r t i c u l a r ,  i f  6 = 0 ,  t h e n  

( 7 . 3 . 6 0 )  
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w h e r e  

If B = 7r/2, t h e n  

w h e r e  

x I] { [e' (cos a) + iskt, P? (cos a) sin a] a f  $. 
P * l  ' 

tskl, cos a 

sin a 

x (mp,"(0)~Rn+i[pnm'(O)+iskfoP~(O)]~~). 
S = f l  

With  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  f i r s t  

f e w  c o e f f i c i e n t s  A k l  a n d  Bkl may b e  f o u n d  (for e a c h  m) w i t h  a g i v e n  

d e g r e e  o f  a c c u r a c y  o f  c o m p u t a t i o n  b y  c o m p a r i n g  t h e  s u c c e s s i v e  s o l u -  
t i o n s  t o  t h e  f i n i t e  s y s t e m s  o b t a i n e d  f r o m  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  
t h e i r  t r u n c a t i o n .  A s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  N i t  i s  f e a s i b l e  t o  t a k e  
a number  o f  t h e  s a m e  o r d e r  as  ka, w h e r e  a = max {as]; a-1, a+l # 

0 .  I n  t h i s  ca se  n a n d  q a s s u m e  v a l u e s  o f  1, 2 ,  ..., N. 

m n  m n  

s=+1 

The t r u n c a t e d  s y s t e m s ' h a v e  t h e  f o r m ,  

q=lml 

N 

( 7 . 3 . 6 1 )  

( 7 . 3 . 6 2 )  

3 2 5  
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i n  w h i c h  m i s  f i x e d  a n d  Iml  L n = 1, 2 ,  ..., N. I n  n o r m a l  f o r m  
[ s e e  ( 7 . 3 . 1 7 1 1  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

2N 

i= I ( 7 . 3 . 6 3 )  

( - 8 , s )  ( - s , s )  and A S  S 
m n  9 Bmn 9 

w h e r e  c a n d  xi, fi a r e  c o u p l e d  w i t h  ci ij m n q  % 9 B m n q  
S S b y  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 1 8 ) - ( 7 . 3 . 2 1 ) .  H e n c e  i t  i s  c l e a r  t h a t  i n  f m n '  ' m n  

t h e  case when m = 0 o r  / m l  = 1, s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  / 3 4 ' ,  

Amn and  B S  

w i t h  2N unknows A'' or B-  m n  m n  ( A m n  m n  
If [mi = p 2 2 ,  t h e n  s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  A 

l e a d s  t o  a s o l u t i o n  o f  s y s t e m s  o f  2(N - p + 1) l i n e a r  e q u a t i o n s  

w i t h  2(N - p + 1) unknowns  Ai: or B f l  

t h a t  i n  e a c h  s p e c i f i c  p r o b l e m  f o r  f i n d i n g  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t e  

v a l u e s  o f  t h e  unknowns  A . . . , n ;  w i t h  n 1 , 2 ,  

..., N )  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s o l v e  2N + 1 s y s t e m s  s u c h  a s  ( 7 . 3 . 6 3 ) ,  
whose  o r d e r  d e c r e a s e s  f r o m  t h e  2 N - t h  w i t h  v a l u e s  of m = 0 o r  Iml = 
1 t o  t h e  s e c o n d  when Iml = N .  

-= 

S l e a d s  t o  a s o l u t i o n  o f  s y s t e m s  o f  2N l i n e a r  e q u a t i o n s  

= O when Iml  > n ;  s = 2 1). 
m n  

= BS 
fl 

and B" m n  m n  

i n  w h i c h  n p .  I t  i s  o b v i o u s  m n  ' 

fl f1 
m n  a n d  Bmn ( m  = - n ,  

The o r d e r  o f  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 1 1 ,  ( 7 . 3 . 6 2 )  ( a n d  c o n s e q u e n t l y  
( 7 . 3 . 6 3 )  as  w e l l )  may b e  r e d u c e d  two t i m e s ,  i f  w e  e x c l u d e  f r o m  

( 7 . 3 . 6 1 )  Amn or A - l  a n d  f r o m  ( 7 . 3 . 6 2 )  B f l  o r  B - l .  A s  a r e s u l t  i n -  m n  m n  m n  
s t e a d  o f  o n e  s y s t e m  of 2 ( N  - p + 1) e q u a t i o n s  w i t h  2 ( N  - p + 1) 
unknowns (when Iml = p 2 2 )  or a s y s t e m  of 2N unknowns  (when Iml = 

0 ,  1) c o m p u t a t i o n  o f  t h e  unknowns A and Bmn i s  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  

two m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  o f  ( N  - p + 1) e q u a t i o n s  w i t h  ( N  - 
p + 1) unknowns (when Iml = p 2 2 )  or s y s t e m s  o f  N e q u a t i o n s  w i t h  
N unknowns (when Iml  = 0 ,  11, h a v i n g  t h e  f o r m ,  

+ 1  

S S 

m n  

N 

ykn + cS,nqyh = FL, ( 7 . 3 . 6 4 )  
q=imi 

( s  = 2 1; n ,  q = Iml , Iml + 1, ..., N ,  i f  m # 0 a n d  n ,  q = 1, 2 ,  ..., N ,  i f  m O ) ,  w h e r e  
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i- 

(--SA - (-5.5) s (--S.S) - (-s,%) s 
Cmnq - UW , qmn = fL, y;,, = A&, o r  Cmnq - pmnq , 'qmn = &n, y L =  B L  r e s p e c -  

t i v e l y .  However c o n v e r s i o n  t o  t h e  s y s t e m s  i n  ( 7 . 3 . 6 4 )  i n v o l v e s  
s u b s t a n t i a l  c o m p l i c a t i o n  o f  t h e  s t r u c t u r e  of  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  
a n d  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  of  t h e  s y s t e m s ,  t h u s  l e a d i n g  t o  a d d i t i o n a l  
d i f f i c u l t i e s  i n  c o m p u t i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  

The  number  of e q u a t i o n s  i n  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s  may b e  r e d u c e d  
by  t w o  t i m e s  ( w i t h  r e t e n t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  v a l u e  o f  N ,  t h e  o r d e r  
o f  t r u n c a t i o n )  w i t h o u t  c o m p l i c a t i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  for t h e  m a t r i x  
e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m s  a n d  t h e i r  r i g h t - h a n d  s i d e s  i n  t h e  c a s e  when 
t h e  d i f f r a c t i n g  s p h e r e s  h a v e  e q u a l  r a d i i .  Then  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  / 3 4 8  
o f  t h e  s y s t e m  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

I n  f a c t ,  t h e  f u n c t i o n  P a ( c o s  w h i c h  a p p e a r s  i n  Qmnmq i s  e q u a l  
t o  u n i t y  when 0-l,tl = 0 ,  a n d  when 8 + 1 , - 1  = 71 i t  i s  e q u a l  t o  (-l)o, 
w h e r e  0 h a s  t h e  same p a r i t y  as  t h e  sum n + q ,  s i n c e  t h e  C l e b s c h -  
G o r d a n  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o e f -  
f i c i e n t s  b i q m n m ) [ s e e  ( 3 . 4 . 1 5 ) ]  a r e  n o n - z e r o  o n l y  f o r  t h o s e  v a l u e s  
of  n ,  q ,  a ,  whose  sum n + q + o i s  e v e n .  T h e r e f o r e ,  

( 7 . 3 . 6 6 )  

On t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 3 . 6 6 1 ,  from ( 7 . 3 . 1 1 ) ,  ( 7 . 3 . 1 2 )  w e  a l s o  o b t a i n  
when a ,  = a ( S  = 21) t h e  r e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 3 . 6 5 ) .  A p p l y i n g  ( 7 . 3 . 6 5 ) ,  
f o r  e x a m p l e ,  t o  s y s t e m  ( 7 . 3 . 6 1 )  w e  o b t a i n  

N' 

q=lmi 

N ( 7 . 3 . 6 7 )  

whence  b y  d i v i d i n g  b o t h  s i d e s  o f  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  b y  ( - 1 ) n  a n d  
s u b s e q u e n t  t e r m - b y - t e r m  a d d i t i o n  a n d  s u b t r a c t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  
w e  o b t a i n  t w o  s y s t e m s .  

( 7 . 3 . 6 8 )  

( 7 . 3 . 6 9 )  
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( 7 . 3 . 7 0 )  

a n d  w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  

E a c h  o f  t h e  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 8 1 ,  ( 7 . 3 . 6 9 )  i s  s o l v e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  
t h e  o t h e r  a n d  i s  a s y s t e m  o f  N-th o r d e r  w i t h  v a l u e s  o f  Iml = 0 ,  1 
a n d  a s y s t e m  o f  (N - p + l ) - t h  o r d e r  w i t h  v a l u e s  o f  Iml = p 2 2 .  

The c o n v e r s i o n  o f  t h e  s y s t e m  ( 7 . 3 . 6 1 )  t o  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 8 1 ,  / 3 4 9  
( 7 . 3 . 6 9 1 ,  c a r r i e d  o u t  a b o v e ,  by  r e d u c i n g  t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m ,  
d o e s  n o t  l e a d  t o  a n y  c o m p l i c a t i o n  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  t h e  
r i g h t - h a n d  p a r t s .  

I n  a s i m i l a r  m a n n e r ,  f r o m  ( 7 . 3 . 6 2 )  when a s  = a ( S  = 2 1) w e  
o b t a i n  t h e  s y s t e m s ,  

N 

( 7 . 3 . 7 2 )  

- 1  + I  
f o r  t h e  unknowns  Bmn a n d  B,,, i n  w h i c h  

( 7 . 3 . 7 4 )  

( 7 . 3 . 7 5 )  

T h r o u g h  t h e  s o l u t i o n s  t o  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 8 )  - ( 7 . 3 . 7 5 1 ,  t h e  a p p r o x i m a t e  
v a l u e s  o f  t h e  unknowns  A ; ,  a n d  B;, a r e  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a s ,  

( 7 . 3 . 7 6 )  

The i n f i n i t e  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  a n d  t h e  f i n i t e  ( t r u n c a t e d )  
s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 1 1 ,  ( 7 . 3 . 6 2 )  o b t a i n e d  f r o m  them a r e  s i m p l i f i e d  s u b -  
s t a n t i a l l y  i n  t h a t  p a r t i c u l a r  case  when t h e  p l a n e  wave w h i c h  i s  
i n c i d e n t  o n  t h e  d i f f r a c t i n g  s p h e r e s  i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  Uz a x i s ,  

/ 
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i . e . ,  when e i t h e r  a = 0 o r  a = IT. I n  t h i s  c a se ,  a s  notr:ri i j ~ : f ' , f . f : ,  
S S a l l  v a l u e s  o f  Amn a n d  B 

m o r e ,  for e x a m p l e  when a = 0 ,  b e t w e e n  A 

- - y ! B  B l n ,  d u e  t o  w h i c h  t h e  r e l a t i o n s h i p  A -1 ,n Ins B - l , n  
t r u n c a t e d  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 6 1 1 ,  ( 7 . 3 . 6 2 )  ( a n d  when as = a ,  s = 1 s y s -  

t e m s  ( 7 . 3 . 6 8 )  - ( 7 . 3 . 7 8 )  as  w e l l )  s h o u l d  b e  s o l v e d  o n l y  w i t h  p o s i -  
t i v e  v a l u e s  of t h e  i n d e x  m = 1. H e r e  i n  t h e  s y s t e m s  

a r e  e q u a l  to z e r o  when Iml # 1. Fuu%t:tlf:r.- 
S S m n  

and B,l ,n w e  f i n d  t h e  
S S = - e 2 i B  A' S 

( 7 . 3 . 7 7 )  

Now l e t  u s  n o t e  t h e  f o l l o w i n g .  We s h a l l  s o l v e  t h e  p r o b l e m  / 3 5 0  
b y  t h e  m e t h o d  o f  p e r t u r b u a t i o n s .  Then 

m m 

( 7 . 3 . 7 8 )  

w h e r e  t h r o u g h  SUP a n d  svp w e  d e n o t e  t h e  Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d  o f  p - t h  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  e x c i t e d  by  t h e  s - t h  
s p h e r e  b y  t h e  e f f e c t  o n  i t  o f  t h e  wave of ( p  - 1 ) - t h  o r d e r  o f  s c a t -  
t e r i n g ,  coming  f r o m  t h e  - s - t h  s p h e r e .  If we s e e k  them i n  t h e  f o r m  
of s e r i e s  of s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  
of r a d i a t i o n  o f  i n f i n i t y ,  

( 7 . 3 . 7 9 )  

t h e n  

s=* I s=* I 
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w h e r e  

( 7 . 3 . 8 0  

The  c o e f f i c i e n t s  ' A p  a n d  ' B P  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  s e r i e s  ( 7 . 3 . 8 0 )  / 3 5 1  

( t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  p - t h  o r d e r )  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  c o ? d i t i o n s ,  

m n  mn 

[rs(suP$-~uP--1)].=0, ra=a , ,  s =  f 1, 

s u p  + -s,@--l= 0; f ,  =a,, s = & 1, 

a 

( 7 . 3 . 8 1 )  

whence  b y  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 1 ,  f o r  t h e m  w e  f i n d  t h e  
r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  , 

m 
1 ( 4 , s )  --s p-I ,  'A$,, = - am A, p >/ 2, 
4 

( 7 . 3 . 8 2 )  

( 7 . 3 . 8 3 )  

( n ,  q = I m l ,  Iml  + 1, ..., i f  m # 0 ,  a n d  n ,  q = 1, 2 ,  ..., i f  m = 

0 a n d  s = 2 11, i n  w h i c h  c1 
( - S , S )  ( - S , S )  s S 

mno a n d  +mn a r e  t h e  same 
3 'mna 3 f m n  

as  i n  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 ) .  R e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 3 . 8 2 1 ,  ( 7 . 3 . 8 3 )  p e r m i t ,  
as u s u a l ,  c o m p u t i n g  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  of  p - t h  o r d e r  t h r o u g h  
t h e  p r e c e d i n g  o n e s  a n d  f i n a l l y  t h r o u g h  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  
of f i r s t  o r d e r  ( ? . e . ,  t h r o u g h  t h e  f r e e  t e r m s  f S  
( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 ) ,  r e s p e c t i v e l y ) .  

a n d  $in of  s y s t e m s  m n  
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If w e  a p p l y  t o  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s -  
s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  ( f o r m a l l y )  a f t e r  t a k i n g  a s  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i -  

m a t i o r s I h e  v a l u e s  A S = 0 ,  t h e i r  d o m i n a n t  s o l u t i o n s  w i l l  - S 
- 0 ,  B m n ,  o mn, 0 

b e  d e s c r i b e d  b y  t h e  f o r m u l a s ,  
W 

A:,, = lim A&t.= *A;,, . 
t - m  

p= I 

m 

B L  =.: lim BLn,t = 'BE,,., 
t -  w 

p=l 

s i n c e ,  f o r  e x a m p l e  f r o m  ( 7 . 3 . 9 1 ,  we o b t a i n  

( 7 . 3 . 8 4 )  

( 7 . 3 . 8 5 )  / 3 5 2  

m 
1 (-s SI A L , t  = A L , ,  - Lami (%&I I t :*2, 

B 

. . . . . . . . . . . . . . .  
S w h e r e  A = 'At . Hence  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  t o  s y s -  

t e m s  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 0 )  a r e  t h e  v a l u e s  o f  Amn a n d  Bmn w h i c h  r e p r e -  

s e n t  t h e  sums o f  a l l  r e s p e c t i v e  s u c c e s s i v e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  d i f -  
f r a c t i o n  s e r i e s  d e t e r m i n i n g  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  
o f  a l l  s u c c e s s i v e  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g ,  r e f l e c t e d  b y  t h e  S - t h  s p h e r e  
i n  i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  - s - t h  s p h e r e .  

" 9 ,  t m q  S S 

The  s e r i e s  w h i c h  a p p e a r  . in  t h e  r e c u r r e n t  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 8 2 )  - 
( 7 . 3 . 8 3 1 ,  c o n v e r g e  w e l l  o n l y  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  s p h e r e s  
a r e  w i d e l y  s p a c e d ,  when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  them i s  much g r e a t e r  
t h a n  t h e  wave  l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n  ( k Z  > >  l), a n d  t h e  r a d i i  of t h e  
s p h e r e s  a r e  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  it ( k a ,  < <  1). I n  t h i s  c a s e  
t h e  p o t e n t i a l s  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  w i l l  s a t i s f y  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p s ,  

I s u 1 I ) ) I s u 2 I > : , ~ u y ) )  . * a  t 

I s d  I >> pz] >>:I SzJY >> e . .  I 

w h i c h  means  t h a t  i n  s t u d y i n g  t h e  f i e l d  w e  c a n  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  
t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  o n l y  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g .  

3 3 1  
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C o m p u t a t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f -  
S S 

f i c i e n t s  A a n d  Bmn f r o m  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 0 )  a s s u m e s  a 

f i n i t e n e s s  o f  t h e  number of  m a t h e m a t i c a l  o p e r a t i o n s  r e q u i r e d  f o r  
* t h i s ,  i . e . ,  a f i n i t e n e s s  o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n d i c e s  n a n d  q i n  

t h e  s y s t e m s  ( n ,  q = 1, 2, ..., N ,  if m = 0 a n d  n ,  q = Iml + 1, ..., 
N ,  i f  m # 0 ) .  P r o c e e d i n g  f r o m  t h i s ,  w e  c a n  o b t a i n  a n a l y t i c a l  e x -  
p r e s s i o n s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  

a n d  Bmn i n  t h e  case  o f  w i d e l y  s e p a r a t e d  s p h e r e s ,  h a v i n g  a com- 

mn 

S S 

p a r a t i v e l y  s i m p l e  f o r m .  I n  ( 7 . 3 . 1 1 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 2 )  l e t  kZ > >  1 and 
kZ > >  CI (In - q1 5 IJ F n + q ) .  T h e n  a f t e r  u s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  

f o r m u l a  ( 3 . 5 . 6 )  f o r  t h s  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n  h ( l ) ( k Z )  we o b t a i n  
t h e  a p p r o x i m a t e  e q u a t i o n ,  

IJ 

( 7 . 3 . 8 6 )  / 3 5 3  

i f  we t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  when 0--1,1 = 0 or when 8 + 1 , 1  = T T ,  a l l  

= 0 ,  when m # 0 ,  a n d  i f  f u r t h e r m o r e  we b e a r  f u n c t i o n s  P ( C O S  8- 

f o r m u l a  ( 3 . 4 . 1 3 )  i n  m i n d .  On t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 3 . 8 6 1 ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

m 
n s 3s 

S i f  m # 0 .  If m = 0 ,  t h e n  fori = 0 for a l l  n ,  s i n c e  f r o m  ( 3 . 4 . 2 4 )  

when m = 0 i f  f o l l o w s  t h a t  L!1 = - i J n ( n  + 1) P o l ( a >  n ( e  i @ s  + e - i $ I s )  = 
2 

3Tr S 
0 when $I3 

o u s  s y s t e m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  h e t e r o g e n e o u s  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 ) ,  of  
n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n s  for a l l  m. 

= 2 . T h e n  a l s o  A o n  = 0 d u e  t o  t h e  l a c k  i n  t h e  homogene-  

From ( 3 . 4 . 2 4 )  when m = 0 i t  f o l l o w s  a l s o  t h a t  

____  
= - i vn (n + I )  El (a)  = - PA (cos a). 
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S T h e r e f o r e  t o  f i n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  Bon w e  m u s t  s o l v e  s y s t e m  ( 7 . 3 . 1 0 )  
w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  w h i c h  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 3 . 8 6 )  h a v e  t h e  
f o r m  , 

w h e r e  

( 7 . 3 . 8 8 )  

( 7 . 3 . 8 9 )  

a n d  w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  t y p e  

( 7 . 3 . 9 0 )  

R e p e a t i n g  t h e  a r g u m e n t s  g i v e n  i n  5 3 ,  C h a p t e r  6 p e r t a i n i n g  t o  
a s i m i l a r  s i t u a t i o n ,  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  

u n d e r  t h e  c o n d i t i o n ,  t h a t  t h e  i n e q u a l i t y  

( 7 . 3 . 9 1 1  

i s  s a t i s f i e d ;  i t  w i l l  a l w a y s  b e  s a t i s f i e d  w i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e  of 
t h e  p a r a m e t e r  k Z .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  ct = 0 ( o r  ct = .rr) t h e n  

B o n  = 0 .  H e r e  
S 

n= 1 

( 7 . 3 . 9 3 )  

( 7 . 3 . 9 4 )  

/ 3 5 4  
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T h e r e f o r e ,  i n  t h i s  case  t h e  Debye  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 7 . 3 . 9 5 )  

( 7 . 3 . 9 6 )  

The  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  
a r e  o b t a i n e d  i n  t h e  u s u a l  m a n n e r  f r o m  ( 1 . 6 . 1 5 1 ,  w r i t t e n  i n  o n e  o f  
t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m s  o f  c o o r d i n a t e s .  

U s e  of  t h e  asym t o t i c  f o r m u l a  ( 3 . 5 . 6 )  a s s u m e s  t h a t  kZ > >  1, 
kZ > >  CT w h e r e  In - q r  2 o - n + q ,  a n d  n ,  q = 1, 2 ,  ..., N M max < 

s = + l  
{ k a , } ;  a - l ,  a+l  # 0 .  C o n s e q u e n t l y ,  a s  o n e  o f  t h e  c r i t e r i a  f o r  / 3 5 5  
s a t i s f a c t i o n  o f  w h i c h  w e  c a n  u s e  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 9 5 )  a n d  ( 7 . 3 . 9 6 1 ,  w e  
h a v e  t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

i > >  2a, a = max { a 6 ) .  
s=*1 ( 7 . 3 . 9 7 )  

From ( 7 . 3 . 9 5 )  a n d  ( 7 . 3 . 9 . 6 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  when kZ > >  1 a n d  
> >  2 a ,  t h e  e f f e c t  o f  m u l t i p l e  s c a t t e r i n g  o f  s e c o n d a r y  w a v e s  o n  

t h e  i n t e r a c t i n g  s p h e r e s  a p p e a r s  o n l y  f o r  a m a g n e t i c  t y p e  f i e l d ;  i t  
i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  b y  t h e  f i r s t  o f  t h e  m u l t i p l e  sums i n  ( 7 . 3 . 9 6 1 ,  
whose  c o e f f i c i e n t  r e p r e s e n t s  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  o f  t h e  sum of  
t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  a l l  s u c c e s s i v e  
o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g ,  b e g i n n i n g  f r o m  t h e  s e c o n d .  T h e  s e c o n d  sum 
i n  ( 7 . 3 . 9 6 )  j u s t  a s  ( 7 . 3 . 9 5 )  g i v e s  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o f  f i r s t  
o r d e r  o f  s c a t t e r i n g .  

W i t h  d i m e n s i o n s  o f  t h e  r a d i i  o f  t h e  d i f f r a c t i n g  s p h e r e s  ( k a  o n  
t h e  o r d e r  o f  s e v e r a l  u n i t s  a n d  l e s s )  t h a t  a r e  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  
w i t h  t h e  wave  l e n g t h ,  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  may b e  
o b t a i n e d  b y  u s i n g  a v a i l a b l e  T a b l e s  o f  S p h e r i c a l  B e s s e l  F u n c t i o n s  
C1821,  T a b l e s  o f  A d j o i n t  L e g e n d r e  F u n c t i o n s  C1801,  a n d  o t h e r s ,  a n d  
t h e  s i m p l e s t  c a l c u l a t i n g  m a c h i n e s  ( w i t h o u t  r e s o r t i n g  t o  e l e c t r o n i c  
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c o m p u t e r s ) .  The C l e b s c h - G o r d a n  c o e f f i c i e n t s  ( 5 4 ,  Ch. 3 )  w h i c h  a p p e h  
i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m s  t h r o u g h  ' 
t h e  c o e f f i c i e n t s  Q m n m q ,  may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  ( 3 . 4 . 1 6 ) ,  
( 3 . 4 . 1 7 )  or f r o m  a n y  o t h e r  by  w h i c h  t h e y  c a n  b e  e x p r e s s e d  ( a s  n o t e d  
a b o v e  t h e r e  a r e  v a r i o u s  f o r m s  o f  r e p r e s e n t i n g  t h e  C l e b s c h - G o r d a n  
c o e f f i c i e n t s  [ 2 4  - 2 7 1 ) .  F o r  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  

f u n c t i o n s  P 
n 

t e m s  t h r o u g h  t h e  c o e f f i c i e n t s  Lml and  Lg?, i n s t e a d  o f  ( 3 . 4 . 7 )  w e  

c a n  u s e  m o r e  c o n v e n i e n t  f o r m s  t o  e x p r e s s  t h e m :  f o r  e x a m p l e ,  t h e  
f o r m u l a  C 2 4 1  , 

( e ) ,  w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s -  n 
m , + i  

( -  1)qn + i)! 
/=max(m.k) 

n w h i c h  u n i q u e l y  d e t e r m i n e s  t h e  f u n c t i o n  P m k ( Z )  

w i t h  a c r o s s  s e c t i o n  a l o n g  t h e  r e a l  a x i s  o f  t h e  beams (-a, -1) a n d  

on  t h e  c o m p l e x  2 - p l a n e  

m-l-k - (E) (1, ( h e r e  we c h o o s e  t h a t  b r a n c h  o f  t h e  f u n c t i o n  

w h i c h  t a k e s  p o s i t i v e  v a l u e s  on  t h e  b r a n c h  c u t  (-1, +1) o f  t h e  r e a l  
a x i s ;  z = c o s  0 1 ,  or t h e  f o r m u l a  C241 ,  / 3 5 6  

& ( 2 )  = P - k  ( (n  - m)! (n + m)! (n - k)l'(n + k)! ) 1/2 x 

i n  w h i c h  M = m a x ( 0 ,  k - m ) ,  N = m i n ( n + k ,  n - m ) .  T h e  p a r t i c u l a r  v a l u e s  
o f  t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  c a n  b e  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  
f o r m u l a s  C 2 4 1  , 

n-k ;n-& 

z k  (2) -{ 2" - (n - k)l (n + k)! - 

w h e n c e  
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[ s e e  a l s o  f o r m u l a  ( 3 . 4 . 1 0 ) l .  

S p h e r e s  M i t h  F i n i t e  C o n d u c t i v i t y .  I n  t h e  ca se  when t h e  s p h e r e s  
p o s s e s s  f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  ( 0 2  # 03 ) , t h e  p r o b l e m  o f  s c a t t e r i n g  
o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave on  two  s p h e r e s  i s  t h e o r e t i c a l l y  
s o l v e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e v i o u s  s c h e m e .  T h u s ,  i f  w e  s e e k  t h e  po -  
t e n t i a l s  u 1  a n d  V '  o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e s  i n  t h e  
f o r m  o f  s e r i e s  ( 7 . 3 . 5 ) ,  ( 7 . 3 . 6 )  w i t h  t h e  c o e f f i c i e n t s  as  

a n d  B i n  b y  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 7 . 3 . 8 ) ,  c o n n e c t e d  t o  t h e  q u a n t i t i e s  Amn 

a n d  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  f i e l d s  i n s i d e  e a c h  o f  t h e  s p h e r e s ,  i n  t h e  
f o r m  o f  t h e  s e r i e s ,  

a n d  bgn mn 
S 

n=I m=-n ( 7 . 3 . 9 8 )  

( 7 . 3 . 9 9 )  

w h e r e  

( 7 .3.. 1 0  0 ) 

( i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  s p h e r e s  k = w m  , a n d  i n s i d e  t h e  

s p h e r e s  k 2  = ( ~ ~ ~ 2 1 . 1 2  + i 4 1 ~ 0 2 1 . 1 2 w ) / c ) ,  t h e n  f r o m  t h e  c o n j u g a t e  c o n d i -  
t i o n s  of t h e  s o l u t i o n s  ( 1 . 7 . 1 0 1 ,  ( 1 . 7 . 1 1 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  
s p h e r e  we f i n d  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 )  

t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  t h e  unknowns Amn a n d  

2 

S 
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f 

(7.3.102) 

w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

a n d  w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  

(7.3.103) 

(7.3.104) 

t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n s  t o  w h i c h  t h e  q u a n t i t i e s  Amn - S  and  Bmn - S  a r e  f o u n d  1358 

t h e n  from t h e  f o r m u l a s ,  

H e r e  

(7.3 .lo51 

(7.3 .lo61 
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A 

T h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 1 0 1 ) ,  ( 7 . 3 . 1 0 2 )  p o s s e s s  t h e  same 
p r o p e r t i e s  as s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 ) .  For e a c h  m t h e i r  s o l u t i o n s  
may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  The  i n f i n i t e  d i m e n s i o n a l  
d e t e r m i n a n t s  of t h e  s y s t e m s  a r e  r e p r e s e n t a b l e  i n  t h e  form o f  ( 7 . 3 . 1 4 ) .  
By i n t r o d u c i n g  t h e  d e s i g n a t i o n s  i n  ( 7 . 3 . 1 8 )  - ( 7 . 3 . 2 1 1 ,  s y s t e m s  
( 7 . 3 . 1 0 1 ) ,  ( 7 . 3 . 1 0 2 )  a r e  r e d u c e d  t o  t h e  n o r m a l  f o r m  ( 7 . 3 . 1 7 ) .  The  

is c a n  b e  
S S - S  

mn' Bmn a n d  A m n y  mn a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  A 

f o u n d  b y  s o l v i n g  f i n i t e  ( t r u n c a t e d )  s y s t e m s  s u c h  as  ( 7 . 3 . 6 1 1 ,  
( 7 . 3 . 6 2 )  or ( 7 . 3 . 6 3 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e  as  i n  t h e  p r e v i o u s  
p r o b l e m .  

I n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  wave b a n d  f o r  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  
t h e  s p h e r e s ,  r e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 3 . 4 1 )  a r e  s a t i s f i e d ,  i n  w h i c h  t h e  
a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  A ( 8 ,  $ )  a n d  A a ( 8 ,  $1 ,  r e t a i n i n g  t h e  f o r m e r  f o r m ,  
w i l l  d i f f e r  f r o m  ( 7 . 3 . 4 2 1 ,  ( 7 . 3 . 4 3 )  b y  t h e i r  c o m p o s i t i o n ,  t h e  c o e f -  

f i c i e n t s  A w h i c h  a p p e a r  i n  t h e i r  e x p r e s s i o n s  [ t h r o u g h  amn 

a n d  bmn, s e e  ( 7 . 3 . 8 1 1 ,  a r e  now c o m p u t e d  f r o m  ( 7 . 3 . 1 0 1 ) ,  

The f o r m  o f  t h e  f o r m u l a s  t h a t  a r e  u s e d  t o  c o m p u t e  t h e  s c a t t e r i n g  
c r o s s  s e c t i o n s ,  d o e s  n o t  v a r y .  

S S 

( 7 . 3 . 1 0 2 ) .  

a n d  BS mn mn 
S 

The p r o b l e m  on  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave on  
a n y  f i n i t e  number  o f  s p h e r e s  ( w i t h  o 2  # m or w i t h  a 2  = CD ) c a n  
a l s o  b e  s o l v e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same  s c h e m e  i n  t h e  case  when t h e y  
f o r m  a l i n e a r  s y s t e m  ( g r i d )  w i t h  a common a x i s  o f  s y m m e t r y ,  as w e l l  
a s  t h e  p r o b l e m  on  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave 
o n  a s p h e r e  of a r b i t r a r y  c o n d u c t i v i t y  w i t h  n o n - c o n c e n t r i c  s p h e r i c a l  
i n c l u s i o n s  i n  t h e  c a s e  when t h e y  p o s s e s s  a common a x i s  o f  s y m m e t r y .  

5 4 .  D i f f r a c t i o n  o f  t h e  F i e l d  o f  a D i p o l e  E m i t t e r  o n  Two S p h e r e s .  I 
I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r i c  a n d  

m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  1-1 a n d  a c o n d u c t i v i t y  G = 0 l e t  t h e r e  b e  
f o u n d  a t  a d i s t a n c e  f r o m  o n e  a n o t h e r  t h e  s p h e r e s r - 1  2 a-1 a n d  
Ytl - < a+1 w i t h  i d e n t i c a l  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  € 2 ,  1-12 b u t  a t  
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p o i n t  P of t h e  s p a c e  a t  d i s t a n c e s  2-1 a n d  2 + 1 ,  r e s p e c t i v e l y  f r o m  
t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s ,  l e t  t h e r e  b e  f o u n d  a u n i t  o s c i l l a t i o n a l  
d i p o l e  w i t h  t h e  moment a ( a  = p,  i f  t h e  d i p o l e  i s  e l e c t r i c  a n d  a = Ill 
i f  i t  i s  m a g n e t i c )  d i r e c t e d  a t  a n  a n g l e  a t o  t h e  p l a n e  P w h i c h  
p a s s e s  t h r o u g h  t h e  p o i n t  P a n d  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s .  
The  p r o j e c t i o n  o f  t h e  v e c t o r  a o n  t h e  p l a n e  P f o r m s  t h e  a n g l e  
w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  Oz a x i s ,  c o i n c i d i n g  w i t h  t h e  
a x i s  o f  s y m m e t r y  o f  t h e  s p h e r e s ,  b u t  t h e  d i r e c t i o n  f r o m  t h e  c e n t e r  
o f  t h e  s - t h  s p h e r e  t o  t h e  p o i n t  P d e t e r m i n e d  by  t h e  v e c t o r  1 s  ( S  = 
- + 11, f o r m s  t h e  a n g l e  as w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  of t h e  OZ 
a x i s .  We f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o -  
m a g n e t i c  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e s  a n d  t h e  f i e l d s  i n s i d e  t h e  
s p h e r e s  ( i f  c r 2  = 0 3 ,  t h e n  E a n d  H i n s i d e  e a c h  o f  t h e  s p h e r e s  a r e  
i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o ) .  

If w e  e x p a n d  t h e  v e c t o r  a t o  two c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  a1 
a n d  a 2 ,  w h e r e  a l  = a c o s  a ,  b u t  a 2  = a s i n  a ( t h e  v e c t o r  a l  l i e s  
i n  t h e  p l a n e  P a n d  t h e  v e c t o r  a 2  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  i t  a t  t h e  p o i n t  
P), t h e n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  v e c t o r  p r o b l e m  w i t h  a r b i t r a r y  o r i e n t a -  
t i o n  o f  t h e  moment a o f  t h e  d i p o l e  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e  p may b e  
s u b s t i t u t e d  b y  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p a r t i c u l a r  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  
e l e c t r o m a g n e t i c  p r o b l e m s :  t h e  p r o b l e m  o n  d e t e r m i n i n g  t h e  f i e l d  p r o -  
d u c e d  by  t h e  d i p o l e  l y i n g  i n  t h e  p l a n e  ?’ a n d  t h e  p r o b l e m  o n  d e t e r -  
m i n i n g  t h e  f i e l d  p r o d u c e d  b y  t h e  d i p o l e  n o r m a l  t o  t h e  p l a n e  p a t  
p o i n t  P. S o l u t i o n  t o  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  may b e  f o u n d  t h e n  i n  t h e  / 3 6 0  
f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  of  s o l u t i o n s  t o  t h e s e  two p r o b l e m s .  I n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  a r e  r e d u c e d  t o  s c a l a r  
b o u n d a r y  p r o b l e m s  o f  s e e k i n g  t h e  Debye p o t e n t i a l s  u a n d  V .  T h e i r  
s o l u t i o n  a s s u m e s  k n o w l e d g e  o f  t h e  e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  Debye  
p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d .  L e t  u s  f i n d  t h e m .  For 
t h i s  p u r p o s e  we i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  rs, O s ,  4; ( s  = 2 1) w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  O S ,  s u p e r p o s e d  

F i g .  4 2 .  E x c i t a t i o n  o f  Two 
S p h e r e s  b y  t h e  D i p o l e  F i e l d .  

w i t h  t h e  c e n t e r  o f  t h e  S - t h  
s p h e r e  and  w i t h  t h e  p o l a r  a x i s  
O s z s  w h i c h  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
O z  a x i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  l i n e  
o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s .  
B e s i d e s  t h e s e  c o o r d i n a t e s  , i n  
t h e  f u t u r e  w e  s h a l l  u s e  t h e  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  r ,  
8 ,  $ as w e l l  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  
p o i n t  0 ,  l o c a t e d  o n  t h e  l i n e  
o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s  
i n  i t s  m i d d l e  ( F i g .  4 2 1 ,  w h o s e  
p o l a r  a x i s  i s  a l s o  d i r e c t e d  
a l o n g  t h e  l i n e  of t h e  c e n t e r s  
o f  t h e  s p h e r e s .  I t  i s  a s s u m e d  
t h a t  $s = $, s = 2 1, a n d  t h e  
p l a n e  @I = 0 c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
p l a n e  Oxz w h i c h  p a s s e s  t h r o u g h  
t h e  p o i n t  P w i t h  d i p o l e  i n  i t  
a n d  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  
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t h e  s p h e r e s .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  o n  t h e  
p o l a r  a x i s  o f  t h e  i n t r o d u c e d  l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  systems 
rs, O s ,  G S  ( s  = 2 11, t h e n  t h e  e x p l i c i t  f o r m  o f  t h e  p o t e n t i a l  
Debye f u n c t i o n s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  w i l l  b e  g i v e n  by  t h e  
s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  w r i t t e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  of  
t h e  s - t h  s p h e r e  by  t h e  p r o p e r  f o r m u l a s  f r o m  52 o f  t h i s  c h a p t e r ,  
w h e r e  t h e y  w e r e  d e r i v e d  f o r  s u c h  a case.  I f  t h i s  d i p o l e  i s  f o u n d  
t o  b e  l o c a t e d  a t  p o i n t  P ,  w h i c h  d o e s  n o t  l i e  on  t h e  p o l a r  a x i s  o f  
t h e  l o c a l  s y s t e m s  o f  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s ,  t h e n  t h e  unknown r e p r e -  /361 
s e n t a t i o n s  o f  t h e  p o t e n t i a l  Debye f u n c t i o n s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  
c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  § 2  o f  t h i s  c h a p t e r  by  a s l i g h t  
c o n v e r s i o n  o f  e a c h  t e r m  o f  t h e  s e r i e s  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  r e s p e c -  
t i v e  Debye p o t e n t i a l .  H e r e  w e  c a n  d e l i n e a t e  t h e  c a s e s  when t h e  
d i p o l e  moment a l i e s  on  t h e  p l a n e  P a n d  when i t  i s  p e r p e n d i c u l a r  
t o  t h e  p l a n e  P a t  t h e  p o i n t  P .  L e t  u s  l o o k  a t  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  
( i t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  f i r s t  o f  t h e  two  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  a b o u t  
w h i c h  we s p o k e  a b o v e ) :  a E: p l .  P .  We c a n  i n f r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  
new l o c a l  s y s t e m s  o f  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  xs, y:, z: ( S  = 2 1) a n d  

t h a t  a r e  c o u p l e d  w i t h  them b y  t h e  u s u a l  c o n v e r s i o n  f o r m u l a s ,  i n  
s u c h  a way t h a t  t h e i r  o r i g i n s  c o i n c i d e  w i t h  Os ( S  = 2 11, t h a t  t h e  
a x e s  Osz,' w o u l d  p a s s  t h r o u g h  t h e  p o i n t  P i n  t h e  d i r e c t i o n  of t h e  
p r o p e r  v e c t o r s  Is, and  s o  t h a t  t h e  p l a n e s  Osx~z,' (4,' = 0 )  c o i n c i d e  
w i t h  t h e  p l a n e  P .  Then i n  e a c h  o f  t h e s e  l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  t h e  Debye p o t e n t i a l s  u o ,  v o  of  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  a r e  
w r i t t e n  o n  t h e  b a s i s  of f o r m u l a s  ( 7 . 2 . 1 8 )  a n d  ( 7 . 2 . 2 1 )  i n  t h e  f o r m  
o f  t h e  e x p a n s i o n s ,  

t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m s  o f  l o c a l  c o o r d i n a t e s  r:, O s ,  I ( p i  = r s )  

w n  

( 7 . 4 . 1 )  

( 7 . 4 . 2 )  

w h e r e  ys  = f3 - a s ,  s = 2 1 ( s e e  F i g .  4 2 ) .  

Now l e t  u s  c o n v e r t  t h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  w h i c h  a p p e a r  i n  
( 7 . 4 . 1 )  a n d  ( 7 . 4 . 2 )  i n t o  t h e  c o o r d i n a t e s  r s ,  O s ,  $ S  (0s = 4 ,  s = 
- i- 1) .  T o  do s o  l e t  u s  u s e  t h e  a d d i t i o n  f o r m u l a s  f o r  t h e  s p h e r i c a l  
f u n c t i o n s  ( 3 . 4 . 2 1 )  and  ( 3 . 4 . 2 2 )  i n  w h i c h  it f o l l o w s  t o  s e t  8 1  = e : ,  
$ 1  = $:, 8 2  = O s ,  $ 2  = $ s  = 9 a n d  as t h e  E u l e r  a n g l e s  we m u s t  t a k e  
t h e  v a l u e s  $ 3  = ~ / 2 ,  0 3  = as a n d  $ s  = 3 ~ / 2 .  On t h e  b a s i s  o f  ( 3 . 4 . 2 1 1 ,  
( 3 . 4 . 2 2 )  e x p a n s i o n s  ( 7 . 4 . 1 1 ,  ( 7 . 4 . 2 )  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  r s ,  Os, $ s  
a r e  w r i t t e n  i n  t h e  form, 
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(7.4.3) / 3 6 2  

I n  t h e  same way we o b t a i n  e x p a n s i o n s  o f  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  
f r o m  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  r s y  Os, 4s of t h e  p o t e n t i a l  Debye f u n c -  
t i o n s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  of t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  p o i n t  
P a n d  p o s s e s s i n g  t h e  moment m y  l y i n g  i n  t h e  p l a n e  P .  They h a v e  t h e  
f o r m  

. ~ m l s i n y , $  f: 2n + 1 j (  
' ~ 8  n(n+ 1) 

m=-n 

( 7 . 4 . 4 )  

/363 
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w h e r e  t h e  u p p e r  l i n e  i s  u s e d  when 2, > r s ,  a n d  t h e  l o w e r  when 2, < 

rs  and  w h e r e  as  t h e  E u l e r  a n g l e s  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  Lmn, L m l ,  
we t a k e  t h e  f o r m e r  v a l u e s  $3 = ~ / 2 ,  €I3 = a3 a n d  $ 3  = 3 ~ / 2 .  

n 
I 

LmY 
I n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  moment l o c a t e d  a t  p o i n t  P i s  p e r -  

p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  P ( t h i s  case  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s e c o n d  p a r -  
t i c u l a r  p r o b l e m ) ,  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  xi, yi, Z J  and  t h e  
l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  r& e:, 4: c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e m  
a r e  i n t r o d u c e d  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  p o l a r  a x e s  Oszi ( s  = - I- 1) 
a g a i n  p a s s  t h r o u g h  t h e  p o i n t  P i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  v e c t o r s  1, 
a n d  s o  t h a t  t h e  p l a n e  O S x ~ z ~  ( t h e  p l a n e  Osxiz$ c o i n c i d e s  w i t h  t h e  
p l a n e  o s y S z s )  i s  n o r m a l  t o  t h e  p l a n e  P ( h e r e  t h e  a x e s  0 ~ x 6  of  t h e  
new s y s t e m s  w i l l  c o i n c i d e  w i t h  t h e  a x e s  Osys o f  t h e  p r e v i o u s  l o c a l  
s y s t e m s  o f  c o o r d i n a t e s ;  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  o f  t h e  
s y s t e m  OSXS~SZS i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  s y s t e m  OsxLyd~L by  t h e  E u l e r  
a n g l e s  $ 3  = 0 ,  8 3  = a s ,  $ 3  = 3 ~ / 2 ) .  T h e n ,  i f  we f i r s t  w r i t e  t h e  
Debye p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  e x p a n -  
s i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  i n  5 2  o f  t h f s  c h a p t e r  i n  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  l o c a l  s y s t e m s  r l ,  e:, 4: (ri = r s ) ,  a f t e r  c o n -  
v e r g i n g  t h e  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  t o  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s y s t e m  rs, 
O s ,  $ S  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  f o r m u l a s  ( 3 . 4 . 2 1 ) ,  ( 3 . 4 . 2 2 )  i n  w h i c h  $ 3  = 
0 ,  a n d  8 3  = a s ,  $ 3  = 3 ~ / 2 ,  we f i n d  t h e  d e s i r e d  r e p r e s e n t a t i o n s  of  
t h e  Debye p o t e n t i a l s  u o ,  V o  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d ,  e x p r e s s e d  
t h r o u g h  t h e  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  
t h e  S - t h  s p h e r e .  H e r e  f o r  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  t h e y  w i l l  h a v e  t h e  
f o r m  , 

S 

a n d  f o r  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e ,  
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( 7 . 4 . 6 )  

F o r m u l a s  ( 7 . 4 . 3 )  - ( 7 . 4 . 6 )  o f  t h e  Debye  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  d i p o l e s  i n  t h e  f o r m  o f  e x p a n s i o n s  
o f  s p h e r i c a l  wave f u n c t i o n s  w r i t t e n  i n  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  
t h e  S - t h  s p h e r e  g i v e  t h e  p o s s i b i l i t y  of s o l v i n g  t h e  s c a l a r  b o u n d a r y  
p r o b l e m s  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  u 1  a n d  V '  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  a c c o r d -  
i n g  t o  t h e  same s c h e m e  as  i n  t h e  ca se  o f  a p l a n e  w a v e .  

E l e c t r i c  D i p o l e .  L e t  u s  f i r s t  s o l v e  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m  
f o r  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  h a s  t h e  moment p l y i n g  i n  t h e  p l a n e  
P a n d  f o r m i n g  a n  a n g l e  f3 w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  OZ 
a x i s .  The  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  a r e  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  f o r m u l a s  i n  ( 7 . 4 . 3 ) .  T h e r e f o r e  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  u 1  
a n d  V I  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m ,  

#-- 

u1= ip E u,, 01 = 1/ $ p E V I ,  

s=*l s=l. 1 

w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  

c o n  
1 

kr - U, = ---E 4&, 5, (kr,) P," (cos 0,) elmcp,, 

( 7 . 4 . 7 )  

( 7 . 4 . 8 )  

( 7 . 4 . 9 )  

r e p r e s e n t  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  p r o d u c e d  by  t h e  
p r e s e n c e  i n  s p a c e  o f  t h e  s - t h  s p h e r e ,  t h e n  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
( 1 . 7 . 1 3 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  s p h e r e  w e  o b t a i n ,  a f t e r  u s i n g  t h e  
a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 ) ,  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  / 3 6 5  

r e l a t i v e ,  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  a a n d  b;Sln. A f t e r  t h e i r  

s u b s t i t u t i o n  b y  t h e  new c o e f f i c i e n t s  A 

l a s  ( 7 . 3 . 8 ) ,  r e s p e c t i v e l y  f o r  A m n  
( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 7 . 3 . 1 1 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 2 )  a n d  w i t h  
r i g h t - h a n d  s i d e s  

S 

m n  
mn m n  
S a n d  B S  a c c o r d i n g  t o  f o r m u -  

a n d  B i n  w e  o b t a i n  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  S 

3 4 3  
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(7.4.10 

i n  t h e  s y s t e m  (7.3.91, w h e r e  

(7.4.12 

(7.4.13) 

i n  s y s t e m  (7.3.10). Here $ 3  = ~ / 2 ,  8 3  = a s ,  $ 3  = 3 ~ / 2 ;  s = 21. 
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  f m n  E 0 ,  if n = 0 .  U s i n g  t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a  

(3.5.5) f o r  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  a n d  t h e  p r o p e r t i e s  o f  

t h e  g e n e r a l i z e d  s p h e r i c a l  f u n c t i o n s  

s i o n s  f o r  t h e  q u a n t i t i e s  L m l ’  

r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s t e m s  [ ? . e . ,  (7.4.10) a n d  (7.4.1311 s a t i s f y  

t h e  c o n d i t i o n s  ~ I f ~ m ) a < ~  a n d  

d o e s  n o t  l i e  o n  o n e  o f  t h e  s p h e r e s  ( I s  > a,, w h e r e  s = tl OP s = -1). 
T h e r e f o r e  s y s t e m s  (7.3.9), (7.3.10) w i t h  r i g h t  h a n d  s i d e s  (7.4.10), 
(7.4.13) a r e  u n i q u e l y  s o l v a b l e  ( f o r  e a c h  m >  a n d  t h e i r  s o l u t i o n s  
w i l l  s a t i s f y  c o n d i t i o n s  (7.3.351, (7.3.36). T h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  

s of  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  Amn a n d  BZn a r e  f o u n d  b y  t h e  me thod  

o f  t r u n c a t i o n .  

s 2  

n 
‘mk’ w h i c h  a p p e a r  i n  t h e  e x p r e s -  

n 5: n L m n y  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  t h e  

m m 

x ) q k n 1 2 < m  f o r  e a c h  m, i f  t h e  d i p o l e  
n n 

S By d e t e r m i n i n g  A a n d  Bin t h e  p r o b l e m  for t h e  p o t e n t i a l  u l ,  /366 m 
V I  i s  c o m p l e t e l y  s o l v e z ;  t h e s e  p o t e n t i a l s  may,  o n  t h e  b a s i s  o f  
(7.3.8), b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

(7.4.14) 
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(7.4.15) 

I n  t h e  case when t h e  d i p o l e  moment p i s  p e r p e n d i c u l a r - t o  t h e  p l a n e  
P a t  p o i n t  P ,  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  a r e  g i v e n  b y  t h e  
f o r m u l a s  i n  ( 7 . 4 . 5 ) .  T h e r e f o r e ,  if w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  
f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e s  i n  t h e  f o r m  of  s e r i e s  ( 7 . 4 . 7 )  - 
( 7 . 4 . 9 )  i n  w h i c h  t h e  c o e f f i c i e n t s  a m n ,  bmn a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  

q u a n  t i t  i e s 

d r i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 3 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  s p h e r e  w i l l  b e  s a t i s f i e d  

o n l y  i n  t h e  case  i f  Amn a n d  Bmn a r e  s o l u t i o n s  

( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 7 . 3 . 1 1 1 ,  ( 7 . 3 . 1 2 )  a n d  w i t h  
r i g h t - h a n d  s i d e s  s u c h  as 

S S 

S a n d  B:n b y  f o r m u l a  ( 7 . 3 . 8 )  , t h e n  t h e  b o u n d a r y  c o n -  

S S t o  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  

(7.4.16) 

( 7 . 4 . 1 7  

J u s t  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a -  
t i o n s  o b t a i n e d  h e r e  d i f f e r  f r o m  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 ) ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  o n l y  i n  
t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s ,  w h i c h  h o w e v e r  d o e s  n o t  
l e a d  t o  a n y  c h a n g e  i n  t h e i r  p r o p e r t i e s :  when 1 s  > as. ( s  = +1 o r  s = 
-1, t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  of t h e  s p h e r e s )  / 3 6 7  
t h e  s y s t e m s  a r e  u n i q u e l y  s o l v a b l e  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  A l l  
o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m s  d e s c r i b e d  i n  53 o f  t h i s  c h a p t e r  
a r e  a l s o  r e t a i n e d .  

S S A f t e r  c o m p u t i n g  A a n d  Bmn t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  m n  
f i e l d  a r e  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  ( 7 . 4 . 1 4 ) ,  ( 7 . 4 . 1 5 ) .  

I n  b o t h  o f  t h e  p a r t i c u l a r  cases  s t u d i e d  a b o v e ,  t h e  c o m p o n e n t s  
o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  f o u n d  t h r o u g h  t h e  Debye p o t e n t i a l s  
by t h e  u s u a l  m a n n e r  f r o m  e q u a t i o n s  ( 1 . 6 . 1 5 ) ,  w r i t t e n  i n  o n e  o f  t h e  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  I n  p a r t i c u l a r ,  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  
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r ,  8 ,  (p w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  r e s u l t i n g  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d w i l l  b e  
g i v e n  by t h e  e x p r e s s i o n s  [ i n  ( 7 . 4 . 1 9 )  - ( 7 . 4 . 2 2 1 ,  = o p  r a t h e r  
t h a n  0-10+11 

efkR ~ 

Ee = I/" e Hq = k2p - R Wl (e, cp), 

elkR' 

E ,  = - {?He= Rap- R w2, 
( 7 . 4 . 1 8 )  

w h e r e  W1 a n d  W,, i n  t h e  c a s e  when p € p 1 . P  and  p l  p l . P ,  a r e  e q u a l  
r e s p e c t i v e l y  t o :  
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x "[ f l  (cos e) b,& elsk1' 'Os e 

s=rt I 
d e  

Wa = nI2, 8, = a,, 9, = 3n12, 

and 

n=I m=-n 

( 7 . 4 . 2 0  1 

( 7 . 4 . 2 1 )  / 3 6 9  

3 4 7  



a n  e w,= - 
n=I m=-n 

sin 8 

( 7 . 4 . 2 2 )  

n=l m=-n 

(cds 0) b k  elsk1. 'Os e 

s==* I 

= 0, ea = a,, qa = 3 d 2 .  

The r u l e  g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  - / 3 7 0  
i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  s p h e r e  w i l l  b e  g i v e n  by  f o r m u l a s  
( 7 . 3 . 3 9 )  i n  w h i c h  i n  t h i s  c a s e ,  

m n '  
(n - m)! 

n=O m=-n 

34 8 
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(n' m)! 112 I *  'cs . 
10 =- 

n=I m=-n 

s d  x A, - (cos e,) efmTS 

d e a  

S 
a n d  t h e  v a l u e s  of  t h e  c o e f f i c i e n t s  Amn a n d  B Z n  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  

s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 ) ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  ( 7 . 4 . 1 0 ) - ( 7 . 4 . 1 3 1 ,  
i f  t h e  moment 05 t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  l i e s  i n  t h e  p l a n e  P, a n d  w i t h  
r i g h t - h a n d  s i d e s  ( 7 . 4 . 1 6 ) ,  ( 6 . 4 . 1 7 ) ,  i n  t h e  ca se  when t h e  moment 
i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  i t .  

The  e x i s t e n c e  i n  t h e  p r o b l e m  o f  a l a r g e  number  o f  p a r a m e t e r s  
a n d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  v a r y i n g  t h e m  i n  t h e  r e s p e c t i v e  r e g i o n s  
n e c e s s i t a t e  s t u d y i n g  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e s  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  
g e n e r a l  f o r m u l a s .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  t o  l i e  o n  
t h e  p o l a r  a x i s  Oz a t  p o i n t  P " o v e r "  t h e  s p h e r e s  ( t h e n  as  = 0 ,  s = 
- +1> y " u n d e r "  t h e  s p h e r e s  ( t h e n  a s  = I T ,  s = 9) or b e t w e e n  them 
( t h e n  a-1 = 0 ,  a+1 = I T ) ,  t h e n  f o r  s t u d y  o f  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  s p h e r e s  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  l o o k  o n l y  a t  t h e  f i r s t  p a r -  . 
t i c u l a r  p r o b l e m ,  w h i c h  w i l l  a l s o  b e  t h e  g e n e r a l  o n e ,  s i n c e  t h e n  w e  
c a n  a l w a y s  c o n s t r u c t  a p l a n e  w h i c h  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  Oz a x i s  i n  / 3 7 1  
s u c h  a way t h a t  t h e  d i p o l e  moment i s  f o u n d  t o  l i e  i n  i t  ( t h e  p l a n e  
p ,  $ = 0 ) .  T h e s e  c a s e s  l e a d  t o  s i m p l e r  e x p r e s s i o n s  w h i c h  d e t e r m i n e  
t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d .  For e x a m p l e ,  l e t  t h e  d i p o l e  b e  l o c a t e d  " o v e r "  
t h e  s p h e r e s  s u c h  t h a t  as = 0 , s = 21. Then o n  t h e  b a s i s  o f  ( 3 . 4 . 6 )  
( 3 . 4 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 4 . 2 4 )  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  ( 7 . 4 . 1 0 ) - ( 7 . 4 . 1 3 )  o f  
s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 ) ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  a r e  f o u n d  t o  e q u a l :  

fk=o' m + O ,  m#*1; Cp:,,=o, m # + l ;  

( 7 . 4 . 2 4 )  

S S 
w h e r e  ys  = B - as  = 6 ,  as  a r e s u l t  of w h i c h  a l l  A a n d  Bmn w i t h  

t h e  e x c e p t i o n  o f  A 

l a t t e r  a r e  f o u n d  f r o m  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  r i g h t - h a n d  
s i d e s  ( 7 . 4 . 2 4 ) .  M o r e o v e r  i f  t h e  d i p o l e  i s  v e r t i c a l  ( p  i s  d i r e c t e d  

0 ,  b u t  

m n  
a n d  BS w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o .  T h e s e  f 1 , n  A S  S 

On' f1 .n  

- - - 
a l o n g  t h e  Oz a x i s )  s u c h  t h a t  6 = 0 ,  t h e n  a l s o  fS + l , n  - 0 5  $S1,n  

( 7 . 4 . 2 5 )  
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S as a r e s u l t  o f  w h i c h  o n l y  t h e  c o e f f i c i e n t s  A a r e  f o u n d  t o  be 
n o n - z e r o ,  b u t  a l l  o t h e r s  w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o .  I n  t h i s  l a t t e r  
c a s e  t h e  m a g n e t i c  p o t e n t i a l s  2, b o t h  o f  t h e  p r i m a r y  a n d  o f  t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d s  a r e  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  o n l y  a n  e l e c t r i c  
t y p e  f i e l d  w i l l  e x i s t  t h a t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e l e c t r i c  p o t e n t i a l  
u l ,  e q u a l  t o  

On 

a 

u1 = ip ~ & ( k a S ) 5 , ( k r , )  P ,  (cos0,). 
“ 6  s=+l  n=O 

( 7 . 4 . 2 6  1 

If B = n / 2  ( t h e  case o f  a h o r i z o n t a l  d i p o l e ,  when t h e  d i p o l e  
I n  t h i s  case  t h e  moment i s  n o r m a l  t o  t h e  Oz a x i s ) ,  t h e n  f z n  = 0 .  

r i g h t - h a n d  s i d e s  .of t h e  s y s t e m s  f + l , n  and +&1,n 

r e l a t e d  b y  t h e  e q u a t i o n s  

S w i l l  b e  m u t u a l l y  S 

( 7 . 4 . 2 7 )  

From ( 7 . 4 . 2 7 )  a n d  t h e  p r o p e r t y  o f  p a r i t y  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  / 3 7 2  
s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  r e l a t i v e  t o  t h e  i n d e x  m it  f o l l o w s  t h a t  

T h e r e f o r e ,  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  
form , 

m 

s = + l  n=l 

( 7 . 4 . 2 9 )  

The p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d ,  l o c a t e d  o n  t h e  p o l a r  
a x i s  a r e  g i v e n  ( i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  s p h e r e )  by e x p r e s -  
sions ( 7 . 2 . 1 8 1 ,  ( 7 . 2 . 2 1 )  i n  w h i c h  i t  f o l l o w s  t o  s u b s t i t u t e  8 ,  for 
e a n d  2, f o r  b .  

I n  t h e  case  o f  a v e r t i c a l  d i p o l e  l o c a t e d  on t h e  l i n e  of t h e  
c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s  o f  t h e  same r a d i u s ,  midway b e t w e e n  them w e  

3 5 0  



I -  

f i n d  t h e  e q u a t i o n  f:: = f;;, a n d  i n  t h e  c a s e  o f  a h o r i z o n t a l  d i p o l e  

l o c a t e d  a t  t h e  same p o i n t ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  of t h e  s y s t e m s  a r e  
r e l a t e d  by  t h e  f o r m u l a s ,  

( 7 . 4 . 3 0 )  

o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h ,  f o r  t h e  s p h e r e s  o f  e q u a l  r a d i i  f r o m  s y s t e m s  
( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  d u e  t o  ( 7 . 3 . 6 5 1 ,  w e  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s ,  

( 7 . 4 . 3 1 )  

T h e r e f o r e  f o r  s o l v i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  i n  t h i s  c a s e  i t  i s  
s u f f i c i e n t  t o  s u b t r a c t  f r o m  t h e  s y s t e m s  o n l y  t h e  unknowns A+' 
(or A-' "I:,). The case  o f  w i d e l y  s p a c e d  s p h e r e s  ( k 2  > >  1) may 

b e  s t u d i e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e  as  i n  t h e  p r o b l e m  o n  d i f -  
f r a c t i o n  o f  a p l a n e  wave  o n  two  s p h e r e s  ( 5 3  o f  t h i s  c h a p t e r ) .  I n  
t h e  same way a s  i n  53 o f  t h i s  c h a p t e r  we may s t u d y  a l s o  t h e  p r o b l e m  
o f  d e f i n i n g  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  a n y  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  p r o d u c e d  4 

by t h e  s - t h  s p h e r e  d u e  t o  i t s  i n t e r a c t i o n  w i t h  t h e  - s - t h  s p h e r e  
( a t  a n y  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n  o u t s i d e  t h e  s p h e r e s  t h e  t o t a l  e f f e c t  

t h r o u g h  t h e  c o e f f i c i e n t s  AS B : n ) .  

1,' 

In  

o f  a l l  s u b s e q u e n t  s e c o n d a r y  d i f f r a c t i o n s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  / 3 7 3 /  

m n  ' 
I t  h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  a s s u m e d  t h a t  t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  

on t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  s p h e r e s  ( 2 ,  > a s > .  However ,  t h e  
s c h e m e  for s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  r e m a i n s  as  b e f o r e  a l s o  i n  t h e  c a s e  
when t h e  d i p o l e  l i e s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  them ( 2 - 1  = a-1  o r  Z + 1  = 
a + L > .  o n l y  f o r  j u s t i f y i n g  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  

o b t a i n e d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  A a n d  B i n  i s  i t  n e c e s s a r y ,  r a t h e r  

t h a n  s u b s t i t u t i n g  ( 7 . 3 . 8 ) ,  t o  t a k e  f o r  a a n d  bmn f r o m  ( 7 . 4 . 7 )  - 
( 7 . 4 . 9 )  t h e  s u b s t i t u t i o n ,  

S 

S 
m n  

S 

m n  

( 7 . 4 . 3 2 )  

w h e r e  a. = 1, a n d  an = n ,  when n # 0 .  S i n c e  i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  
s e n s e  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e  w i t h  a r a d i a l  e l e c t r i c  d i p o l e  
o n  i t s  s u r f a c e  i s  e q u i v a l e n t  t o  a u n i t  a n n u l a r  s l o t ,  t h e n  i t  i s  
o b v i o u s  t h a t  when 2 - 1  = a-1 ( Z + 1  = atl) w e  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  p r o b l e m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  e m i s s i o n  of  a u n i t  a n n u l a r  
s l o t  l o c a t e d  o n  o n e  o f  t h e  s p h e r e s ,  i n  t h e  p r e s e n c e  of  a n o t h e r  
s p h e r e  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  2 f r o m  t h e  f i r s t .  
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Magnet ic  D i p o l e .  If a t  p o i n t  P t h e r e  i s  a m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  
t h e  same o r i e n t a t i o n  o f  t h e  d i p o l e  moment as f o r  p i n  t h e  p r e v i o u s  
p r o b l e m ,  t h e n  s e e k i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  i s  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  
two p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  i n  o n e  o f  w h i c h  m C p l .  P ,  a n d  i n  t h e  o t h e r  
m i  p l .  P .  If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  U 1  a n d  V 1  of  t h e  s e c o n d a r y  

f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 7 . 4 . 7 )  - ( 7 . 4 . 9 )  i n  w h i c h  { F l m l  
i s  s u b s t i t u t e d  f o r  i p  a n d  - i l m l  f o r  vetp , r e s p e c t i v e l y ,  t h e n  o n  

t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 4 . 4 ) ,  ( 7 . 4 . 6 )  a n d  f o r m u l a s  ( 7 . 3 . 8 )  f o r  t h e  d i f f r a c -  

t i o n  c o e f f i c i e n t s  A 

( 7 . 3 . 1 0 )  w i t h  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 7 . 3 . 1 1 ) ,  ( 7 . 3 . 1 2 )  whose  r i g h t - h a n d  
s i d e s  i n  t h e  f i r s t  o f  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  b y  
t h e  e x p r e s s i o n s  , 

S S 
a n d  Bmn w e  o b t a i n  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  m n  

( 7 . 4 . 3 3 )  

a n d  r e s p e c t i v e l y ,  

w h e r e  

( 7 . 4 . 3 4 )  

( 7 . 4 . 3 5 )  

a n d  i n  t h e  s e c o n d  o f  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s ,  b y  t h e  e x p r e s s i o n s ,  / 3 7 4  

a n d  r e s p e c t i v e l y ,  

( 7 . 4 . 3 6 )  

( 7 . 4 . 3 7  1 

Here i n  ( 7 . 4 . 3 3 )  - ( 7 . 4 . 3 5 )  t h e  E u l e r  a n g l e s  a r e  e q u a l  t o :  $ 3  = ~ / 2 ,  
e 3  = a s ,  + 3  = 3 ~ r / 2 ,  a n d  i n  f o r m u l a  ( 7 . 4 . 3 6 1 ,  ( 7 . 4 . 3 7 1 ,  $ 3  = 0 ,  
e 3  = a s ,  $ 3  = 3 ~ r / 2 ,  s = 21. 

The p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m s  r e m a i n  as befo:?e.  T h e i r  u n i q u e  
s o l u t i o n s  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  
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I 

The c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  f o u n d  t h r o u g h  
t h e  Debye p o t e n t i a l s  by . t h e  u s u a l  m e t h o d .  

I f  t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  on t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  s p h e r e s ,  
t h e n  f o r  j u s t i f i c a t i o n  o f  t h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  
i t  w i l l  follow t o  make t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  unknowns  a c c o r d i n g  t o  
t h e  f o r m u l a s  i n  ( 7 . 4 . 3 2 )  r a t h e r  t h a n  ( 7 . 3 . 8 ) .  

If t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  r e s p e c t  t o  o n e  o f  t h e  s p h e r e s  i s  
h o r i z o n t a l  a n d  2 - 1  = a-1  ( o r  Z + 1  = a + l ) ,  t h e n  t h e  p r o b l e m  i n  t h e  
e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  f i e l d  of 
t h e  e m i t t i n g  u n i t  " d u m b - b e l l "  s l o t ,  c u t  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  
t h e  s p h e r e s ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n o t h e r  s p h e r e  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  

f r o m  t h e  f i r s t .  

S p h e r e  o f  A r b i t r a r y  C o n d u c t i v i t y  W i t h  a N o n - C o n c e n t r i c  S p h e r i -  
c a l  I n c l u s i o n  i n  t h e  F i e l d  o f  t h e  D i p o l e  E m i t t e r .  N O W  l e t  U S  l o o k  
a t  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  an e l e c t r i c  or m a g n e t i c  d i p o l e  e m i t -  
t e r  i n  t h e  p r e s e n c e  of a s p h e r e  w i t h  n o n - c o n c e n t r i c  s p h e r i c a l  i n c l u -  
s i o n  o f  a d i f f e r e n t  m a t e r i a l ,  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  r a d i u s  o f  
t h e  l a r g e  s p h e r e  i s  e q u a l  t o  r l  = a a n d  t h e  s m a l l e r  t o  r2 = b a n d  
t h a t  t h e i r  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p e r t i e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  
c o n s t a n t s  € 2 ,  1-12, 0 2  a n d  € 3 ,  1-13, 0 3 ,  r e s p e c t i v e l y .  The  d i p o l e  is 
l o c a t e d  a t  p o i n t  P a t  a d i s t a n c e  2 f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e  
r l  = a .  I t s  moment f o r m s  a n  a n g l e  f3 w i t h  t h e  p l a n e  P ,  p a s s i n g  
t h r o u g h  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  0102 o f  t h e  s p h e r e s  a n d  t h r o u g h  
p o i n t  P. I n  t h e  g e n e r a l  c a se  1 f o r m s  a n  a n g l e  a w i t h  t h e  l i n e  of 
t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s  0102 ( F i g .  4 3 ) .  The p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  
s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  w h i c h  o c c u r  a s  a r e -  
s u l t  o f  e x c i t a t i o n  o f  t h e  s p h e r e s  b y  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  
o u t s i d e  t h e  l a r g e r  s p h e r e  (medium I), i n  t h e  r e g i o n  b e t w e e n  t h e  
s u r f a c e s  o f  t h e  s p h e r e s  (medium II) a n d  i n s i d e  t h e  s p h e r e  r2 = b 
(medium III). I n  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  t h e  compon- 
e n t s  o f  t h e  f i e l d  i n  e a c h  o f  t h e  m e d i a ,  j u s t  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  
c a s e s ,  may b e  f o u n d  t h r o u g h  t h e  Debye p o t e n t i a l s  a c c o r d i n g  t o  t h e  / 3 7 5  
f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 1 5 ) .  T h e r e f o r e ,  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n ,  
t h e  p r o b l e m  i s  r e d u c e d  t o  s o l v . i n g  t h e  b o u n d a r y  p r o b l e m s  f o r  t h e  
p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  ui, v i  (i = 1,2,3), w h i c h  s a t i s f y ,  i n  e a c h  
r e g i o n ,  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  

A u L  + k:ui = 0,  i = 1, 2, '3, 

k?=&p./c2 i n  medium I, 

ki = (02ezpz + i4 nu2p.zw)lc2 i n  me d i um II , 

k: = (oaeSps 4 i4 nu,p@)/c2 i n  medium III , 
( 7 . 4 . 3 8 )  

a n d  o n  t h e i r  i n t e r f a c e ,  t h e  c o n j u g a t e  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 1 0 ) ,  (1.7.111, 
w h i c h  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
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( 7 . 4 . 3 9 )  

w h e r e  u = u o  + u l ,  v = v o  + v l .  A s  u s u a l ,  i t  i s  r e q u i r e d  o f  u 1  a n d  
v 1  t h a t  t h e y  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  To 
s o l v e  t h e  p r o b l e m  l e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t w o  s y s t e m s  o f  l o c a l  
C a r t e s i a n  a n d  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r l ,  e l ,  $ 1 ;  r 2 ,  82, $2 w i t h  
o r i g i n s  a t  p o i n t s  01 a n d  02 w i t h  a c o m m o n , p o l a r  a x i s  O Z ,  p a s s i n g  
t h r o u g h  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r e s  a n d  w i t h  c o i n c i d e n t  p l a n e s  OlxlZl 
a n d  02x2z2 ( t h e n  $ 1  = $2 = 4 ) .  From t h e  d i s c u s s i o n s  c i t e d  a t  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h i s  s e c t i o n ,  i t  f o l l o w s  t h a t  i f  t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  
d i p o l e  moment o n  t h e  p l a n e  P f o r m s  a n  a n g l e  y w i t h  t h e  l i n e  OlP, 
t h e n  t h e  p o t e n t i a l s  of  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  w i l l  b e  g i v e n  by  
f o r m u l a s  ( 7 . 4 . 3 )  or ( 7 . 4 . 4 )  as  a f u n c t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  d i p o l e  i n  
t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  moment b e l o n g s  t o  t h e  p l a n e  P ;  a n d  by  
f o r m u l a s  ( 7 . 4 . 5 )  or ( 7 . 4 . 6 )  i n  t h e  c a s e  when it i s  p e r p e n d i c u l a r  
t o  i't. H e r e  j u s t  a s  b e f o r e ,  i n  ( 7 . 4 . 3 1 ,  ( 7 . 4 . 4 )  as  t h e  E u l e r  a n g l e s  
w e  m u s t  t a k e  t h e  v a l u e s  $ 3  = ~ / 2 ,  0 3  = a ,  $ 3  = 3.rr/2, a n d  i n  f o r m u l a s  
( 7 . 4 . 5 ) ,  ( 7 . 4 . 6 )  t h e  v a l u e s  $ 3  = 0 ,  8 3  = a ,  $ 3  = 3 ~ / 2 .  F u r t h e r m o r e  
i n  t h e s e  f o r m u l a s  w e  m u s t  s u b s t i t u t e  y f o r  ys a n d  2 a n d  01 f o r  2, / 3 7  
a n d  8, , r e s p e c t i v e l y .  

S i n c e  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  
m a g n e t i c  d i p o l e  by  t h e  e q u a t i o n s ,  

t h e n  i n  t h e  f u t u r e  i t  i s  s u f f i c i e n t  
t o  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  
f o r  e x a m p l e ,  o n l y  f o r  t h e  c a s e  o f  
t h e  e l e c t r i c  d i p o l e .  The  s o l u t i o n  
t o  t h e  r e s p e c t i v e  p r o b l e m  for t h e .  
m a g n e t i c  d i p o l e  i s  o b t a i n e d  t h e n  
f r o m  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  on  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 4 . 4 0 )  

F i g .  4 3 .  A S p h e r e  Wi th  a Non- 
C o n c e n t r i c  S p h e r i c a l  I n c l u s i o n .  
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~ r 
( i n  ( 7 . 4 . 4 0 )  t h e  i n d e x  e i n d i c a t e s  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  f i e l d  a n d  t h e  i n d e x  m ,  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  
f i e l d ) .  L e t  t h e  moment p o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  l i e  i n  t h e  p l a n e  
P a n d  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  l e t  f o r m u l a s  ( 7 . 4 . 3 )  

, b e  v a l i d  ( t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  comments  made a b o v e  r e l a t i v e  t o  
t h e  d e f i n i t i o n s ) .  Then  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d s  i n  r e g i o n  I i n  t h e  f o r m ,  

. m  n 

*- m n  

,-- . n 

a n d  i n  r e g i o n  3 ,  
- m  n 

X 
..=1/y= E 1  

/ 3 7 7  

( 7 . 4 . 4 2  1 

( 7 . 4 . 4 3  1 
m n 

t h e n  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  unknown e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  a h n ,  
a 2  a 
f o r m u l a s ,  

dmn w i t h  new o n e s  a c c o r d i n g  to t h e  3 1 2 3 
m n ,  m n ,  b m n ,  b m n '  bmn' C m n ,  

( 7 . 4 . 4 4  ) 
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f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 7 . 4 . 3 9 )  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  
( 3 . 7 . 1 0 )  a n d  ( 3 . 7 . 1 6 )  w e  f i n d  t h e  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  for t h e  

unknowns  A’ mn’ Am,’ Am,’ BAn’ 2 3 2 
Bin’  ‘mn’ Dmn: 

I m 

i n  w h i c h  w e  d e n o t e  

I 

( 7 . 4 . 4 5 )  

( 7 . 4 . 4 6 )  

( 7 . 4 . 4 7  

( 7 . 4 . 4 8 )  



.... .. . . ,. .. . 

a n d  w h e r e  

( 7 . 4 . 4 9 )  /379  

( 7 . 4 . 5 0 )  
i ,  j =  I ,  2 ,  j+i. 

A i  d i f f e r  f r o m  A I n  ( 7 . 4 . 4 8 )  e x p r e s s i o n s  o n l y  i n  t h e  f a c t  

t h a t  i n  them 6 a n d  6 2  a r e  s u b s t i t u t e d  b y  k p 2 / k 2 ~  a n d  k 3 , p 2 / k 2 p 3 ,  
r e s p e c t i v e l y ,  a n d  f,, b y  +mn, w h e r e  

n 

f m n  = ffnn ct fh, 
L= -f c o s y ( * n + I ) X  

( 7 . 4 . 5 1 )  /380 
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The m a t r i x  e l e m e n t s  of s y s t e m s  (7.4.451, (7.4.47) p o s s e s s  t h e  p r o p -  
e r t y  o f  p a r i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  i n d e x  m. For t h e m  

(7.4.52) 

F u r t h e r m o r e  t h e y  s a t i s f y  c o n d i t i o n  (1.9.19) a n d  t h e i r  r i g h t - h a n d  

s i d e s  s a t i s f y  t h e  . c o n d i t i o n  : l F m ? < a  a n d  I @ m n l a < , ,  by  v i r t u e  

o f  w h i c h  t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  o n  s o l v a b i l i t y  i s  a p p l i c a b l e  t o  
t h e m .  The a s s u m p t i o n  t h a t  homogeneous  s y s t e m s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
h e t e r o g e n e o u s  s y s t e m s  (7.4.451, (7.4.47) may h a v e  n o n - t r i v i a l  s o l u -  
t i o n s  wou ld  m e a n ,  a s  i s  o b v i o u s  f r o m  (7.4.46) a n d  (7.4.48) a n  
a m b i g o u s  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  Debye  
p o t e n t i a l s  (7.4.41) of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o u t s i d e  t h e  s p h e r e  rl = 
b a n d  i n  t h e  same m a n n e r  a m b i g u o u s  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l s  
t h e m s e l v e s  a n d  t h r o u g h  them t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s  a s  
w e l l .  However ,  t h i s  l a t t e r  w i l l  c o n t r a d i c t  t h e  t h e o r e m  o f  u n i q u e -  
n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  M a x w e l l  e q u a t i o n s  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  c o n d i t i o n s  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  a n d  t h e  c o n j u g a t e  
c o n d i t i o n s  of  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  a t  t h e  i n t e r f a c e  o f  t h e  m e d i a .  
T h e r e f o r e  f r o m  t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e  t h e r e  f o l l o w s  t h e  u n i q u e n e s s  
o f  s o l u t i o n s  t c  s y s t e m s  (7.4.45) a n d  (7.4.47) f o r  e a c h  m, s a t i s f y -  

i = 1 ;  2, 3 . T h e s e  s o l u t i o n s  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c -  

a t  i o n .  

By v i r t u e  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s ,  

(7.4.53) 

C I  , *n (n+ m)! 
(n  - m)! 

L l , I  = 

w h i c h  a r e  s a t i s f i e d  f o r  t h e  E u l e r  a n g l e s  $ 3  = ~ / 2 ,  $ 3  = 3 ~ / 2 ,  i t  /381 
f o l l o w s  t h a t  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s t e m s  w i l l  s a t i s f y  t h e  
e q u a t i o n s  
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(m i s  o d d ;  w i t h  a n  e v e n  m i n  t h e  e x p r e s s i o n  F -m, n 

f--m,n = - f!nn + fin), 

@-m,n = @mn 

(for a l l  m) 
( 7 . 4 . 5 4 )  

T h e r e f o r e  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 4 . 5 2 )  w e  a l w a y s  h a v e  

From ( 7 . 4 . 5 1 )  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  if y = ~ / 2  ( t h e  d i p o l e  i s  h o r i z o n -  
t a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s p h e r e  w i t h  r a d i u s  r = a > ,  t h e n  f,!,,, = 0 ,  
a n d  f o r  a l l  m 

If y = 0 ( t h e  d i p o l e  i s  v e r t i c a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s p h e r e  w i t h  
r a d i u s  r = a )  t h e n  f i n  = 0 a n d  for a l l  m 

L e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  p a r t i c u l a r  c a s e s  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  
g e n e r a l  f o r m u l a s .  

1. The v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  y = 0 .  Then  Qmn = 0 and  

i T h e r e f o r e  a l l  B m n  = 0 ( i  = 1, 2 ,  3 )  a n d  D m n  = 0 s u c h  t h a t  a l s o  V i  = 

are f o u n d  f r o m  ( 7 . 4 . 4 5 )  0 (i = 1, 2 ,  3). The c o e f f i c i e n t s  A m n ,  C m n  
a n d  ( 7 . 4 . 4 6 )  i n  w h i c h  

i 

3 5 9  
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a n d  (7 .4 :57 )  i s  v a l i d .  I n  t h i s  case f r o m  ( 7 . 4 . 4 1 )  we f i n d  f o r  t h e  / 3 8 2  
p o t e n t i a l  u 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  s c a t t e r e d  o n  t h e  s p h e r e  w i t h  
r a d i u s  r = a, t h e  e x p r e s s i o n  

Hence i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  wave b a n d  

x.(- i)" Afnn $n (ka) f l  (COS 0,) COS m cp 

a n d  i n  t h i s  v i c i n i t y  t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  w i l l  b e  e q u a l  t o  

w h e r e  

(n - m)! ~2 
lRfcos (a--8,) O0 

t x  C C em ( (n + m)! 
e W, = 

k2P n=O m=O 

If a = 0 '  h e r e  ( t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  on t h e  p o l a r  a x i s )  , t h e n  A i  = 
mn 

a r e  f o u n d  f r o m  ( 7 . 4 . 4 5 1 ,  ( 7 . 4 . 4 6 )  i f  m # 0 ,  b u t  A,,, C o n  i 
= 0 ,  'mn 

w i t h  m = 0 .  H e r e  

3 6 0  



fa,  ,= R n  f -- ip (2n 3. I )  5, (k l )  I' 

a n d  f o r  t h e  s t r a y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d  

w h e r e  

T h i s  c a s e  ( y  = 0 , a  = 0 )  w a s  s t u d i e d  p r e v i o u s l y  i n  C831. 

The c o m p o n e n t s  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d ,  
when y = 0 ,  i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s y s t e m  rl , 8 1  , 
$ 1  by  t h e  e x p r e s s i o n s  

w h e r e  

a n d  i n  t h e  c a s e  when a = 0 ,  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  

elkR 

E! = \,IT H i  = k2p - R W0(0,), 

/383 
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F i g u r e  4 4  g i v e s  t h e  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m s  c o n s t r u c t e d  f o r  t h e  
s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  H1 i n  t h e  wave b a n d  i n  t h e  case 9 when y = a = 0 ,  medium I i s  a vacuum,  medium I1 i s  a d i e l e c t r i c  
( 0 2  = 0 1 ,  medium 111 i s  a n  i d e a l  c o n d u c t o r  ( 0 3  = 0 0 1 ,  a n d  k z b  = 1, 
k 2 a  = 4 ,  k 2 Z o  = 2 ,  k l Z  = 1 4 ,  k l a  = 2 .  The g r a p h s  o f  t h e  f u n c t i o n s  
IV(01)l, t h r o u g h  w h i c h  H$ i s  d e t e r m i n e d  i n  t h e  wave b a n d ,  a r e  c o n -  
s t r u c t e d  f o r  t h e  v a r i o u s  i n c r e a s i n g  o r d e r s  of t r u n c a t i o n  o f  t h e  
s y s t e m  ( 7 . 4 . 4 5 )  ( m  = 0 ,  N = 2 ,  3 ,  4 a n d  5 ;  c o r r e s p o n d i n g l y  i n  /384  
( 7 . 4 . 4 5 )  a n d  i n  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  V ( O 1 >  we a s s u m e d  n ,  
q = 1, ..., N). F o r  t h e s e  p a r a m e t e r s  a f u l l y  s a t i s f a c t o r y  c o i n c i -  
d e n c e  o f  t h e  r e s u l t s  i s  o b s e r v e d  when N 4 .  

2 .  The h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  y =  IT/^. I n  t h i s  c a s e  

and  i n  s y s t e m s  - - a n d  f 2  - -fin, s o  t h a t  a l s o  F - m n  - - F m n ,  f m n  = fin¶ -mn 
( 7 . 4 . 4 5 )  - ( 7 . 4 . 4 8 )  

i 1 ' 1  
L m , n  - A m n  , B-m,n = B m n  9 C.-m,n =z - C m n  p 

D - m , n  = D ,  (i = 1, 2, 3). 

D = 0 (i = 1, 2 ,  31, i i 
I n  p a r t i c u l a r  if c1 = 0 .  t h e n  A m n ,  B m n ,  C m n ,  

i i if m # 21, b u t  f&¶ B f l n  a n d  Cfln' '+-In (i = 1, 2 ,  31, a r e  f o u n d  
mn 

f r o m  e q u a t i o n s  ( 7 . 4 . 4 5 )  - ( 7 . 4 . 4 8 )  
when m = 2 1. H e r e  for t h e  p o t e n t i a l s  
o f  t h e  s t r a y  f i e l d  we o b t a i n  t h e  e x -  
p r e s s i o n s  ¶ 

X 
1 

u1 = - 
krt 2 n= I [n(n +1)1'/2 

kr,  2i 2 n=l G(n +I)?/* 

x Aln q n  (ha) 5, (hr1) PA (COS e,) COS C P ~  

X 

F i g .  4 4 .  The F u n c t i o n  x Bfn q n  (ka) 5, (krd PA (COS 0,) sin cp,  
Iw(e,)l for V a r i o u s  
V a l u e s  o f  N .  1. N = 5 ;  o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  i n  t h e  wave b a n d  
2 .  4 ;  3 .  3 ;  4 .  2 .  t h e  c o m p o n e n t s  of  t h e  s t r a y  e l e c t r o -  

1 
0' = - 

m a g n e t i c  f i e l d  a r e  e q u a l  t o  
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- 

, 

w h e r e  / 3 8 5  

m 

For t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  i n  t h i s  c a s e  when c1 # 0 w e  w i l l  h a v e  

w h e r e  

+ 
etmp 

dP," (cos 0,) 

4- - .L.?I $tz (kf) P," (cos e,) 

x [ GI q n  (k l )  d . 

I1 ' 
im 

sin e, 
e i k i c o ~  (a--8,) Lz e (- i)" 2n+1 

n(n 4-1) 
t z = ~  m=-n 

kl w2 = 

/ 3 8 6  
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a n d  when ct = 0 ,  

3 .  When 2 0  = 0 ( t h e  c a s e  o f  t w o  c o n c e n t r i c  s p h e r e s )  f r o m  t h e  
g e n e r a l  f o r m u l a s  c i t e d  a b o v e  w e  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  
o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  d i p o l e  f i e l d  w i t h  a r b i t r a r y  o r i e n t a t i o n  
of  t h e  moment p o n  two c o n c e n t r i c  s p h e r e s  w h i c h ,  when b = 0 ,  c o n -  
v e r t  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o n  o n e  a b s o r b i n g  
s p h e r e .  

4 .  I n  t h e  case  when t h e  s p h e r e  w i t h  a r a d i u s  2-2 = b i s  a n  

i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o n e ,  we f i n d  A,, 3 B i n  = 0 ( t h e n  t h e  p o t e n t i a l  

u 3  = v 3  z 0 ) .  I n  r e g i o n s  I, 11 t h e  p o t e n t i a l s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  
e x p r e s s i o n s  ( 7 . 4 . 4 1 1 ,  ( 7 . 4 . 4 2 ) ,  i n  w h i c h  t h e  u n k n o y n  e x p a n s i o n  c o -  
e f f i c i e n t s  a r e  f o u n d  f r o m  ( 7 . 4 . 4 4 )  w h e r e  i n  t u r n  A; 

i = 1, 2 ,  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  ( 7 . 4 . 4 5 )  - ( 7 . 4 . 4 8 )  w i t h o u t  t h e  
f o u r t h  a n d  l a t e r  e q u a t i o n s  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e r e  w e  h a v e  

, B k n ,  C,,, 
9 

L e t  US n o t e  t h a t  r e l a t i o n s h i p s  ( 7 . 4 . 4 5 )  - ( 7 . 4 . 4 8 )  a n d  ( 7 . 4 . 4 9 )  may 
b e  t o  a s i g n i f i c a n t  d e g r e e  s i m p l i f i e d  a l s o  i n  a number  o f  o t h e r  
c a s e s ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  c h o i c e  o f  v a l u e s  o f  t h e  c o n s t a n t s  ~ i ,  vi, 
ai i n  t h e  a d j a c e n t  r e g i o n s  a n d  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  kia, kib, 
e t c .  

Now l e t  t h e  moment o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  b e  d i r e c t e d  p e r p e n -  
d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  P. Then t h e  s c h e m e  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  
r e m a i n s  a s  b e f o r e :  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 7 . 4 . 4 1 )  - ( 7 . 4 . 4 3 )  a n d  make  t h e  s u b s t i t u t i o n  
of t h e  unknown c o e f f i c i e n t s  of  t h e  s e r i e s  f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  
( 7 . 4 . 4 4 ) , ,  t h e n  f r o m  t h e  c o n j u g a t e  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s p h e r e s  w e  a g a i n  o b t a i n  t h e  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  ( 7 . 4 . 4 5 )  - ( 7 . 4 . 4 8 )  
w i t h  t h e  same m a t r i x  e l e m e n t s  whose  r i g h t - h a n d  s i d e s  w i l l  b e  g i v e n  / 3 8 7  
r e s p e c t i v e l y  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  
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a n d  

! 0 1 ,  i n  w h i c h  t h e  E u l e r  a n g l e s  a r e  e q u a l  to $ 3  = 0 ,  8 3  = a ,  (f?h 
$ 3  = 3 T / 2 .  

S i m i l a r l y  w e  s o l v e  t h e  p r o b l e m  a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  m a g n e t i c  
d i p o l e .  

L e t  u s  n o t e  a l s o  t h a t  t h e  s c h e m e  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  d o e s  
n o t  c h a n g e  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  on  t h e  s u r f a c e  
o f  a s p h e r e  w i t h  t h e  r a d i u s  r = a or when i t  i s  f o u n d  i n s i d e  o n e  
o f  t h e  s p h e r e s .  

35. Problem o f  t h e  F i e l d  o f  Two S p h e r i c a l  E m i t t e r s .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h , e  p r o b l e m  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  o f  a 
s y s t e m ,  composed  o f  two c o a x i a l  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  ( a n t e n n a s )  w i t h  
s u r f a c e s ,  s e p a r a t e d  by  a s m a l l  g a p  t o  w h i c h  i s  s u p p l i e d  f r o m  w i t h -  
o u t  ( f o r  e x a m p l e ,  u s i n g  a c o a x i a l  l i n e )  a n  e x c i t i n g  v o l t a g e  w h i c h  
i s  s y m m e t r i c a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  a x i s ,  on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  
s u r f a c e s  o f  t h e  e m i t t e r s  a r e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o n e s  a n d  t h a t  t h e  
medium s u r r o u n d i n g  them i s  a u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  s p a c e  
w i t h  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  LI a n d  a c o n d u c t i v i t y  
(5 = 0 a n d  t h a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  s u p p l y  l i n e s  on  t h e  f i e l d  o f  
t h e  s y s t e m  c a n  b e  i g n o r e d .  A s  u s u a l ,  t h e  p r o b l e m  c . o n s i s t s  o f  s e e k -  
i n g  a s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  Maxwel l  e q u a t i o n s  (1.1.4) o u t s i d e  
t h e  e m i t t , e r s  ( p ( e x t )  = 0 ,  J ( e x t )  = O ) ,  w h i c h  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  
e m i t t e r  s a t i s f i e s  s e v e r a l  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  c o n d i -  
t i o n s  of  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  a n d  a l s o  p o s s e s s e s  ( o n  t h e  s t r e n g t h  
of  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  e m i t t e r s  
a n d  t h e i r  p r o p e r t y  o f  e x c i t a t i o n )  a x i a l  s y m m e t r y  ( a / a +  E 0 ) .  

I n  l o c a l  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r s ,  B s ,  + s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  / 3 8 8  
s - t h  e m i t t e r  ( t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  p r o b l e m  i s  shown i n  F i g .  4 5 1 ,  s = 

of t h e  u n i f o r m  s - t h  e m i t t e r  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  a / a $ ,  = 0 ,  
may b e  r e p r e s e n t e d  o n  t h e  b a s i s  of ( 1 . 6 . 2 7 )  i n  t h e  f o r m ,  

- + 1, t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  of Maxwel l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  f i e l d  
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i . 1  aGs 
e-.-.- 

‘8  koe r:sin8, 68, ’ 

( 7 . 5 . 1 )  

F i g .  4 5 .  G e o m e t r y  o f  t h e  P r o b l e m  o f  t h e  F i e l d  
o f  T w o  S p h e r i c a l  E m i t t e r s .  

w h e r e  us i s  t h e  Abraham s c a l a r  p o t e n t i a l ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  e q u a -  
t i o n  ( 1 . 6 . 2 8 1 ,  

( 7 . 5 . 2 )  

If w e  s u b s t i t u t e  i n t o  e q u a t i o n  ( 7 . 5 . 2 )  t h e  f u n c t i o n  r s s i n e s H s  f r o m  

( 7 . 5 . 1 )  r a t h e r  t h a n  us t h e n  f o r  t h e  c o m p o n e n t  HS , w e  f i n d  t h e  e q u a -  

t i o n ,  

%S 

+ S  3 

( 7 . 5 . 3 )  / 3 8 9  
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w h i c h  a p p e a r s  a s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  AHS 

i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  a n d  p o s s e s s i n g  a n  a z i m u t h  number  m = 1. 
I t s  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  
a t  i n f i n i t y  a n d  w h i c h  a r e  b o u n d e d  a t  t h e  t e r m i n a l s  Els = 0 ,  8s = a ,  

w i l l  b e  t h e  wave f u n c t i o n s  h k ’ ) ( k r , ) P A ( c o s  9 s ) ,  w h e r e  n = 1, 2 ,  ... 
T h e r e f o r e ,  t h e  c o m p o n e n t  H o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  u n i f o r m  e m i t t e r  

may b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s ,  

+ k2HS = 0 ,  w r i t t e n  
OS OS 

S 

$5- 

(7.5.4) 

S S 
A s  i s  o b v i o u s  f r o m  ( 7 . 5 . 1 )  t h e  c o m p o n e n t s  E r ,  E e  o f  t h e  e l e c t r i c  

f i e l d  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  H b y  t h e  f o r m u l a s ,  S 

6 

(sin e, HS,), a . -  i *  E: = 
E kOra sin 0, de, 

- i  13 
E; = __ __ ( r , H t )  

k o e  r ,  dr ,  b 

(7.5.5) 

( t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  may b e  o b t a i n e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  Maxwel l  s y s -  
t e m ) .  

We s h a l l  s e e k  t h e  r e s u l t i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  o f  two e m i t -  

S 
t e r s  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum E =  %’ E S , H =  y H s  , w h e r e  E S  = Hp = HE = 

O d 
s==* I 

L 
s=* I 

S 
0 ,  a n d  E p y  E; a n d  HS s = 2 1, a r e  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  (7.5.4), 

O ’  
(7.5.5). The i n t e r a c t i o n  o f  t h e  e m i t t e r s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  
t h r o u g h  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  a;, w h i c h  a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r -  
m i n a t i o n .  For t h i s  w e  u s e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

r = a, 
S 

E o  I 

(1) 0 when rs = a s  o u t s i d e  t h e  g a p ;  

( 2 )  t h e  f i e l d  a p p l i e d  t o  t h e  g a p  o f  t h e  s - t h  
< < e m i t t e r  when r s  = as a n d  0 :  - a s  - 0 s  - 

9: + a s ,  w h e r e  a s  i s  t h e  a n g u l a r  w i d t h  o f  
t h e  g a p  of t h e  s - t h  e m i t t e r ,  s = 2 1, 

w h i c h  m u s t  b e  s a t i s f i e d  s i m u l t a n e o u s l y  o n  t h e  s u r f a c e  of e a c h  e m i t t e r  
of  t h e  s y s t e m  f o r  t h e  a d j a c e n t  c o m p o n e n t  o f  t h e  v e c t o r  of  t h e  e l e c -  
t r i c  i n t e n s i t y  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d .  A f t e r  r e p e a t i n g  t h e  a r g u m e n t s  
s i m i l a r  t o  t h o s e  g i v e n ,  f o r  e x a m p l e  i n  [ 8 ,  7 1 ,  w h e r e  a d i s c u s s i o n  / 3 9 0  
w a s  g i v e n  o f  t h e  m e t h o d  o f  s o l v i n g  a s i m i l a r  p r o b l e m  for t h e  u n i -  
f o r m  s p h e r i c a l  e m i t t e r  o b t a i n e d  b y  S t r a t t o n  a n d  Chu,  w e  f i n d  t h a t  

367  



c o n d i t i o n  ( 7 . 5 . 6 )  may b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

i f  w e  a s s u m e  t h a t  a s  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  v a l u e s ,  s = 3. Here 
t h r o u g h  V S  w e  d e n o t e  t h e  s y m m e t r i c a l l y  e x c i t i n g  v o l t a g e  a p p l i e d  t o  
t h e  g a p  o f  t h e  S - t h  e m i t t e r  w h i c h  i s  a s s u m e d  t o  b e  g i v e n .  On t h e  
b a s i s  o f  ( 7 . 5 . 5 )  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a s s u m e s  t h e  f o r m ,  

0 

2 n f  1 
PA (cos 0,”) PA (cos e8), s = * 1. 2 n= I 2n(n+1) 

If i n s t e a d  o f  Hz w e  s u b s t i t u t e  h e r e  t h e  s e r i e s ,  

( 7 . 5 . 7 )  

( 7 . 5 . 8 )  

w e  f i n d ,  a f t e r  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 3 . 7 . 1 0 )  a n d  s u b s t i t u t i n g  

t h e  new unknowns  A S  f o r  t h e  unknowns  a2 a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  n 

( 7 . 5 . 9 )  u ; = $ n ( b , ) A ; ,  s =  +1 ,  

a n d  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  f o r  d e t e r m i n i n g  A n :  

W Ai + 2 a ~ ~ ~ v s )  A-S 
( 7 . 5  .lo> m If, 

m=l 

w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

a n d  w i t h  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e ,  

( 7 . 5 . 1 1 1  

( 7 . 5 . 1 2 ) .  
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w h e r e ,  j u s t  as i n  t h e  p r e v i o u s  p r o b l e m s  0 - 1  1 = 0 ,  0 1 , - 1  = TT,  a n d  / 3 9 1  

a s s u m e d  t h a t  t h e  s p h e r e s  do  n o t  t o u c h  o n e  a n o t h e r ) .  S y s t e m  ( 7 . 5 . 1 0 )  
d i f f e r s  f r o m  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 1 ,  i f  t h i s  l a t t e r  s y s t e m  i s  
a s s u m e d ,  w i t h  a v a l u e  o f  m = 1, [ t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  ( 7 . 3 . 8 1 1  t o  
b e  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e .  However ,  i t  i s  e a s y  t o  
s e e  t h a t  ( 7 . 5 . 1 2 )  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 ) .  T h e r e f o r e ,  s y s t e m  
( 7 . 5 . 1 0 )  w i l l  p o s s e s s  a l l  p r o p e r t i e s  o f  s y s t e m  ( 7 . 3 . 9 ) .  I t s  s o l u -  
t i o n  ( w h i c h  i s  u n i q u e  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  u n i q u e n e s s  of  t h e  s o l u -  
t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m )  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  
The d e t e r m i n a n t  o f  s y s t e m  ( 7 . 5 . 1 0 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  
( 7 . 3 . 1 4 1 ,  a n d  t h e  s y s t e m  i t s e l f  a f t e r  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  d e f i -  
n i t i o n s  ( 7 . 3 . 1 8 1 ,  ( 7 . 3 . 1 9 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  n o r m a l  f o r m  o f  

= i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  c e n t e r s  o$ t h e  s p h e r e s  ( i t  i s  T-s ,  s 

m 

( 7 . 3 . 1 7 ) .  S o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  ~ l , ¶ ~ ~ < c o . .  
n=l 

The a p p r o x i m a t e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  A; may 

b e  f o u n d  f r o m  t h e  f i n i t e  ( t r u n c a t e d )  s y s t e m s  w h i c h  h a v e  t h e  f o r m  
o f  ( 7 . 3 . 6 1 )  or ( 7 . 3 . 6 3 )  w i t h  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 7 . 5 . 1 1 )  a n d  w i t h  
r i g h t - h a n d  s i d e s  ( 7 . 5 . 1 2 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e  as  i n  a l l  
t h e  p r e v i o u s  p r o b l e m s .  

By d i s c o v e r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  A; t h e  p r o b l e m  i s  c o m p l e t e l y  

s o l v e d .  The c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  e m i t t e d  by  t h e  
s y s t e m  o f  t w o  c o a x i a l  s p h e r i c a l  e m i t t e r s ,  a r e  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  

f o r m u l a s  ( 7 . 5 . 8 ) ,  ( 7 . 5 . 5 )  ( H v = z H & 9  Ee=zE89 E r = x E : ) .  I n  t h e  

v i c i n i t y  of  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  8 ,  4 w i t h  
t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ( s e e  F i g .  4 5 ) ,  when a p p r o x i m a t e l y  8, = 8 , r s  = 
r - s z o c o s O  a n d  rs  = r ( r  > >  z), 2 0  = 2/2, we w i l l  h a v e  

s='* I s=* I s = f l  

w h e r e  

( 7 . 5 . 1 3 )  

( 7 . 5 . 1 4 )  

On t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 5 . 1 3 ) ,  ( 7 . 5 . 1 4 )  f o r  t h e  f u n c t i o n  Y ( 0 , + )  w h i c h  
a p p e a r s  i n  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i r e c t e d  e f f e c t  
( 1 . 4 . 1 8 )  o f  t h e  e m i t t i n g  s y s t e m ,  w e  f i n d  
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a n d  t h e n  for t h e  e m i t t i n g  s y s t e m  w h i c h  w e  a r e  s t u d y i n g  

w h e r e  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 7 . 5 . 1 4 ) ,  ( 7 . 5 . 9 )  

a n d  

L e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  p a r t i c u l a r  c a s e s  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  
f o r m u l a s  o b t a i n e d .  

1. For e x a m p l e ,  l e t  as = a, s = 21 a n d  8: = ~ / 2 ,  s = 21. 
( - 1  , + 1 )  = (-l)n+m x a ( 1 2 - 1 )  - - an, a n d  f r o m  Then t h e  r e l a t i o n s h i p  a nm 

(7.5.10) ( 7 . 5 . 1 2 )  we c a n  e s t a b l i s h  t h a t  w i t h  a c o p h a s a l  s u p p l y  of  
t h e  e m i t t e r s ,  when V = V + l  = V - 1 ,  

nm 

A+'. ,... = ,... 9 2,4 ,... = - AT,: ,,.. (7.5.15) 

and w i t h  a n t i p h a s e  s u p p l y ,  when V = V + l  = - v - ~  , 

A s  a r e s u l t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  f o r  t h e  f u n c t i o n  W(8) 
w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  

w (e) = 2 ~ 0 s  (kio cos e) x 
x 2 A,+' ~ l ,  (ka) (-- v PA (cos 0)-2i sin (kl,, cos e) x 

n=1,3. ... (7.5.17) 

x 2 A?' I& (ka) (- i)" PA (COS e) 
n=2.4.. . . 

3 7 0  
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a n d  

f r o m  w h i c h  it f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  case when H4 a t t a i n s  a d o m i n a n t  /393 
v a l u e  o n l y  b e c a u s e  o f  t h e  waves o f  f i r s t  o r d e r  (n = 1) t h e  f i e l d  
H +  w i l l  h a v e  t h e  f o r m ,  

eikt 

r COS ( R ~ o  cos e) sin e H v = A -  
( 7 . 5 . 1 9  1 

a n d  

elkt 
H ,  = B - sin (&lo cos 0) sin 0 ( 7 . 5 . 2 0 )  

r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e  A a n d  B a r e  c e r t a i n  c o n s t a n t s .  I n  p a r t i c u l a r ,  
( 7 . 5 . 1 9 )  a n d  ( 7 . 5 . 2 0 )  w i l l  b e  v a l i d  f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r  k a  ( k a  <<  1, as  t h e  c o m p u t a t i o n s  s h o w ,  f o r  e x a m p l e  
when k a  = 1 a n d  k Z  1 3 ,  a p p r o x i m a t e l y  A ;  = f$ a n d  i n  ( 7 . 5 . 8 )  i t  is 
s u f f i c i e n t  t o  c o n f i n e  o u t s e l v e s  o n l y  t o  t e r m s  w i t h  n = 1). E x p r e s -  
s i o n s  ( 7 . 5 . 1 9 ) ,  ( 7 . 5 . 2 0 )  show t h a t  f o r  s m a l l  k a  t h e  f i e l d  o f  t h e  
s y s t e m  o f  t w o  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  i s  f o u n d  t o  b e  i d e n t i c a l  t o  t h e  
f i e l d  o f  t h e  s y s t e m  o f  t w o  u n i t  e l e c t r i c  d i p o l e s  w i t h  t h e  r e s p e c t i v e  
v a l u e s  of t h e i r  m o m e n t s ,  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  7. f r o m  o n e  a n o t h e r .  

= I n  t h i s  ca se  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  A ; ,  s 
2 1 may b e  f o u n d  b y  s o l v i n g  t w o  m u t u a l l y  i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  o f  
N-th o r d e r ,  

N 

m=l 
N 

( 7 . 5 . 2 1 )  

( 7 . 5 . 2 2 )  
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w h i c h  a r e  o b t a i n e d  i n  t h e  s a m e  way as i n  t h e  p r e v i o u s  p r o b l e m s ,  o n  
t h e  b a s i s  of  t h e  r e l a t i o n s h i p  e s t a b l i s h e d  a b o v e  b e t w e e n  t h e  m a t r i x  
e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m  ( 7 . 5 . 1 0 )  when a s  = a ,  s = 2 1. 

2 .  We s h a l l  a s s u m e  now t h a t  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  e m i t t e r s  i s  . 
much g r e a t e r  t h a n  t h e  wave l e n g t h  (kZ > >  1) a n d  i s  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  
w i t h  t h e  r a d i i  o f  t h e  s p h e r e s .  Then  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  kZ > >  
n + m ,  w h e r e  n ,  m 1, 2 ,  ..., N ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  f o r m u l a  w h i c h  
i s a s y m p t o t i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h r  a r g u m e n t  for t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  

f u n c t i o n  h i l ) ( k Z ) ,  a p p l i e d  t o  ( 7 . 5 . 1 1 )  i t  i s  f o u n d  t h a t  i n  t h i s  

b C a 

d e 

/ 3 9 4  

F i g .  4 7 .  The F u n c t i o n  as a F u n c t i o n  o f  t h e  A n g l e  0 . ( z  = 3 a ,  
V +  1 = V - 1 )  when k a  = 1 . 5  (11, 2 ( 2 ) ,  n ( 3 )  a n d  4 ( 4 ) .  
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F i g .  4 8 .  T h e  F u n c t i o n  IH@I2 as  a F u n c t i o n  of t h e  A n g l e  8 when k a  = 
T, 2 = 3 a  a n d  V + 1  = V - 1  (11, V + 1  = -V-1  ( 2 ) ,  V + 1  = -iV-1 ( 3 ) .  

a p p r o x i m a t i o n  = 0 f o r  a l l  n a n d  m y  s u c h  t h a t  / 3 9 5  nm 

Ai = f i .  
( 7 . 5 . 2 3 )  

T h i s  r e s u l t  means  t h a t  i n  t h e  case  o f  w i d e l y  s e p a r a t e d  s p h e r i c a l  
s y m m e t r i c a l l y  e x c i t e d  e m i t t e r s ,  when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  them i s  
s u f f i c i e n t l y  g r e a t  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r a d i i  of t h e  s p h e r e s ,  
t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  w h i c h  a r i s e s  d u r i n g  t h e  s u b s e q u e n t  r e c i p r o c a l  
d i f f r a c t i o n s  on t h e  e m i t t e r s ,  c a n  b e  i g n o r e d  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
p r i m a r y  f i e l d s  o f  t h e  e m i t t e r s .  F o r  s u c h  a c a s e  t h e  d i r e c t i o n a l  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  e m i t t e r s  when a s  = a ,  8 :  = ~ / 2 ,  s = 2 1, w i l l  b e  
d e s c r i b e d  f o r  a c o p h a s a l  s u p p l y  o f  t h e  e m i t t e r s  by  t h e  f o r m u l a ,  

a n d  w i t h  a n t i p h a s e  s u p p l y ,  b y  t h e  f o r m u l a ,  

( 7 . 5 . 2 4 )  

( 7 . 5 . 2 5 )  

F i g .  4 9 .  T h e  F u n c t i o n  IH+I' as a F u n c t i o n  o f  t h e  A n g l e  8 For a 
S i n g l e  S p h e r i c a l  E m i t t e r  When k a  = ~ / 4  (1) ; 1 ( 2 )  ; 1 . 5  ( 3 )  ; 2 ( 4 )  ; 
r ( 5 ) ;  a n d  4 ( 6 ) .  

3 7 3  
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I n  t h e  case o f  a r b i t r a r y  v a l u e s  o f  kZ ( 2  > a-1 + a + l )  t h e  
v a l u e s  of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  of a l l  s u b s e q u e n t  o r d e r s  o f  s c a t t e r -  
i n g  may b e  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e . a s ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  
93 of t h i s  c h a p t e r ,  b y  a p p l y i n g  t o  t h e  s y s t e m  ( 7 . 5 . 1 0 )  t h e  m e t h o d  
s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .  

I n  t h e  g e n e r a l  case  t h e  d i r e c t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  
o f  two s y m m e t r i c a l  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  w i l l  d e p e n d  on t h e  v a l u e s  of  
t h e  p a r a m e t e r s  k Z ,  ka, ,  e,, t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  o f  t h e  s u p p l y  c u r -  
r e n t s ,  t h e  e x c i t i n g  e m i t t e r s  a n d  t h e i r  a m p l i t u d e s ,  e t ~ .  I n  p a r t i c u -  
l a r ,  0: = ~ / 2 ,  a s  = a ,  V ,  = e i s a V ,  s = 21, 
t h e  d i r e c t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  i n  t h e  wave b a n d  a r e  d e -  /396 
t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a ,  

0 

i n  t h e  c a s e  when kZ > >  1, 

r- 

w h e r e  
W (0) = Rase cos (a - kf, cos 0) x 

( 7 . 5 . 2 6 )  

A s  e x a m p l e s  i l l u s t r a t i n g  t h e  m e t h o d ,  l e t  u s  c i t e  t h e  d i r e c -  
t i o n a l  d i a g r a m s  c o n s t r u c t e d  f o r  IX4l2 as  a f u n c t i o n  o f  t h e  a n g l e  0 
f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  kZ, k a + l  = k a - 1  k a ,  V s  a n d  
0: = ~ / 2 ,  s 2 1 ( F i g s .  4 6 - 4 8 ) .  All t h e  d i a g r a m s  h a v e  b e e n  com- 
p u t e d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 7 . 5 . 2 1 1 ,  ( 7 . 5 . 2 2 1 ,  a n d  ( 7 . 5 . 1 3 1 ,  
( 7 . 5 . 1 4 ) .  They show t h a t  by  v a r y i n g  t h e s e  p a r a m e t e r s  w i t h  o n e  a n d  
t h e  same d i m e n s i o n s  of t h e  e m i t t e r s  we c a n  i n  t h e  n e c e s s a r y  m a n n e r  
v a r y  t h e  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  r a d i a t i o n  f r o m  t h e  s y s t e m .  

F o r m u l a  ( 7 . 5 . 2 6 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 7 . 5 . 2 7 )  

w h e r e  

f 2  (0) = PCOS (U - kfo COS e). 

I n  s u c h  a f o r m  t h e  f u n c t i o n  Hq i s  t h e  u s u a l  f u n c t i o n  of  t h e  d i r e c -  
t i o n a l i t y  o f  t h e  s y s t e m  f o r  l i n e a r  s y s t e m s  of  two i d e n t i c a l  e m i t t e r s .  
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H e r e  f l ( 0 )  i s  t h e  f u n c t i o n  o f  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  s e l f - c o n t a i n e d  
e m i t t e r  o f  t h e  s y s t e m ,  and  f 2 ( 0 )  i s  t h e  f u n c t i o n  o f  d i r e c t i o n a l i t y '  
o f  t h e  two u n d i r e c t e d  s y m m e t r i c a l  v i b r a t o r s  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  
Z f r o m  o n e  a n o t h e r  w i t h  a p h a s e  d i f f e r e n c e  a i n  t h e  v i b r a t o r s .  The 
d i r e c t i o n a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s e l f - c o n t a i n e d  e m i t t e r  d e p e n d s  s u b -  
s t a n t i a l l y  on t h e  v a l u e  o f  k a  ( F i g .  4 9 ) ;  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  ka, '  
t h e  d i a g r a m s  become m u l t i - l o b e d ,  a n d  t h e  i n t e n s i t y  o f  e m i s s i o n  i n  
t h e  d i r e c t i o n  0 = a / 2  i s  g e n e r a l l y  n o t  m a x i m a l  f o r  a l l  k a .  I f ,  
for e x a m p l e ,  t h e  m a x i m a l  i n t e n s i t y  o f  e m i s s i o n  of  t h e  s e l f - c o n t a i n e d  
e m i t t e r  i s  r e a c h e d  when 8 = e o ,  t h e n  f o r  t h e  v a l u e  a = kZ c o s  0 0  
H p o )  = 2 f l ( 0 0 ) .  

The m e t h o d  g i v e n  h e r e  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o f  a f i e l d  'of 
two s y m m e t r i c a l l y  e x c i t e d  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  may b e  e x t e n d e d  a l s o  
t o  t h e  l i n e a r  s y s t e m  o f  any f i n i t e  number o f  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  
w i t h  a common a x i s  o f  r o t a t i o n  [ 9 3 1 .  
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CHAPTER 8 

DIFFRACTION ON ELLIPTICAL CYLINDERS 

S l .  Diffraction of a Plane Electromagnetic W a v e  on a n  
Elliptical Cy1 i nder 

On a n  i n f i n i t e l y  l o n g  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  / 3 9 7  - 
o c c u p y i n g  t h e  r e g i o n  5 L. 5' a n  u n b o u n d e d  h o m o g e n e o u s  a n d  i s o t r o p i c  
s p a c e  w i t h  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  p a n d  a c o n d u c -  
t i v i t y  0 = 0 ,  l e t  t h e r e  b e  ( i n  t h e  e l l i p t i c a l  s y s t e m  of c o o r d i n a t e s  
5 ,  0 ,  z w i t h  t h e  a x i s  0 2 ,  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r - )  
i n c i d e n t  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave (1.3.4) p r o p a g a t i n g  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i t  v e c t o r  n w h i c h  f o r m s  a c e r t a i n  a n g l e  8 w i t h  
t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  Oz a x i s  a n d  l e t  t h e r e  a l s o  b e  a n  
a n g l e  a b e t w e e n  i t s  p r o j e c t i o n  o n  t h e  p l a n e  Oxy a n d  t h e  p o s i t i v e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  Ox a x i s  w h i c h  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  l a r g e  d i a m e t e r  o f  
t h e  e l l i p s e  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r  w i t h  t h e  p l a n e  
Oxy ( f i g .  5 0 ) .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  t h e  wave i s  p o l a r i z e d  s u c h  
t h a t  t h e  v e c t o r  o f  t h e  e l e c t r i c  i n t e n s i t y  E o  f o r m s  a n  a n g l e  f3 w i t h  
t h e  p l a n e  P, w h i c h  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  d i r e c t i o n  n a n d  t h e  a x i s  0 2 .  
L e t  u s  f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  s c a t -  
t e r e d  on  t h e  c y l i n d e r .  S i n c e  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  e l l i p t i c a l  
c y l i n d e r  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  p e r m i t s  r e p r e s e n t a t i o n  i n  t h e  
f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  o f  f i e l d s  o f  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  t y p e s ,  
t h e n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n  
t o  two p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  , c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c a s e s  : 

(1) t h e  v e c t o r  E o  1 1  pl. P (TM t y p e  f i e l d ) .  

( 2 )  t h e  v e c t o r  E o  1 p l .  P (TE t y p e  f i e l d ) .  

If we i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  s c a l a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  u ,  
V ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  by  
f o r m u l a s  ( 1 . 6 . 2 0 1 ,  ( 1 . 6 . 1 9 1 ,  t h e n  i n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s  c o n s i s t s  o f  f i n d i n g  t h e  f u n c -  
t i o n s  u l ,  v 1  w h i c h  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 7 1 ,  ( 1 . 7 . 8 )  [ i n  ( 1 . 7 . 7 )  u = u o  + u 1  and  i n  ( 1 . 7 . 8 )  
v = ?lo + V I ,  w h e r e  u o  a n d  ?lo a r e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  of  TM t y p e  or T E  t y p e ,  r e s p e c t i v e l y ]  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
c y l i n d e r  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  
S i n c e  i n  t h e  c a s e  o f  a TM t y p e  f i e l d  t h e  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t  o f  / 3 9 8  
t h e  v e c t o r  E o  i s  e q u a l  t o  

fht+iR sin e(nr) E, = EsinQe 

a n d  i n  t h e  c a s e  of a TE t y p e  f i e l d  t h e  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t  o f  
t h e  v e c t o r  H o  i s  e q u a l  t o  

H -E siie eihz+fb sin 
2 -  
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w h e r e  i n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  (nr) = f ( c h  5 cos TI cos a + s h  5 x 
s i n  q s i n  a), t h e n  i n  t h e  same way as i n  51, C h a p t e r  6 ,  i n  a s i m i l a r  
p r o b l e m  f o r  t h e  c i r c u l a r ' c y l i n d e r ,  on  t h e  b a s i s  o f  (4.4.10) w e  f i n d  
t h a t  t h e  f u n c t i o n s  u o  a n d  V O  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  e x p a n s i o n s ,  

and  

where 

(8.1.1) 

(8.1.2) 

F i g .  5 0 .  D i f f r a c t i o n  of  a P l a n e  Wave o n  a n  E l l i p t i c a l  C y l i n d e r .  

(fk s i n  a n d  h = k c o s  8 .  
4 w h e r e  = k 2  - h2, q = 

/399.  Case  o f  a TM Type  F i e l d .  If we s e e k  t h e  p o t e n t i a l  u 1  of t h e  - 
f i e l d  s c a t t e r e d  on t h e  c y l i n d e r  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  e l l i p -  
t i c a l  wave f u n c t i o n s  (4.1.9), ( 4 . 1 . 1 0 1 ,  

( 8 . 1 . 3 )  n=O 

3 7 7  
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w i t h  u n d e t e r m i n e d  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  an a n d  b n ,  t h e n  f r o m  t h e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 7 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  ( E  = E o )  
w e  f i n d  t h a t  t h i s  l a t t e r  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  

Then  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( 8 . 1 . 4 )  

( 8 . 1 . 5 )  

( 8 . 1 . 6 )  

( 8 . 1 . 7 )  

( 8 . 1 . 8 )  / 4 0 0  

With  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  i n t o  a b a n d  w i t h  a 
w i d t h  o f  2f(E0 = 01, 
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( 8 . 1 . 9 )  

The  l a w  g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  of  s u r f a c e  c u r r e n t s ,  i n -  
d u c e d  o n  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  is g i v e n  [ a s  f o l l o w s  f r o m  (1.1.7) 
a n d  ( 1 . 6 . 1 9 1 ,  ( 8 . 1 . 6 1 1  by  t h e  f o r m u l a s  ( 0  = ~ / 2 )  

I n  t h e  case of  b a n d  w i t h  a w i d t h  2f(to = O ) ,  

(8.1.10) 

(8.1.111 

( t h e  e q u a t i n g  t o  z e r o  o f  t h e  c o m p o n e n t  in,  n o r m a l  t o  t h e  e d g e  o f  
t h e  b a n d ,  means  a u t o m a t i c  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n  o n  
t h e  e d g e  of t h e  b a n d  when 5 = q = 0 ) .  

W i t h  n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave  o n  t h e  c y l i n d e r  ( w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r ) ,  when 0 = n / 2 ,  t h e  
v a l u e  o f  t h e  b a c k  s c a t t e r i n g  cross s e c t i o n  ( r a d a r  c r o s s  s e c t i o n )  
f o r  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  i s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a ,  

( 8 . 1 . 1 2 )  /401 

I n  t h e  ca se  when t h e  wave  i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  LG a x i s  ( a  = 01 ,  
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a n d  when a = ~ / 2 ,  

( 8 . 1 . 1 4 )  

W i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  e l l f p t i c a l  c y l i n d e r  i n t o  a b a n d  w i t h  a 
w i d t h  of 2 f ( E 0  O ) ,  

The c o m p l e t e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  i s  e q u a l  t o  

( 8 . 1 . 1 5 )  

( 8 . 1 . 1 6 )  

w h e r e  an a n d  bn a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  f o r m u l a  ( 8 . 1 . 1 4 ) .  When ct = 0 ,  

when ct = ~ / 2 ,  

(8.1.17) 

(8.1.18) 

a n d  f i n a l l y  i n  t h e  c a s e  o f  a b a n d  w i t h  a w i d t h  2f(S0 = O ) ,  

a m 
8 

" = - k 4) ce, (a, q) 1 . 1 MeA"(0, q) n=O 
( 8  .l. 19) 

Case  o f  a TE T y p e  F i e l d .  For a s t r a y  f i e l d  t h e  p o t e n t i a l  v 1  / 4 0 2  
i s  s o u g h t  i n  t h e  form o f  a s e r i e s  s i m i l a r  t o  ( 8 . 1 . 3 1 ,  

(8.1.20) 
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whose  c o e f f i c i e n t s  an a n d  bn a r e  f o u n d  f r o m  ( l . 7 . 8 ) y  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  ( 8 . 1 . 1 2 ) ,  a n d  a r e  e q u a l  t o 1  ( t h e  t e r m s  w i t h  d o  m u s t  b e  
d r o p p e d  e v e r y w h e r e )  

T h e r e f o r e ,  

2E~in8  
fia 

0' = 

x el& 2 { cn ') Me$' (E, q) ce, (u, q) ce, (q, q) + 
Me!?'(P, q) nFo 

a n d  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  2, = 2,' + 2,' 

I n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  wave b a n d  for t h e  s t r a y  f i e l d  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( 8 . 1 . 2 2 )  

( 8 . 1 . 2 3 )  

( 8 . 1 . 2 4 )  

/ 4 0 3  

. -. . -  

The p r i m e  i n  t h e  o r d i n a r y  a n d  i n  t h e  m o d i f i e d  M a t h i e u  f u n c t i o n s  

means  d i f f e r e n t i a t i o n  o v e r  t h e  a r g u m e n t .  I n  p a r t i c u l a r  c e i ( g o , d  = 
d -- Cen ( & p  d l e = E ,  e t  c . 

dE . 

3 8 1  
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For a b a n d  w i t h  t h e  w i d t h  2f(S0 = 0 )  

(8.1.25) 

(8.1.26) 

The l a w  g o v e r n i n g  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  
i s  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a s  

j E  = '0, 

(8.1.27) 

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  c o m p o n e n t  j ,  o f  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  s u r -  
f a c e  c u r r e n t s  a l o n g  t h e  Oz a x i s  does n o t  c r e a t e  a s t r a y  f i e l d ,  s i n c e  
i t  g e n e r a t e s  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  u ,  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  zero 
for a T E  t y p e  f i e l d .  For 'a b a n d  w i t h  a w i d t h  2 f ( S o  = 0 )  

j,, = - Ecsine $'{ cen(a, q)cen(~, 4) + 
i rcEa n=O c, Me!:)' (0, 9)  

382 
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(8.1.28) / 4 0 4  



T h e s e  e x p r e s s i o n s  s a t i s f y  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n s  a t  t h e  e d g e  o f  t h e  
b a n d .  W i t h  n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave o n  t h e  c y l i n d e r  ( w i t h  r e -  
s p e c t  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r ) ,  when 8 = m/2 t h e  b a c k  
s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  ( r a d a r  c r o s s  s e c t i o n )  

When a = 0 

a n d  when a = m / 2  

(8.1.29) 

(8.1.30) 

(8.1.31) 

a n d  f i n a l l y  i n  t h e  c a s e  o f  b a n d  w i t h  a w i d t h  o f  2f(c0 = 0 )  

(8.1.32) 

The t o t a l  c r o s s  ( l i n e a r )  s e c t i o n  o f  s c a t t e r i n g  i s  e q u a l  t o  

(8.1.33) 

w h e r e  an a n d  b,  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  (8.1.21). When 
a = 0 ,  

when a = m / 2 ,  

(8.1.34) /405 
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a n d  f i n a l l y  i n  t h e  case  o f  t h e  b a n d  

( 8 . 1 . 3 5 )  

U s i n g  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s  ( 4 . 2 . 2 9 ) ,  
( 4 . 3 . 7 )  a n d  ( 2 . 2 . 2 6 )  - ( 2 . 2 . 2 8 )  w h i c h  a r e  a s y m p t o t i c  r e l a t i v e  t o  
t h e  i n d e x  n, i t  i s  e a s y  t o  e s t a b l i s h  t h e  a b s o l u t e  a n d  u n i f o r m  c o n -  
v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s 2  w h i c h  a r e  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  s o l u t i o n s  ob-  
t a i n e d  a b o v e  f o r  t h e  p r o b l e m s  f o r  b o t h  c a s e s  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  
f i e l d .  T h e s e  s e r i e s  a r e  s u i t a b l e  f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  ( w i t h -  
o u t  r e s o r t i n g  t o  a c o m p u t e r )  f o r  r e l a t i v e l y  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r  q ,  whose  v a l u e  d e p e n d s  on  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c r o s s  s e c -  
t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r  - e l l i p s e  ( o n  t h e  f o c a l  d i s t a n c e  f )  a n d  on t h e  
wave l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n .  I n  t h e  g e n e r a l  case  t h e  n u m e r i c a l  com- 
p u t a t i o n  o f  t h e  o b t a i n e d  e x p r e s s i o n s  i s  made more  d i f f i c u l t  s i n c e  
t h e  t h e o r y  o f  e l l i p t i c a l  wave f u n c t i o n s  i s  m o r e  c o m p l i c a t e d  a n d  
t h e i r  t a b u l a t i o n  i s  more  d i f f i c u l t  t h a n ,  f o r  e x a m p l e ,  wave f u n c t i o n s  
o f  a c i r c u l a r  c y l i n d e r .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  t h e  T a b l e s  o f  M a t h i e u  
F u n c t i o n s  a r e  v a l i d  o n l y  f o r  c o m p a r a t i v e l y  s m a l l  r a t i o  b e t w e e n  t h e  
f o c a l  d i s t a n c e  o f  t h e  e l l i p s e  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r  
t o  t h e  wave l e n g t h  [ 4 3 ,  1 8 3 - 1 8 5 ,  1 8 8 1 .  The b o u n d e d n e s s  o f  t h e  e x t e n t  
o f  t h e  a v a i l a b l e  T a b l e s  o f  M a t h i e u  F u n c t i o n s  a n d  t h e  l a c k  o f  d a t a  
o n  t h e i r  a s y m p t o t i c s  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  q l e a d s  t o  t h e  s o l u t i o n s  
o f  ( 8 . 1 . 5 )  - ( 8 . 1 . 3 5 )  b e i n g  o f  v e r y  l i t t l e  p r a c t i c a l  f e a s i b i l i t y  i n  
t h e  o p t i c a l  wave b a n d ,  when b e c a u s e  o f  t h e  s m a l l  wave l e n g t h  t h e  
v a l u e  o f  q i s  q u i t e  l a r g e .  H o w e v e r ,  e v e n  i n  t h e  c e n t i m e t e r  wave 
b a n d  w i t h  t h e  p r o p e r  v a l u e  o f  t h e  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e  o f  t h e  e l l i p s e  
o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r  a l l  s o l u t i o n s  become f e a s i b l e  
f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  p r o b l e m .  The t h e o r y  o f  a p p r o x i -  
m a t e  m e t h o d s  f o r  c o m p u t i n g  i n f i n i t e  s e r i e s  o f  M a t h i e u  wave f u n c t i o n s  
i n  t h e  c a s e  o f  l a r g e  q ,  o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  t h e y  c o u l d  b e  c o n v e r t e d  
i n t o  e x p r e s s i o n s  t h a t  a r e  more  s u i t a b l e  f o r  c o m p u t a t i o n  a n d  a n a l y s i s  
o f  t h e  f i e l d ,  f o r  e x a m p l e ,  as  i s  d o n e  i n  t h e  c a s e  o f  a c i r c u l a r  c y l -  
i n d e r ,  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  i n s u f f i c i e n t l y .  More d i f f i c u l t i e s  a r i s e  / 4 0 E  
a l s o  i n  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  
w a v e s  on  a n  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  o f  a m a t e r i a l  w h i c h  p o s s e s s e s  a 
f i n i t e  c o n d u c t i v i t y  ( 0 2  # 0 ) ,  when q i s  ( i n  t h e  g e n e r a l  c a s e )  a com- 
p l e x  v a l u e  i n s i d e  t h e  c y l i n d e r  a n d  e v e n  when 0 2  = 0 i n s i d e  t h e  c y l -  
i n d e r  b u t  t h e  m a g n e t i c  a n d  e l e c t r i c  p e r m e a b i l i t i e s  o f  t h e  c y l i n d e r  
d i f f e r  f r o m  t h e  p e r m e a b i l i t i e s  o f  t h e  s u r r o u n d i n g  a t m o s p h e r e .  The 
s i n g u l a r i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  f o r  s u c h  a n  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  i s  t h a t  t h e  d e s i r e d  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  i n s i d e  
a n d  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r  a r e  s u i t a b l e  f o r  e x p a n s i o n  o f  t h e  M a t h i e u  
wave f u n c t i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  q ,  f o r  w h i c h  
t h e  a n g u l a r  M a t h i e u  f u n c t i o n s  become n o n o r t h o g o n a l  o n  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  c y l i n d e r .  A s  a r e s u l t  o f  t h e  r e e x p a n s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  
f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s ,  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  

- . .  . .  

The s e r i e s  c o n v e r g e  n o n - u n i f o r m l y  r e l a t i v e  t o  q C 1 7 1 - 1 7 4 1 .  
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e q u a t i o n s  i s  o b t a i n e d  w i t h  a n  i n f i n i t e  number  o f  unknowns C l ' L ' j J .  

5 2 .  F i e l d  o f  a L o n g i t u d i n a l  E m i t t e r  i n  t h e  P r e s e n c e  
of a n  E l l i p t i c a l  C y l i n d e r  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  p r o b l e m  o f  a u n i t  e l e c t r i c  or m a g n e t i c  d i -  
p o l e  f i e l d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  i n f i n i t e l y  l o n g  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  , o c c u p y i n g  i n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  i s o t r o p i c  
s p a c e  w i t h  c o n s t a n t  E ,  1-1 a n d  0 = 0 t h e  r e g i o n  E, 5 E o  ( t h e  OZ a x i s  
o f  t h e  e l l i p t i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  5 ,  q ,  z i s  d i r e c t e d  a l o n g  

F i g .  5 1 .  E x c i t a t i o n  o f  a n  E l l i p t i c a l  C y l i n d e r  o f  a P l a n e  Wave ( a )  
and  G e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  P r o b l e m  t o  t h e  C a s e  o f  a L o n g i t u d i n a l  
S l o t  on  t h e  C y l i n d e r  ( b ) .  

t h e  a x i s  o f  t h e  c y l i n d e r )  on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  d i p o l e  moment 
l o c a t e d  a t  a g i v e n  p o i n t  R ( c 0 ,  ~ 0 ,  Z O )  o f  s p a c e ,  o r i e n t e d  p a r a l l e l  
t o  t h e  g e n e r a t r i x  o f  t h e  c y l i n d e r  ( F i g .  5 1 ,  a ) .  The p r o b l e m  i s  
s o l v e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e  as  i n  5 2 ,  C h a p t e r  6 f o r  t h e  c a s e  
o f  a c i r c u l a r  c y l i n d e r .  J u s t  as  i n  C h a p t e r  6 ,  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  
f o r  t h e  d i p o l e  e m i t t e r  i s  g e n e r a l i z e d  t h e n  t o  t h e  c a s e  o f  a l i n e a r  / 4 0 7  
s o u r c e  o f  f i n i t e  or i n f i n i t e  l e n g t h .  I n  t h e  e x t r e m e  c a s e  when t h e  
m a g n e t i c  d i p o l e  i s  l o c a t e d  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r ,  a s o l u -  
t i o n  i s  o b t a i n e d  t h a t  i s  e q u i v a l e n t  i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t o  
t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a u n i t  e m i t t i n g  s l o t  
l o c a t e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r  of  e l l i p t i c a l  c r o s s  s e c t i o n  
( b a n d )  w h i c h  may t h e n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  c a s e  o f  a l o n g i t u d i n a l  
s l o t  o f  i n f i n i t e  w i d t h .  

A c c o r d i n g  t o  t h e  same s c h e m e  a s  i n  5 2 ,  C h a p t e r  6 ,  we f i n d  t h a t  
i n  t h e  c a s e  o f  a n  e l e c t r i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment p = ( 0 ,  0 ,  p }  t h e  
p o t e n t i a l  H e r t z  f u n c t i o n ' u "  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  i n  f r e e  s p a c e  i s  
g i v e n  b y  a s e r i e s  o f  F o u r i e r - t y p e  i n t e g r a l s ,  
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& > E O  

E < E O ,  
(8.2.1) 

w h e r e  4 = f2(k' - h 2 ) / 4 ,  p = I(zo)dzo/-i4~we, and I(z0) i s  t h e  g i v e n  
e l e c t r i c  c u r r e n t  o n  t h e  d i p o l e , ,  a n d  i n  t h e  case o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  
w i t h  t h e  moment m = ( 0 ,  0 ,  m} t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  i s  e q u a l  t o  

w h e r e  m = K ( z o ) d z 0 / - i 4 n w u y  a n d  K ( z o )  i s  t h e  g i v e n  m a g n e t i c  c u r r e n t  
i n  t h e  d i p o l e .  

I n  b o t h  cases  i n  t h e  e l l i p t i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  5 ,  q ,  z 
( t h e  p o s i t o n  o f  t h e  d i p o l e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a l u e s  5 = 5 0 ,  q = 
n o ,  z = z o )  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  d e s i r e d  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a t  
a n y  p o i n t  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r  a r e  f o u n d  t h r o u g h  u o y  v 0  a n d  t h e  
p o t e n t i a l s  u ' ,  V' o f  t h e  s t r a y  f i e l d  f r o m  ( 1 . 6 . 1 9 ) ,  ( 1 . 6 . 2 0 )  ( f o r  
t h e  f i e l d  o f  l o n g i t u d i n a l  e l e c t r i c  d i p o l e  t h e  m a g n e t i c  H e r t z  p o t e n -  
t i a l  v 5 0 ,  a n d  for t h e  f i e l d  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  d i p o l e  t h e  e l e c -  - /4OE 
t r i c  H e r t z  p o t e n t i a l  u 5 0 ) .  

E l e c t r i c  D i p o l e .  If we s e e k  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d -  
a r y  f i e l d  u' i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s  

Then f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 7 1 ,  w h e r e  u = u o  + u ' ,  we f i n d  
t h a t  t h i s  l a t t e r  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  

( 8 . 2 . 4 )  
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A s  a r e s u l t  t h e  p o t e n t i a l  u o f  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  i n  t h e  r e g i o n  
5 0  < 5 i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n  

( 8 . 2 . 5 )  

The f o r m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  t h e n  e s s e n t i a l l y  f i n i s h e d  
s i n c e  t h e  d e s i r e d  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  now f o u n d  f r o m  (1.6.19) 
b y  s u b s t i t u t i n g  ( 8 . 2 . 5 )  i n t o  i t .  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t o  c a r r y  o u t  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  v a r i a b l e  
h i n  ( 8 . 2 . 5 )  (or i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e x p r e s s i o n s  for t h e  c o m p o n e n t s  
o f  t h e  s o u g h t  f i e l d )  i s  more  d i f f i c u l t  t h a n  i n  t h e  a n a l o g o u s  p r o b l e m  
f o r  t h e  c i r c u l a r  c y l i n d e r .  H o w e v e r ,  i n  t h e  c a s e  when t h e  f i e l d  i s  
s t u d i e d  i n  t h e  wave b a n d  for w h i c h ,  a s  u s u a l ,  we a s s u m e  5 -+ co (kf 
ch  E -+ oo), s e r i e s  ( 8 . 2 . 5 )  may b e  c o n v e r t e d  i n t o  a s i m p l e r  f o r m  t h a t  
d o e s  n o t  c o n t a i n  t h e  i n t e g r a l  e x p r e s s i o n s .  

T h u s ,  i f  i n  t h e  i n t e g r a l s ,  

we s u b s t i t u t e  t h e  r a d i a l  M a t h i e u  f u n c t i o n s  b y  t h e i r  a s y m p t o t i c  a p -  
p r o x i m a t i o n s  ( 4 . 3 . 9 )  a n d  * h e n  a p p l y  them t o  t h e  i n t e g r a l s  o b t a i n e d  
by t h e  m e t h o d  o f  s t e e p e s t  d e s c e n t s  t h e n  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  d i s c u s -  
s i o n s  a n a l o g o u s  t o  t h o s e  g i v e n  i n  [ 5 2 ]  for t h e  c i r c u l a r  c y l i n d e r ,  
w e  f i n d  t h e  a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s ,  

( 8 . 2 . 6 )  

( 8 . 2 . 7 )  

/ 4 0 9  

i n  w h i c h  
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( 8 . 2 . 8 )  

[ i n  ( 8 . 2 . 6 ) ,  ( 8 . 2 . 7 )  we h a v e  d r o p p e d  t e r m s  w h i c h  c o n t a i n  h i g h e r  

p o w e r s  o f  t h e  v a l u e  R-l, R = J p 2  + ( z  - 2 0 ) ~ ;  8 = a r c  t a n  p / z ,  p M 

f c h  E ) .  If we c o n v e r t  f r o m  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  t o  s p h e r i c a l  
c o o r d i n a t e s  R ,  0 , 4 , i n  w h i c h  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  

EO =,Et  cos 0 - E ,  sine, He = H ,  cos 0 - H ,  sin 0, 

ER = Et sin 0 + E, cos 0, H R  = HE sin 0 + H ,  cos 0,.  
\\ 

# ( 8 . 2 . 9 )  
E,  = E , ,  H, = H,, 

t h e n  we f i n d  t h a t  i n  t h e  wave b a n d ,  a p p r o x i m a t e l y ,  

( 8 . 2  .lo) 

w h e r e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  W ( 8 ,  $ )  i s  e q u a l  t o  

G e n e r a l i z a t i o n  t o  t h e  c a s e  o f  a l i n e a r  a n t e n n a ,  e x t e n d i n g  f r o m  z = 
z1  t o  z = z 2  w i t h  a g i v e n  c u r r e n t  I(zg), i s  f o u n d  by  i n t e g r a t i o n  
o v e r  z o  f r o m  z o  = z l  t o  z o  = z 2 .  For i t s  f i e l d ,  

O f  d e f i n i t e  i n t e r e s t  i s  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  when t h e  s o u r c e  o f  t h e  
p r i m a r y  f i e l d  i s  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  a n  e l e c t r i c  c u r -  
r e n t .  I n  t h i s  c a s e ,  a f t e r  c a r r y i n g  o u t  i n t e g r a t i o n  o v e r  z o  f r o m - z  = 
-03 t o  z = + w  we f i n d  ( i n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s )  E t  = E ,  = 0 ,  a n d  
( i n  t h e  wave b a n d ) ,  

( 8 . 2 . 1 3 )  
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w h e r e  

I n  t h i s  c a s e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  a c u r r e n t ,  for t h e  

p o t e n t i a l  of t h e  c o m p l e t e  f i e l d  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  

5 0 ;  4 = (f;) 2) ¶ 

X d:Senh dse,(qo, 4) Ne?(E, 4) , I 
.qh ich  g i v e s  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a t i o n  o f  a 

z y l i n d r i c a l  wave - 4 k  d-:-HmK o n  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r  

11f e l l i p t i c a l  c r o s s  s e c t i o n .  

I 

M a g n e t i c  D i p o l e .  If  we s e e k  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  -I / 4 1 1  
i n  t h e  f o r m  o f  s e r i e s  ( 8 . 2 . 3 )  by  s u b s t i t u t i n g  m f o r  p i n  i t ,  t h e n  
From b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 8 ) ,  w h e r e  v = v 0  + V ’ ,  we f i n d  t h a t  

l ’ h e r e f o r e . ,  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  w i l l  b e  e q u a l  to 
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i f  t o  > 5 ,  q = f 2 ( k 2  - h2)/4. 

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  (TI $ 1  by s u b s t i t u t i n g  t h e  
i n t e g r a l  e x p r e s s i o n s  by  t h e i r  a s y m p t o t i c  a p p r o x i m a t i o n s  ( 8 . 2 . 6 )  - 
( 8 . 2 . 7 )  a n d  d e n o t i n g  

f n  = cn cell (rl, 4) ce, (qo, 4) x 

w e  f i n d  f r o m  ( 1 . 6 . 2 0 )  a n d  ( 8 . 2 . 9 )  ( i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  R ,  8 ,  -. /41 
$ 1  , t h a t  

w h e r e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  

( 8 . 2 . 1 8 )  
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By i n t e g r a t i n g  o v e r  z o  f r o m  z o  = z1 t o  2 0  = z 2  w e  f i n d  t h e  g e n e r a l -  
i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t o  t h e  ca se  o f  a l i n e a r  a n -  
t e n n a  w i t h  a g i v e n  m a g n e t i c  c u r r e n t  K = K ( z 0 ) .  Here w e  w i l l  h a v e  

By i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 2 . 1 5 )  o v e r  z o  from 2 0  = -00 t o  2 0  = 0 0 ,  w e  
f i n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  of t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  case o f  a n  i n f i n i t e l y  
l o n g  f i l a m e n t  w i t h  a m a g n e t i c  c u r r e n t  p a r a l l e l  t o  t h e  a x i s  of t h e  
c y l i n d e r .  For i t s  f i e l d  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  w i l l  b e  e q u a l  t o  ( 5  > 

5 0 )  

S u c h  a r e s u l t  i s  f o u n d  a l s o  w i t h  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on  
K ( 1  - t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a c y l i n d r i c a l  wave - 4: H o  ’ ( k p )  o n  a n  i d e a l l y  

c o n d u c t i n g  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r .  U s i n g  (1.1.7), ( 8 . 2 . 2 0 )  a n d  ( 1 . 6 . 2 0 )  
w e  f i n d  t h e  l a w  f o r  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t  
i n d u c e d  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  by  t h e  f i e l d  of /413 
t h e  f i l a m e n t  w i t h  t h e  c u r r e n t .  We h a v e  j ,  = j ,  = 0 ,  a n d  

( 8 . 2 . 2 1 )  

I n  p a r t i c u l a r ,  i f  q o  = 0 ( t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  i n  t h e  p l a n e  O S Z ) ,  
t h e n  
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L e t  us n o t e  t h a t  i n  t h e  case o f  a d i p o l e  e m i t t e r  or a l i n e a r  a n t e n n a  
e x t e n d i n g  f r o m  z o  = z1 t o  z o  = 2 2 ,  t h e  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  e x p r e s s i o n s  
for t h e  f u n c t i o n  E+ a r e  s u b s t a n t i a l l y  s i m p l i f i e d ,  i f  t h e  d i p o l e  i s  
l o c a t e d  i n  t h e  p l a n e  0x2 ,  when Q O  = 0 .  Then  i n s t e a d  o f  ( 8 . 2 . 1 8 )  w e  
f i n d  

ca 

w*(e, cp) = 2 [ ce,(ti 4)- 
n=o 

( 8 . 2 . 2 3 )  

If h e r e  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  i s  d e g e n e r a t e d  i n t o  a b a n d  w i t h  a 
w i d t h  o f  2 f ,  when E o  = 0 ,  t h e n  

( 8 . 2 . 2 4 )  

s i n c e  c e A ( 0 ,  q )  = 0 .  Hence  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  e m i s s i o n  f r o m  a l o n g i t u d i n a l  m a g n e t i c  e m i t t e r  d o  n o t  d e p e n d  o n  
t h e  p r e s e n c e  i n  i t s  f i e l d  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  
b a n d ,  i n  whose  p l a n e  t h e  e m i t t e r  i s  l o c a t e d .  

I n  t h e  l i m i t i n g  c a s e ,  when 5 0  + t o  ( t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  a p p r o -  
a c h e s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r )  

( 8 . 2 . 2 5 )  

I n s t e a d  o f  t h e  d i p o l e  if we l o o k  a t  a n  a n t e n n a  o f  f i n i t e  l e n g t h  /414 
e x t e n d i n g  f r o m  z o  = 2 1  t o  z o  = Z 2 ,  t h e n  a t  t h e  l i m i t  when 5 0  + t o  
we o b t a i n  ( 8 . 2 . 1 9 )  w i t h  t h e  damping  c o e f f i c i e n t  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u -  
l a s  ( 8 . 2 . 2 5 ) .  I n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t h i s  c a s e  i s  e q u i v a l e n t  
t o  t h e  c a s e  o f  a n a r r o w  l o n g i t u d i n a l  e m i t t i n g  s l o t  ( F i g .  5 1 ,  b )  w i t h  

a w i d t h  h Q o  d n o  ( h ,  = f J c h 2 E o  - c o x ,  e x t e n d i n g  i n  l e n g t h  f r o m  z o  = 

z 1  t o  z o  = z 2  a n d  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r .  

If w e  s u b s t i t u t e  i n  ( 8 . 2 . 1 9 )  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  c u r r e n t  
K ( z o )  b y  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v o l t a g e  on  t h e  s l o t  E , ( E o ,  ? l o ,  z 0 )  
h,, duo a n d  t h e n  i n t e g r a t e  i n  ( 8 . 2 . 1 9 )  o v e r  n o  f r o m  r10 = r l i  t o  '10 = 

n 2 ,  w e  t h e n  f i n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n  of  t h e  p r o b l e m  
t o  t h e  c a s e  of a r e c t a n g u l a r  s l o t  o f  f i n i t e  w i d t h ,  e x t e n d i n g  i n  
l e n g t h  f r o m  z o  = z 1  t o  z o  = z 2  a n d  l o c a t e d  b e t w e e n  n o  = r l i  a n d  n o  - 
'12 w i t h  a g i v e n  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  f i e l d  n o ,  2') i n  t h e  
o p e n i n g  o f  t h e  s l o t .  If w e  a s s u m e  t h a t  t h e  v o l t a g e  on t h e  s l o t  

- 
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~ ( z o )  = E n ( S 0 ,  n o ,  z0)h,(n2 - n l )  w e  f i n d ,  for t h e  f i e l d  e m i t t e d  b y  
t h e  s l o t  i n  t h e  v i c i n i t y  of  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
R ,  8 ,  4 ,  t h e  r e p r e s e n t a t J o n ,  

i n  w h i c h  

( 8 . 2 . 2 6 )  

( 8 . 2 . 2 7 )  

( 8 . 2 . 2 8 )  

w h e r e  
cos r 8 sin r 6* 

r 61 
Gn = E' A?' 

r=O, I 

I f  t h e  v o l t a g e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h e  s l o t  i s  a l m o s t  s i n u s o i d a l  and  

( 8 . 2 . 2 9 )  

w h e r e  V O  i s  t h e  v o l t a g e  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  s l o t ,  t h e n  a f t e r  com- /415 
p u t i n g  t h e  i n t e g r a l  i n  ( 8 . 2 . 2 7 )  w e  o b t a i n  

cos (I21 cos e) - cos kl ~ ( 8 )  = icv, _-----._- 
rc sin kl sin 8 

whence  when = X o / 4  ( t h e  l e n g t h  o f  t h e  s l o t  i s  e q u a l  t o  h a l f  t h e  
wave l e n g t h ) ,  

cos, [ (;) case] 
q e )  =icv0 I: 

sin8 ' 
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For a s l o t  t h a t  i s  s y m m e t r i c a l l y  l o c a t e d  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e  O X Z ,  
when n l  = - q o ,  a n d  '12 = q o ,  w e  w i l l  h a v e  F ,  0 ,  b u t  

( 8 . 2 . 3 0 )  

S i n c e  t h e  f u n c t i o n  S ( 0 ) ,  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a -  ( 8 . 2 . 2 7 )  i s  a 
c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  s l o t ,  l o c a t e d  on a n  
i n f i n i t e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p l a n e  a n d  e x t e n d i n g  i n  t h e  a x i a l  d i r e c -  
t i o n  f r o m  z 1  = - 2  t o  2 2  = 2, t h e n  t h e  f u n c t i o n  M(co, q) i s  t h e  damp- 
i n g  c o e f f i c i e n t  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e n e s s  o f  t h e  r a d i u s  
o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  (or t h e  f a c t o r  o f  d i r e c t i o n -  
a l i t y  o f  t h e  n a r r o w  l o n g i t u d i n a l  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
e l l i p t i c a l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r ) .  W i t h  a f i x e d  v a l u e  o f  h = 
k c o s  0 t h e  q u a n t i t y  M(Eo, q )  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  a n g l e  + ( i n  t h e  
wave b a n d  q $ 1 ,  w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  t h e  azimu-th d i r e c t i o n a l i t y  o f  
t h e  s l o t .  

The f a c t o r  o f  d i r e c t i o n a l i t y  f o r  a t h i n  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  
( b a n d )  i s  e q u a l  t o  

U s i n g  f o r m u l a  (1.4.17) w e  c a n  c o m p u t e  t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  
e m i s s i o n  f r o m  t h e  l o n g i t u d i n a l  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  
t h e  power  e m i t t e d  b y  t h e  s l o t ,  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  a n  i n f i n i t e  s p h e r e  
w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  o r i g l n .  I n  t h e  c a s e  o f  a h a l f - w a v e  s l o t  /416 
(2 = X0/4), w i t h  a s i n u s o i d a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  v o l t a g e  a t  t h e  
s l o t  , we f i n d  

w h e r e  

( 8 . 2 . 3 2 )  
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( 8 . 2 . 3 3 )  
q = ( f k  sin 8)2/4. 

By v i r t u e  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  o f  t h e  o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  a n g u l a r  
M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  f r o m  ( 1 . 4 . 1 7 )  w e  o b t a i n  

1 6 ~ 4  - cos2 (; cose) 
G = - - / + J  n sin 8 

( 8 . 2 . 3 4 )  0 n=o 

The c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  e m i s s i o n  G may b e  f o u n d  b y  n u m e r i c a l  i n t e -  
g r a t i o n  C 5 2 1 .  

53. D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave on Two P a r a l l e l  
E l  1 i p t i c a l  Cy1 i nders  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  and  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  
c o n s t a n t s  E ,  p ,  CI (C I  = 0 )  l e t  t h e r e  b e  f o u n d  two  m u t u a l l y  u n c o n n e c -  
t e d  a n d  n o n t a n g e n t  i n f i n i t e l y  l o n g  c y l i n d e r s  o f  e l l i p t i c a l  c r o s s  
s e c t i o n  w i t h  p a r a l l e l  l o n g i t u d i n a l  a x e s  whose  s u r f a c e s  i n  l o c a l  
e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  c s ,  qs, z s  ( S  = 2 1) a r e  g i v e n  by  t h e  
e q u a t i o n s  5 + 1  = 5,1, 5 - 1  = 5 - 1  ( t h e  Oz a x e s  o f  t h e  s y s t e m s  c o i n c i d e  
w i t h  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x e s  o f  t h e  c y l i n d e r s ) .  The c y l i n d e r s  a r e  
i d e a l l y  c o n d u c t i n g ,  t h e i r  f o c a l  d i s t a n c e s  f - 1  a n d  f + l  i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  a r e  d i f f e r e n t .  The l a r g e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  e l l i p s e s  of t h e  
c r o s s  s e c t i o n  a l o n g  w h i c h  t h e  a x e s  0-lx-1 a n d  O+lx+l o f  t h e  l o c a l  
c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  d i r e c t e d ,  f r o m  b e t w e e n  t h e m s e l v e s  t h e  a n g l e  
8 .  The d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  a x e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  e q u a l  t o  1 .  / 4 1 7  
l 'he p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave ( 1 . 3 . 4 )  i s  i n c i d e n t  on  t h e  c y l i n d e r s  
2nd i s  p r o p a g a t e d  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i t  v e c t o r  n w h i c h  f o r m s  
t h e  a n g l e  n/2 w i t h  t h e  a x e s  . o f  t h e  c y l i n d e r s  a n d  t h e  a n g l e  et w i t h  
Lhe p o s i t i v e  d i r e c t i o n  o f  t h e  Ox a x i s  ( 0  i s  t h e  o r i g i n  of  t h e  s y s t e m  
C ,  y ,  Z ,  s u p e r p o s e d  w i t h  t h e  m i d d l e  o f  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  
t h e  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  a l o n g  w h i c h  t h e  a x i s  
3x i s  d i r e c t e d ) .  Wi th  t h e  a x e s  O S X S ,  s = 21, t h e  v e c t o r  n f o r m s  t h e  
z n g l e s  "-1 = CL + y a n d  a+1 = a t y + 6 ,  r e s p e c t i v e l y .  By R i n  
( 1 . 3 . 4 )  w e  mean t h e  r a d i u s - v e c t o r  w h i c h  j o i n s  t h e  p o i n t  o f  o b s e r v a -  
t i o n  w i t h  t h e  p o i n t  0 ( F i g .  5 2 ,  a ) .  The i n c i d e n t  wave i s  a wave o f  
3 n l y  o n e  t y p e :  t y p e  TM,  when t h e  v e c t o r  E o  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  g e n e r -  
a t r i c e s  of t h e  c y l i n d e r s  a n d  t y p e  T E ,  when t h e  v e c t o r  H o  i s  p a r a l -  
l e l  t o  t h e m .  

0 0 

We p o s e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  
F i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  c y l i n d e r s .  I n  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e s  t h i s  
s r o b l e m  in m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  i s  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  t h e  b o u n d -  
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a r y  p r o b l e m s  f o r  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  p o t e n t i a l  
u 1  o r  v 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  w h i c h  s a t i s f i e s  on t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  c y l i n d e r s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  (1.7.7) or (1.7.81, r e s p e c t i v e l y ,  
a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  By v i r t u e  
o f  t h e  u n i f o r m i t y  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  a n d  g e o m e t r i c  p r o p e r t i e s  
of  t h e  c y l i n d e r s  a n d  t h e  medium s u r r o u n d i n g  them i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x e s  of t h e  c y l i n d e r s ,  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  
w i l l  b e  t w o - d i m e n s i o n a l  a n d  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s p a t i a l  c o o r d i n a t e  z .  

The p l a n e  wave ( 1 . 3 . 4 )  w h i c h  h a s ,  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  X ,  y ,  z 
w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  t h e  f o r m ,  

== Eo clli,lil\, 

9 

( 8 . 3 . 1 )  

w h e r e  = E = c o n s t ;  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  
i t  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 8 . 3 . 2 )  

w h e r e  R i s  t h e  r a d i u s - v e c t o r  w h i c h  j o i n s  t h e  
OS , OS 

s i n c e  R = R, + R 

p o i n t  0 w i t h  t h e  o r i g i n  Os Of t h e  s y s t e m  O S X S ~ S Z S ,  S = 21. H e r e  
( nRos 1 = szo c o s  a ,  l o  = 1/2. T h e r e f o r e  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  

t h e  s - t h  c y l i n d e r  t h e  e l e c t r i c  H e r t z  p o t e n t i a l  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  
u o  ( t h e  TM c a s e )  i s  w r i t t e n  o n  t h e  b a s i s  o f  (8.1.1) i n  t h e  f o r m ,  

( 8 . 3 . 3 )  

and  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  o f  m a g n e t i c  t y p e  ( t h e  
TE c a s e  on t h e  b a s i s  o f  (8.1.2)) i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 8 . 3 . 4 )  

TM.Type F i e l d .  L e t  u s  f i r s t  l o o k  a t  t h e  c a s e  o f  a T M - p o l a r i z e d  
p l a n e  w a v e ,  whose  H e r t z  p o t e n t i a l  i s  g i v e n  by  f o r m u l a  ( 8 . 3 . 3 ) .  We 
s h a l l  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a sum 

u =: uo + u1, 
( 8 . 3 . 5 )  
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a /418 
/419 

F i g .  5 2 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave on .Two E l l i p t i c a l  C y l i n d e r s  
( B a n d s ) .  ( a )  A r b i t r a r y  O r i e n t a t i o n  o f  t h e  Axes o f  t h e  E l l i p s e s ;  
( b )  Major Axes o f  t h e  E l l i p s e s  a r e  P a r a l l e l ;  ( c )  Major Axes o f  t h e  
E l l i p s e s  L i e  on  t h e  Ox A x i s .  
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w h e r e  u 1  = ( t h e n  E ,  = k 2 U ) ,  a n d  us  i s  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  
S=" I 

s e c o n d a r y  f i e l d ,  p r o d u c e d  b y  t h e  p r e s e n c e  i n  s p a c e  of  t h e  s - t h  c y l -  
i n d e r , ' s  = 2 1. 

T o  d e t e r m i n e  u s ,  if w e  u s e  t h e  m e t h o d  o f  p e r t u r b a t i o n s ,  t h e n  
w e  o b t a i n ,  

us = sum, 
m=l ( 8 . 3 . 6 )  

w h e r e  sum i s  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o f  m- th  o r d e r  of 
s c a t t e r i n g ,  s a t i s f y i n g  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  c y l i n d e r s  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n ,  

0, E, = E:, sum + -sUm-i = 

s =  41, m =  1, 2, ... ( 8 . 3 . 7 )  

L e t  u s  r e p r e s e n t  S u m  i n  t h e  form o f  a s e r i e s  o f  e l l i p t i c a l  wave 
f u n c t i o n s  s u c h  as (4.1.151, (4.1.161, 

s m  s m  
w h e r e  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c ' i e n t s  

r e c u r r e n t  f o r m u l a s  , 
A n  a n d  Bn a r e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  / 4 2 0  
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i n  w h i c h  

( 8 . 3 . 1 2 )  

( 8 . 3 . 1 3 )  

F o r m u l a s  ( 8 . 3 . 1 0 )  - ( 8 . 3 . 1 3 )  a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 8 . 3 . 7 )  u s i n g  t h e  
a d d i t i o n  t h e o r e m s  f o r  wave f u n c t i o n s  o f  an  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r  
( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 ) .  The  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  ( 8 . 3 . 1 2 1 ,  ( 8 . 3 . 1 3 )  
d e t e r m i n e  t h e  d i f f r a c t i o n  w a v e s  of f i r s t  o r d e r  of s c a t t e r i n g  w i t h -  
o u t  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  m u t u a l  i n t e r a c t i o n  of t h e  c y l i n d e r s .  

, R i A )  a n d  E ( ' )  w h i c h  a p p e a r  i n  e x p r e s s i o n s  The v a l u e s  Q ( l ) ,  & ( l )  k n  k n  k n  
( 8 . 3 . 1 2 1 ,  ( 8 . 3 . 1 3 )  a r e  t h e  same a s  i n  ( 4 . 5 . 1 2 )  - ( 4 . 5 . 1 5 )  i f  w e  s e t  
t h e r e  y = a - 1  , + 1  , a n d  c t t l , - l  = Y t 6 + v .  

S e r i e s  ( 8 . 3 . 1 0 ) ,  (8.3.11) c o n v e r g e  w e l l  o n l y  i n  t h e  c a s e  when 
t h e  d i s t a n c e  z b e t w e e n  t h e  c y l i n d e r s  i s  much l a r g e r  t h a n  t h e  wave 
l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n ,  a n d  t h e  g e o m e t r i c  d i m e n s i o n s  of t h e  c r o s s  s e c -  
t i o n  e l l i p s e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  i t  
( k Z  > >  1, b u t  q < <  1). Then 

( 8 . 3 . 1 4 )  

a n d  i n  t h i s  c a s e  w e  c a n  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d s  
o f  t h e  f i r s t  o r d e r  of  s c a t t e r i n g ,  b y  i g n o r i n g  t h e  s e c o n d a r y  waves  
of  h i g h e r  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g .  However ,  w i t h  a d e c r e a s e  i n  d i s t a n c e  
b e t w e e n  t h e  c y l i n d e r s ,  i n  c o m p u t i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f e c t  a t  t h e  
o b s e r v a t i o n  p o i n t ,  i t  i s  e s s e n t i a l  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  w a v e s  of 
f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  t h a t  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  t h e  s u b s e q u e n t  
i n c r e a s i n g  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  t h u s  l e a d i n g  / 4 2 1  
t o  c o n s i d e r a b l e  d i f f i c u l t y  i n  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m .  

If w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l s  us o f  t h e  p a r t i c u l a r  f i e l d s  i n  t h e  
f o r m  of a s e r i e s  

( 8 . 3 . 1 5 )  
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S S ( s  = 2 1) w i t h  t h e  s t i l l  u n d e t e r m i n e d  c o e f f i c i e n t s  a 
a f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e m  by  new unknowns  A 

a n d  b n ,  t h e n  

a n d  BS a c c o r d i n g  t o  t h e  
n 

S 

n n 

a n d  a p p l y i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 )  f r o m  t h e  bound-  
a r y  c o n d i t i o n  ( 1 . 7 . 7 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  c y l i n d e r  w e  o b t a i n  f o r  

A S  a n d  Bn a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  S 

n 

m=O 

( 8 . 3 . 1 7 )  

m=O 

s= f 1; n = O ,  1 ,  2, e'., 

w h e r e  

( 8 . 3 . 1 8 )  

= y + Tr t 8 ,  "-1 = y + a ,  at1 = a + y + 8 ) .  (a-1,+1 - Y, at1,-1 - 
S S A f t e r  i n t r o d u c t i o n  o f  new d e f i n i t i o n s  f o r  t h e  unknowns  A a n d  B n ,  n 

( 8 . 3 . 2 0 )  / 4 2 2  

4 0 0  



~ - . _. ....... - ... 

t h e  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 )  may b e  w r i t t e n  i n  n o r m a l  form, 

(0 

z,+ 2 C, /Z ,= fd ,  i =  1, 2, .... 
/=I 

i n  w h i c h  

f141-]( = Ftl, f14,-I,+l = ' T I ,  i -0, 1, . e . ,  

f41+P = (Df-I, f4[+*.= (Di-1, i = 0, 1, .... 

a n d  

The d e t e r m i n a n t  of t h e  s y s t e m  ( 8 . 3 . 2 1 )  h a s  t h e  form, 

A =  

( 8 . 3 . 2 1 )  

( 8 . 3 . 2 2 )  

( 8 . 3 . 2 3 )  

n u m b e r .  
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/ 4 :  W i t h  i n c r e a s e  i n  k Z  a l l  c i j  t e n d  t o  z e r o ,  a n d  A + 1. - 
U s i n g  f o r m u l a s  ( 4 . 3 . 7 1 ,  ( 4 . 2 . 3 0 1 ,  ( 4 . 2 . 3 1 )  a n d  ( 2 . 2 . 2 6 )  w e  c a n  

e s t a b l i s h  t h a t  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m  ( 8 . 3 . 2 1 )  [or e q u a l l y  
t h a t  s y s t e m s  ( 8 . 3 . 1 7 1 1  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 1 9 1 ,  a n d  i t s  r i g h t -  
h a n d  s i d e s  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 )  ( i f  t h e  c y l i n d e r s  d o  n o t  t o u c h  
o n e  a n o t h e r ) .  T h e r e f o r e ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  G i l b e r t  a l t e r n a t i v e ,  
s y s t e m  ( 8 . 3 . 2 1 )  i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  u n i q u e -  
n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  a n d 3  

( 8 . 3 . 2 4 )  

U s i n g  ( 8 . 3 . 2 4 )  a n d  ( 8 . 3 . 1 6 1 ,  ( 8 . 3 . 2 0 ) ,  ( 4 . 3 . 7 1 ,  ( 4 . 2 . 2 9 )  w e  c a n  b e  
s u r e  o f  t h e  a b s o l u t e  a n d  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  s e r i e s  ( 8 . 3 . 1 4 )  
( f o r  e a c h  qs) w h i c h  g i v e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  
f o r  t h e  p o t e n t i a l  u l .  The f u n c t i o n  u 1  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 8 . 3 . 1 6 )  i s  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

I n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  wave b a n d  i n  p o l a r  c o o r d i n a t e s  p ,  $I w i t h  t h e  
o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  o n  t h e  
d i f f r a c t i n g  s y s t e m  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 8 . 3 . 2 6 )  

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( h e r e  q - 1  = $I t y, a n d  q + l  = 4 + y + a n d  p = f e S / 2 ) .  The v a l u e  o f  
t h e  l i n e a r  c r o s s  s e c t i o n  of b a c k  s c a t t e r i n g  ( r a d a r  c r o s s  s e c t i o n )  
f o r  t h e  two i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  i s  com- 
p o t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

- ~ . _. ~- 

i 01 3 
I n  f a c t ,  2 Izl\ s i n c e  w e  c a n  show t h a t  lzrlcconst (") , w h e r e  as 

i= 1 .I--% 
a r e  t h e  m a j o r  s e m i a x e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  
s = +1. 
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w i t h  d e g e n e r a t i o n  of t h e  c y l i n d e r s  i n t o  b a n d s  w i t h  a w i d t h  2f-1 and 
2f+ly r e s p e c t i v e l y  ( n - 1  c1 + y ,  n + 1  = c1 + y + 6 )  

' s=*l n-0 

(8.3.29) 

S i m p l e r  e x p r e s s i o n s  for o B  a r e  o b t a i n e d  f o r  e x a m p l e ,  w i t h  v a l u e s  of 
t h e  a n g l e  a ,  e q u a l  t o  0 ,  ~ / 2 ;  when 4-1 = q + l ,  e t c .  The c o m p l e t e  
l i n e a r  c r o s s  s e c t i o n  of  t h e  s c a t t e r i n g  f o r  t h e  two p a r a l l e l  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a ,  

(8.3.30) 

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  A ( $ )  i s  d e t e r m i n e d  by  e x p r e s s i o n  
(8.3.27). I n  t h e  p a r t i c u l a r  case  o f  two i d e n t i c a l  e l l i p t i c a l  c y l -  
i n d e r s  w i t h  p a r a l l e l  r e s p e c t i v e  a x e s  o f  t h e i r  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  
( B  = 0 )  

n.m=o n.m=l 

m m 

n.m=o n.m--l 

w h e r e  

r-0 1=0 

(8.3.31) 
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- i'+'J, + t  ( k f )  cos (r + t )  y ) , 

q,,,, = 2 2 A!"'Aj"' { if-fJr-t (kf) cos (r - t )  y + 
r=O t=O 

+ i-r-fJr+I ( k f )  cos (r + t )  y ) , 

- i -r-fJr+t(kl)cos(r  + f )  y).  

( n )  a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  M a t h i e u  f u n c t i o n s ,  r H e r e  A ( n )  and  B 

4-1 = q+1.  W i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  i n t o  b a n d s  w i t h  a 
w i d t h  2f e a c h ,  t h e  f o r m u l a  

r 

m 

w i l l  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  t h e  c o m p l e t e  c r o s s  s e c t i o n  ( l i n e a r )  for 
t h e  t w o  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  b a n d s  ( 6  = 0 ) .  

U s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  ( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 )  we c a n  o b t a i n  f o r  
t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  t h e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  a r e  s u i t -  
a b l e  f o r  a n a l y s i s  o f  t h e  f i e l d  n e a r  t h e  c y l i n d e r s  ( i n  t h e  r e g i o n  
f o r  w h i c h  2 > f s c h < s ,  w h e r e  2 i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  c e n t e r s  o f  t h e  
c y l i n d e r s ) .  T h u s ,  b y  a p p l y i n g  ( 4 . 5 . 7 )  a n d  ( 4 . 5 . 8 )  t o  ( 8 . 3 . 2 5 )  a n d  
t a k i n g  ( 8 . 3 . 3 ) ,  ( 8 . 3 . 1 7 )  i n t o  a c c o u n t  w e  o b t a i n  a f t e r  s e v e r a l  t r a n s -  
f o r m a t i o n s  t h e  f o l l o w i n g  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  
c o m p l e t e  f i e l d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r :  

If w e  s u b s t i t u t e  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  

4 0 4  



E, = k2U,  

w e  f i n d  f o r m u l a s  f o r  c o m p u t i n g  t h e  f i e l d  i n  t h e i n e i g h b o r i n g  b a n d .  
Hence  w e  a l s o  f i n d  f o r m u l a s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  r u l e  o f  d e n s i t y  d i s -  
t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  
c y l i n d e r  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s .  
S i n c e  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r ,  (1.1.7) i s  v a l i d ,  we t h e n  
f i n d  

b u t  

F i n d i n g  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  w h i c h  d e t e r m i n e  

n’ t h e  d i f f r a c t e d  f i e l d  f i r s t  i n v o l v e s  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  unknowns A S  

R n  f r o m  s y s t e m  ( 8 . 3 . 2 1 ) .  T h e i r  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  may b e  c o m p u t e d  

~ i t h  t h e  r e q u i r e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  f r o m  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s  

S 

4N4-O 

j=l 
z,+ 2 ciizi = f i ,  i = 1, 2, ..., 4N f2; N = 0 ,  1, ..., ( 8 . 3 . 3 3 )  

3 b t a i n e d  f r o m  ( 8 . 3 . 2 1 )  f o r  t h e  v a r i o u s  i n c r e a s i n g  v a l u e s  of  N ,  t h e  
3 r d e r  o f  t r u n c a t i o n .  A s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  N we c a n  t a k e  t h e  
:iumber N w 2 k a ,  w h e r e  a = max a s  ( a s  i s  t h e  l e n g t h  of  t h e  m a j o r  

s e m i a x i s  o f  t h e  S - t h  e l l i p s e ) .  The m a t r i x  o f  t h e  c o . e f f i c i e n t  o f  t h e  
t r u n c a t e d  s y s t e m  ( 8 . 3 . 3 3 )  h a s  t h e  f o r m ,  

s = + l  

1 

CZl 

0 

c41 

0 

‘4N.I 

0 

‘4N-I-2, I 

Cl2 0 c14 

1 c13 0 
e32 1 c34 

0 C43 1 

‘4N-I ,2 0 C4N-1,4 

0 .  ‘4N,3 

‘4N+I.2 ‘4N4-1.4 

0 ‘4N+2,3 

... 

... 

... 
... ... ... ... . .. 
... 
... 
... 

/ 4 2 6  
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0 ‘1,4N+!? 
... 0 

‘1.4N 

... ‘2,4N-I 0 ‘2,4N+1 0 

‘3,4N ‘ ‘3.4N+2 
... 0 
’ ‘  ‘4,”-1 0 ‘4.4N+I 0 ... . ... . ... . 

0 ‘4N-I.4N92 ‘4~-1,4N t 
... 1 

* ’ * ‘4N.4N-1 1 ‘4N,4N+I 0 

1 ‘4N+1,4N+2 ... 0 
,‘4N+I,4N 

1 
* ’ ‘4N+2,4N-I 0 ‘4N+2,4N+I 

( 8 . 3 . 3 4 )  / 4 2 7  

w h e r e  cij a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  ( 8 . 3 . 1 8 )  b y  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 2 3 ) .  S i n c e  
when a/z -t 0 ( k Z  > >  1, -+ co) a l l  aij + 0 ,  t h e n  when kZ > >  1, t h e  
d e t e r m i n a n t  o f  s y s t e m  ( 8 . 3 . 3 )  d i f f e r s  l i t t l e  f r o m  u n i t y  i n  a b s o l u t e  
v a l u e .  

S e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  
S S 

A n  a n d  B n  i n v o l v e s  s o l u t i o n  o f  4N+2 e q u a t i o n s  w i t h  4W unknowns ,  w h o s e  

m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  r i g h t - h a n d  s i d e s  a r e  c o m p l e x - v a l u e d .  Wi th  com- 
p a r a t i v e l y  s m a l l  r a t i o s  o f  t h e  d i a m e t e r s  of  t h e  cross s e c t i o n  e l l i p s e s  
o f  t h e  c y l i n d e r s  t o  t h e  wave  l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n  ( q  i s  o f  t h e  o r d e r  
o f  s e v e r a l  u n i t s  a n d  l e s s )  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  c a n  
b e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  s i m p l e s t  c a l c u l a t o r s  and  t h e  a v a i l -  
a b l e  T a b l e s  o f  M a t h i e u  F u n c t i o n s  [ 4 3 ,  1 8 3 - 1 8 5 ,  1 8 8 1 ,  B e s s e l  F u n c t i o n s  
[179] a n d  o t h e r s .  A s  i s  c l e a r  f r o m  ( 8 . 3 . 1 3 ) - ( 8 . 3 . 1 8 1 ,  t h e  b a s i c  
p r o b l e m s  ( o f  a t e c h n i c a l  o r d e r )  may a r i s e  i n  c o m p u t i n g  t h e  m a t r i x  

e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m ,  c o n t a i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  Q 

and  g ( l ) ,  h a v i n g  a c o m p a r a t i v e l y  c o m p l e x  s t r u c t u r e  [ s e e  f o r m u l a s  

( 4 . 5 . 1 3 )  - ( 4 . 5 . 1 6 ) l .  As n o t e d  i n  5 2 ,  C h a p t e r  4 ,  when q + 0 a l l  

t h e  M a t h i e u  c o e f f i c i e n t s  Ar ( n )  , a n d  Br ( n )  t e n d  t o  z e r o ,  w i t h  t h e  e x c e p -  

t i o n  o n l y  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  A n  ( n )  a n d  B ( n ) ,  w h i c h  t e n d  t o  u n i t y .  

Hence  i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  s m a l l  v a l u e s  o f  q ( q  > 0 )  t h e  c o e f f i c i e n t s  

A ( n )  a n d  B n  ( n )  w i l l  b e  d o m i n a n t  v a l u e s .  

c o e f f i c i e n t s  ( 4 . 5 . 1 3 )  - ( 4 . 5 . 1 6 )  i n  t h e  s e r i e s  i t  i s  f e a s i b l e  t o  
b e g i n  t h e  s u m m a t i o n  o v e r  r a n d  p f r o m  v a l u e s  o f  r = n a n d  p = m .  I t  
f o l l o w s  t o  r emember  a l s o  t h a t  t h e  s u m m a t i o n  i n  ( 4 . 5 . 1 3 )  - ( 4 . 5 . 1 6 )  
i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  t h e  i n d i c e s  P a n d  p ,  h a v i n g  t h e  same p a r i t y  a s  
n a n d  m ,  r e s p e c t i v e l y .  

( 1 )  - ( 1 )  ( 1 )  
m n  3 Qmn 3 Rmn 

m n  

n 

T h e r e f o r e  i n  c o m p u t i n g  t h e  n 

I n  a number  o f  c a s e s ,  b e c a u s e  o f  t h e  c h o i c e  o f  s p e c i a l  v a l u e s  
of t h e  p a r a m e t e r s  a p p e a r i n g  i n  t h e  p r o b l e m ,  w e  may s i g n i f i c a n t l y  
s i m p l i f y  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  ( 8 . 3 . 2 1 )  o f  s y s t e m  ( 8 . 3 . 3 3 )  a n d  s u b s t i -  
t u t e  t h e  s o l u t i o n  t o  s y s t e m  ( 8 . 3 . 3 3 )  b y  t h e  s o l u t i o n  t o  e q u i v a l e n t  
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s y s t e m s  w i t h  a s m a l l e r  number o f  e q u a t i o n  f o r  t h e  s a m e  Iv. 

1. L e t  6 = 0 ( t h e  c o r r e s p o n d i n g  s e m i a x e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  / 4 2 8  
e l l i p s e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  w i t h  t h e  p l a n e  Oxy a r e  p a r a l l e l ,  F i g .  
5 2 , b ) .  Then  a s  i s  o b v i o u s  f r o m  ( 4 . 5 . 1 3 )  - ( 4 . 5 . 1 6 )  w h i c h  a p p e a r  i n  

( 8 . 3 . 1 8 )  t h e  e x p r e s s i o n s  Qmn 
a s s u m i n g  t h e  f o r m  

( ' 1  -('I, R(') a n d  R m n  m n  a r e  s i m p l i f i e d ,  
3 Q m n  

wh e r  
x c o  
( 8 . 3  
t h e n  
t a n c  

( 8 . 3 . 3 5 )  

e a-1,+1 = y ,  a n d  a+1,-l = y + TT. 
s n a y  a n d  t h e  p a r i t y  of  t h e  i n d i c e s  o f  s u m m a t i o n  r and p i n  
. 3 5 )  a g r e e  w i t h  t h e  p a r i t y  o f  t h e  i n d i c e s  n a n d  m ,  r e s p e c t i v e l y ,  

. i t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  t h e  c a s e  4-1 = q+1 ( t h e  i n t e r f o c a l  d i s -  
e s  of  t h e  c r o s s  s e c t i o n , e l l i p s e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  e q u a l )  we 

S i n c e  C O S  n ( a  + T )  = ( - 1 ) n  

f i n d  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  t o  b e  s a t i s f i e d :  

QLft!(-s, S; 0) = ( - ~ ) " + " ' Q ~ ( ( s ,  -s; o), 
- ( 1 )  
Q m n ( - ~ ,  S; 0) = (- I ) m t n a % ( ~ ,  ---si 0) ,  

R%(- s, s; 0) = (- 1 p + m  I?;: (s, -s; O ) ,  

R % ( - S ,  s; 0) = ( - - IY+m Rg:(s, -ss; O), 

( 8 . 3 . 3 6 )  

on t h e  b a s i s  o f  w h i c h  when <!I = ( t h e  e l l i p s e s  o f  t h e  c r o s s  s e c -  
t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  m u t u a l l y  e q u a l )  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  
of  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 )  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n s  
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( 8 . 3 . 3 7 )  /425 

U s i n g  ( 8 . 3 . 3 7 1 ,  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 )  i s  r e d u c e d  t o  a n  e q u i v a l e n t  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s :  

( 8 . 3 . 3 8 )  

( 8 . 3 . 3 9 )  

i n  w h i c h  

S y s t e m s  ( 8 . 3 . 3 8 )  a n d  ( 8 . 3 . 3 9 )  a r e  s o l v e d  i n d e p e n d e n t l y  of  o n e  a n -  
o t h e r .  If w e  d e n o t e  

a, = z Z i ,  ci = uzl, i = 1 ,  2 ,  ..., 
b, = zZl+1, d, = uit+l, i = 1, 2, ..., 

co = ul ,  a. - zl, 
t h e n  t h e y  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 8 . 3 . 4 1 )  

( 8 . 3 . 4 2 )  

( 8 . 3 . 4 3 )  

( 8 . 3 . 4 4 )  
/=I 

i = 1 ,  2, ..., 
4 0 8  



I 

w h e r e  

b u t  

f l  = fa, g, =‘Pa,, 

f o  = f 1 9  g o  = Gl, 

91 = f Z l + l ,  e, = & + I ,  i =1,  2, ... , 

/ 4 3 0  

( 8 . 3 . 4 5 )  

The m a t r i x  e l e m e n t s  bij a r e  d e t e r m i n e d  i n  t h e  s a m e  m a n n e r .  
They  w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s  , 

2N+I 

/ = I  

( 8 . 3 . 4 6 )  

j =  1 

i = , l ,  2, .. , 2Nd-1;  N =I 1, 2, .,,, 

e a c h  o f  w h i c h  i s  a s y s t e m  o f  t h e  o r d e r  o f  2 N + 1 ,  < . e . ,  h a l f  t h e  o r d e r  
of s y s t e m  ( 8 . 3 . 3 3 )  w i t h  t h e  s a m e  v a l u e  of t h e  p a r a m e t e r  k a .  

2 .  A s t i l l  g r e a t e r  s i m p l i f i c a t i o n  c a n  b e  a t t a i n e d  i n  t h e  case  
when t h e  c y l i n d e r s  a r e  l o c a t e d  s u c h  t h a t  t h e  m a j o r  s e m i a x e s  o f  t h e  
e l l i p s e s  o f  t h e i r  c r o s s  s e c t i o n  a r e  f o u n d  t o  l i e  on  o n e  s t r a i g h t  
l i n e ,  ? . e . ,  t h e  Ox a x i s  ( F i g .  5 2 , c ) .  Then  y = f3 = 0 ,  a n d  a - 1  + I  = 
0 ,  a+1,-1 = TT a n d  i n  ( 8 . 3 . 1 8 )  we w i l l  h a v e  

~ $ A ( - s ,  s; 0) = R E  (-S, S, 0) 3 0, 

b y  v i r t u e  o f  w h i c h  we a l s o  h a v e  

( 8 . 3 . 4 7 )  

A s  a r e s u l t ,  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 )  i s  d i v i d e d  i n t o  two i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  
o f  e q u a t i o n s  , 

( 8 . 3 . 4 8 )  
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a n d  

t h e  f i r s t  of  w h i c h ,  w i t h  t r u n c a t i o n  t o  n ,  m = 0, 1, ..., N, i s  a / 4 3 1  
s y s t e m  of  2 N  + 2 - n d ,  a n d  t h e  s e c o n d  w i t h  t r u n c a t i o n  t o  n ,  m = 1, 2 ,  ..., N i s  a s y s t e m  of  2N-th o r d e r  r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  A'' a n d  

B i ' .  = 6 8 1 ,  s y s t e m s  ( 8 . 3 . 4 8 )  a n d  

( 8 . 3 . 4 9 )  a r e  r e d u c e d ,  r e s p e c t i v e l y ,  t o  t h e  f o r m  

n 
I n  t h e  c a s e ,  i f  4-1 = q+1 a n d  

2, + 

u, - 

w h e r e  

m=O 

m 

a n d  t o  t h e  f o r m  

m= 1 

m 

( 8 . 3 . 5 0 )  

( 8 . 3 . 5 1 )  

( 8 . 3 . 5 2 )  

w h e r e  

Wi th  t r u n c a t i o n  o f  t h e  s y s t e m s  ( 8 . 3 . 5 0 1 ,  ( 8 . 3 . 5 2 )  t o  n ,  m = 0 ,  1, ..., N - 1 f o r  s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  z,, u n  a n d  e n ,  d n  
we f i n d  s y s t e m s  o f  N a n d  N - 1 e q u a t i o n s  w i t h  N a n d  N - 1 unknowns ,  
r e s p e c t i v e l y .  

3 .  An i m p o r t a n t  p a r t i c u l a r  ca se  is t h a t  when t h e  d i f f r a c t i o n  
s y s t e m  c o n s i s t s  o f  t w o  b a n d s  ( e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  a r e  d e g e n e r a t e d  
i n t o  b a n d s  w i t h  a w i d t h  of  2 f - 1  a n d  2 f +  , r e s p e c t i v e l y ) ,  whose  s u r -  
f a c e s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n s  = 0 ,  s = 2 1. Such a c a s e  
i n  ( 8 . 3 . 1 7 )  w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  v a l u e s  

S 
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. . .. , .. , 

as  a r e s u l t  o f  w h i c h  it i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
m 

( 8 . 3 . 5 4 )  

( 8 . 3 . 5 5 )  

Thus  i n  t h i s  case f o r  f i n d i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  e x p a n -  / 4 3 2  

s i o n  c o e f f i c i e n t s  A 

2-nd o r d e r ,  

s a n d  B S  w e  m u s t  s o l v e  o n l y  o n e  s y s t e m  o f  2 N  + n n 

N 
+ 2 aA;S*s)A-Ls - -Fi, S =  + I ,  n=O,  1, ..., N, 

m=O ( 8 . 3 . 5 6 )  

S 
r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  A . A l t h o u g h  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  

o f  t h e  unknowns B n  w e  a l s o  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  

R: = - 2 YLZ'*')AZ~, s = 1, 

n 
S 

N 

m=O 

h o w e v e r  i n  t h i s  case o n  t h e  s t r e n g t h  o f  ( 8 . 3 . 1 6 )  

6; zs 0 
( 8 . 3 . 5 7 )  

a n d  i t  m a k e s  no  s e n s e  t o  c o m p u t e  B . F o r  s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  

v a l u e s  o f  t h e  unknowns A i t  f o l l o w s  t o  s o l v e  s y s t e m  ( 8 . 3 . 5 6 )  when 

= 0 .  For b a n d s  o f  e q u a l  w i d t h ,  when q-1  = q + l ,  t h e  s o l u t i o n  t o  

S 

n 
S 

n 
5s 
s y s t e m  ( 8 . 3 . 5 6 )  when y = 6 = 0 may b e  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  two s y s t e m s  
o f  N- th  o r d e r ,  

N- I 

( 8 . 3 . 5 8 )  

r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  Z n ,  un, c o n n e c t e d  w i t h  A i 1  a n d  A i 1  by t h e  
f o r m u l a s  i n  ( 8 . 3 . 5 1 ) .  

4 1 1  
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4 .  As a l r e a d y  n o t e d ,  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  s e r i e s  ( 4 . 5 . 1 3 )  - 
( 4 . 5 . 1 6 )  i s  i m p r o v e d  w i t h  i n c r e a s e  i n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  

kZ ( f o r  g i v e n  qs a n d  t o ) .  T h e r e f o r e ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  f i n i t e -  

n e s s  o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  i n d i c e s  n a n d  m w i t h  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  
t o  t h e  p r o b l e m  a n d  t h a t  t h e  d o m i n a n t  t e r m s  i n  t h e  sums ( 4 . 5 . 1 3 )  - 
( 4 . 5 . 1 7 )  w i l l  b e  t e r m s  w i t h  r = n ,  p = m, w e  f i n d  t h a t  when kZ > >  1 
( k Z  > >  n + m) when t h e  a s y m p t o t i c  f o r m u l a s  ( 2 . 2 . 2 4 )  a r e  s a t i s f i e d ,  
t h e  c o e f f i c i e n t s  ( 4 . 5 . 1 3 )  - ( 4 . 5 . 1 7 )  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  

S 

QE (- s, s; p) = L ce$(a-8,8, 4 -8)  cefl ( a - S t 8 - p ,  4 8 ) ,  

w h e r e  L =  a n d  t h e n  for t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  i n s t e a d  o f  
9 

( 8 . 3 . 1 8 )  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 8 . 3 . 6 0 )  

J u s t  as  i n  t h e  case o f  c i r c u l a r  c y l i n d e r s ,  o n e  o f  t h e  c r i t e r i a ,  i n  
t h e  s a t i s f a c t i o n  o f  w h i c h  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 6 0 )  c a n  b e  u s e d ,  i s  t h e  
c o n d i t i o n . 2  > >  4 a .  

5 .  The f o r m u l a s  a r e  s i m p l i f i e d  i n  t h e  c a s e  when 4-1 + 0 o r  
q+1 + 0 ,  or when s i m u l t a n e o u s l y  qs  -f 0 ,  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  or b o t h  a r e  d e g e n e r a t e d  i n t o  c i r c u l a r  c y l i n d e r s  
of t h e  r e s p e c t i v e  r a d i i .  A s  a r e s u l t  f r o m  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 1 3 )  - 
( 8 . 3 . 1 9 )  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  of d i f f r a c t i o n  o f  a 

s = 2 1. Then o n e  o f  t h e  
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p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave o n  a d i f f r a c t i n g  s y s t e m ,  composed  r J f  rJr1+ 

e l l i p t i c a l  a n d  o n e  c i r c u . l a r  c y l i n d e r  w i t h  p a r a l l e l  l o n g i t u d i n a l  
a x e s ,  or t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a wave on  
two c i r c u l a r  p a r a l l e l  c y l i n d e r s .  

6 .  L e t  u s  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 )  b y  f o r m a l  a p -  
p l i c a t i o n  t o  i t  of t h e  m e t h o d  of  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  , a f t e r  
t a k i n g ,  a s  t h e  i n i t a l  v a l u e s  o f  t h e  u n k n o w n s ,  t h e  v a l u e s  o f  A S  - 
0 a n d  BS = 0 .  Then  

- 
n, 0 

n, O .* 

( 8 . 3 . 6 1 )  /434  
. . . . . . . . . . . + . . . . . .  

a 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C o m p a r i s o n  o f  ( 8 . 3 . 6 1 )  w i t h  r e c u r r e n t  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 1 0  - ( 8 . 3 . 1 3 )  
shows t h a t  

s i n c e  

( 8 . 3 . 6 2 )  

( 8 . 3 . 6 3 )  

( 8 . 3 . 6 4 )  

T h e r e f o r e ,  j u s t  a s  i n  a l l  p r o b l e m s  s t u d i e d  a b o v e  on  t h e  i n t e r a c t i o n  
o f  two b o d i e s ,  t h e  e f f e c t  of t h e  i n t e r a c t i o n  o f  two e l l i p t i c a l  c y l -  
i n d e r s  a t  a n y  p o i n t  o f  s p a c e  o u t s i d e  t h e  c y l i n d e r s  i s  c o m p l e t e l y  

d e t e r m i n e d  by  t h e  d i f f r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  A a n d  BS t h e  s o l u t i o n  

t o  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 ) .  

S 
n n’ 
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A s  n o t e d  e a r l i e r ,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  
S S 

An a n d  Bn a r e  f o u n d  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  by  s o l v i n g  t h e  t r u n c a t e d  

s y s t e m  o b t a i n e d  f r o m  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  ( 8 . 3 . 1 7 ) .  I n  t h e  case 
when kZ > >  1 and  t h e  c r o s s  s e c t i o n  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a r e  
n o t  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  wave l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n ,  t h e  a p -  

p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  An a n d  B E  may b e  f o u n d  a l s o  by 

s u m m a t i o n  i n  ( 8 . 3 . 6 2 )  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  s c a t t e r i n g  

c o e f f i c i e n t s  A n  a n d  B n  o f  a l l  s u c c e s s i v e  s e c o n d a r y  d i f f r a c t i o n s  

o b t a i n e d  f r o m  ( 8 . 3 . 6 1 )  u s i n g  f o r m u l a  ( 2 . 2 . 2 4 )  w h i c h  i s  a s y m p t o t i c  
r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  t h e  m a j o r  a x e s  o f  t h e  
c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  l i e  o n  o n e  s t r a i g h t  l i n e  ( o n  t h e  Ox a x i s ) .  

T h e n  A n  and  B n  m u s t  b e  t h e  s o l u t i o n  t o  s y s t e m s  ( 8 . 3 . 4 8 )  and  ( 8 . 3 . 4 9 1 ,  

r e s p e c t i v e l y ,  r e p r e s e n t a b l e  t h r o u g h  t h e  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  / 4 3 5  
t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  by  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 6 3 ) ,  ( 8 . 3 . 6 4 ) ,  i n  w h i c h  now 

S 

s m  s m  

S S 

( 8 . 3 . 6 5 )  

o n  t h e  b a s i s  of  ( 8 . 3 . 5 9 )  a n d  ( 8 . 3 . 6 0 )  when kZ > >  1 ( k Z  > >  n + m) we 

h a v e  a p p r o x i m a t e l y  = 0 ,  s i n c e  c i - i , ~  = 0 a n d  a+l,l = and  

B = 0 ,  
nk 

w h e r e  we h a v e  d e n o t e d  

s m  
Then 

v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  

B n  = 0 f o r  a l l  v a l u e s  o f  n and  when m 2 2 ,  a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  
s m  A n  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 8 . 3 . 6 8 )  
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I 

w h e r e  
m 

n=o 

( 8 . 3 . 6 9 )  
m 

n=O 

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  v a l u e  of t h e  p a r a m e t e r  kZ, w h i c h  c o n t a i n s  t h e  / 4 3 6  
e x p r e s s i o n s  o f  L i n  t h e  d e n o m i n a t o r  may a l w a y s  b e  t a k e n  s u c h  t h a t  
w e  c a n  s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y ,  

( 8 . 3 . 7 0 )  

( f o r  g i v e n  c r o s s  s e c t i o n a l  d i m e n s i o n s  o f  t h e  c y l i n d e r )  by  v i r t u e  o f  
t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  f i r s t  o f  t h e  s e r i e s  ( 8 . 3 . 6 9 ) .  For c o n d i t i o n  
( 8 . 3 . 7 0 )  s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  A;, s = 2 1 i s  r e d u c e d  

t o  summing t h e  i n f i n i t e l y  d e c r e a s i n g  g e o m e t r i c  p r o g r e s s i o n  

m 

A i =  F ~ - - L F ( - - S ) ~ ~ ( S ) X  [ L z Q Q ~ ) Q ( - ~ ) ] " ' - *  + 
ni=l 

m 

as a r e s u l t  of w h i c h  we f i n d  

( 8 . 3 . 7 1 )  

( 8 . 3 . 7 2 )  

We h a v e  a p p r o x i m a t e l y ,  

B i = @ : , .  
( 8 . 3 . 7 3 )  

S u b s t i t u t i n g  ( 8 . 3 . 7 2 ) ,  ( 8 . 3 . 7 3 )  i n t o  ( 8 . 3 . 1 4 ) ,  w e  f i n d  

( 8 . 3 . 7 4 )  

4 1 5  



w h e r e  

b u t  

( 8 . 3 . 7 6 )  

I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  u1 d e t e r m i n e s  t h e  p r e c i s e  v a l u e  
o f  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  of  t h e  f i e l d  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  
w i t h o u t  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  c y l i n d e r s  o n  o n e  
a n o t h e r .  The  f u n c t i o n  u2 a p p r o x i m a t e l y  d e t e r m i n e s  a t  t h e  same p o i n t  
o f  o b s e r v a t i o n  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  w h i c h  sums 
a l l  d i f f r a c t i o n  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  s u b s e q u e n t  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g .  

The  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  a r e  f o u n d  b y  t h e  u s u a l  m e t h o d  f r o m  ( 1 . 6 . 1 9 )  b y  s u b s t i t u t i n g  
( 8 . 3 . 7 4 )  t h e r e .  

A s  i s  o b v i o u s  f r o m  ( 8 . 3 . 7 6 )  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  f u n c t i o n  / 4 3  -- 
u 2  d r o p s  w i t h  i n c r e a s e  i n  kZ a n d ,  a t  t h e  l i m i t  when kZ  + 00 , i t  w i l l  
b e  e q u a l  t o  z e r o .  T h e r e f o r e  w i t h  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  v a l u e s  o f  kZ 
a t  a n y  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  o f  t h e  g i v e n  s y s -  
t e m  o f  c y l i n d e r s  i s  composed  o n l y  o f  w a v e s  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  
s c a t t e r i n g ,  w h e r e a s  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  s e c o n d a r y  w a v e s  o f  t h e  s u b -  
s e q u e n t  o r d e r s  of s c a t t e r i n g  o n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f i e l d  b e c o m e s  
n e g l i g i b l y  s m a l l .  A s  shown i n  E 8 2 1  t h e  e f f e c t  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  
c y l i n d e r s  ( f o r  a g i v e n  k Z )  a t  t h e  p o i n t  o f  o b s e r v a t i o n  i s  i n c r e a s e d  
i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  i n t o  
c i r c u l a r  o n e s  w i t h  t h e  r e t e n t i o n  of  t h e  c r o s s  s e c t i o n  d i m e n s i o n s  
a l o n g  t h e  a x e s  O s x s ,  s = 2 1, a n d  b e c o m e s  l e a s t  w i t h  t h e i r  d e g e n e r a -  
t i o n  i n t o  b a n d s .  However ,  w i t h  d e c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  r a t i o  
o f  t h e  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e  o f  t h e  c y l -  
i n d e r s  t o  t h e  wave l e n g t h  o f  e x c i t a t i o n  t h e  f o r m  o f  t h e  c r o s s  s e c -  
t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  i s  e x p r e s s e d  t o  a n  e v e r  s m a l l e r  d e g r e e  i n  t h e  
v a l u e  o f  t h i s  e f f e c t .  

S 
I n  a s i m i l a r  m a n n e r ,  when kZ > >  1 t h e  c o m p u t a t i o n  of  A n  a n d  

i n  ( 8 . 3 . 6 1 )  may b e  r e d u c e d  t o  a s u m m a t i o n  o f  t h e  d e c r e a s i n g  g e o -  

m e t r i c  p r o g r e s s i o n  w i t h  t e r m s  w h i c h  g i v e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  
s 

s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t s  A S  a n d  B a n d  w i t h  a r b i t r a r y  o r i e n t a t i o n  nm nm 
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of t h e  r e s p e c t i v e  s e m i a x e s  o f  t h e  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  o f  t h e  
c y l i n d e r s .  

TE Type F i e l d .  If w e  s e e k  t h e  ' H e r t z  p o t e n t i a l  o f  t h e  s t r a y  
f i e l d  i n  t h e  f o r m ,  

( 8 . 3 . 7 7 )  
us, 

2E v '=  - 
kz 

s=*l 

w h e r e  

S 
t h e n  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  a 
t h e  new c o e f f i c i e n t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s ,  

a n d  b: by  n 

f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 1 . 7 . 8 1 ,  u s i n g  f o r m u l a s  ( 4 . 5 . 8 ) ,  w e  o b t a i n  

f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  unknowns  A a n d  BS a n  i n f i n i t e  s y s t e m  

o f  e q u a t i o n s  o f  t h e  same f o r m  as ( 8 . 3 . 1 7 )  w i t h  t h e  d i f f e r e n c e  t h a t  
now t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  t h e  f r e e  t e r m s  h a v e  t h e  e x p r e s s i o n s  

S 

n n 

( 8 . 3 . 8 0 )  / 4 3 8  

( 8 . 3 . 8 1 )  

ct qs a n d  ( s  = ct-s,sy s '  w i t h  t h e  p r e v i o u s  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  

- + 1). However t h i s  d o e s  n o t  c h a n g e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s y s t e m  

a s s o c i a t e d  w i t h  i t s  s o l v a b i l i t y ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  A 
S 
n 
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S a n d  Bn a r e  d e t e r m i n e d  u n i q u e l y  f r o m  ( 8 . 3 . 1 7 )  w i t h  ( 8 . 3 . 8 0 ) ,  ( 8 . 3 . 8 1 ) ,  

a n d  &I2< Q, a n d  I B S , I 2 < O C )  . T h e i r  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  may b e ,  

w i t h  a n y  d e g r e e  o f  a c c u r a c y ,  f o u n d  f r o m  t h e  f i n i t e  s y s t e m  o f  e q u a -  
t i o n s ,  o b t a i n e d  b y  t r u n c a t i o n  o f  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m .  J u s t  as i n  
t h e  p r e v i o u s  c a s e  w e  c a n  show t h e  d i f f e r e n t  v a r i a n t s  o f  t h e  c h o i c e  
o f  p a r t i c u l a r  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  of t h e  p r o b l e m ,  w h i c h  p e r m i t  
s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  s y s t e m  when,  w i t h  
g i v e n  c r o s s  s e c t i o n a l  d i m e n i o n s  of  t h e  c r o s s  s e c t i o n  e l l i p s e s  of  t h e  
c y l i n d e r s ,  a d e c r e a s e  o c c u r s  i n  t h e  o r d e r  o f  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s .  
T h e s e  cases  a r e  s t u d i e d  as  i n  t h e  p r o b l e m  f o r  a TM-type f i e l d .  W i t h  
d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  i n t o  b a n d s  ( E :  = 0 ,  s = 2 1) t h e  m a t r i x  

, 6 A i s J s )  w i l l  v a n i s h  i n s t e a d  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  e l e m e n t s  Brim 
c1 (-',') and 

m 

n=O n=O 

( - s , s )  

(+,SI , s i n c e  S e A ( 0 ,  S )  # 0 ,  b u t  C e i ( 0 ,  4 )  = 0 .  

n 

n m  nm 
S e e k i n g  t h e  q u a n t i t i e s  A n  a n d  BS w i l l  f u l l y  s o l v e  t h e  p r o b l e m  

o n  d e t e r m i n i n g  t h e  p o t e n t i a l  V .  T h r o u g h  V t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
s t r a y  f i e l d  a r e  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  (1.6.20). 

On t h e  b a s i s  o f  ( 8 . 3 . 7 9 )  we h a v e  

T h e r e f o r e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  p o l a r  c o o r d i n a t e s  p ,  
4 w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 

w h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n  

( 8 . 3 . 8 3 )  

/ 4 3  - 

( 8 . 3 . 8 4 )  

H e r e  n - 1  = $I + y ,  n + l  
s e c t i o n  of b a c k  s c a t t e r i n g  ( r a d a r  c r o s s  s e c t i o n )  is c o m p u t e d  f r o m  
t h e  f o r m u l a  (11-1 = c1 + y ,   TI+^ = a + Y + 6) 

= 4 + y + B and  p = f e G / 2 .  The l i n e a r  cross 

4 1 8  



-. . . . . . ... . . .. .__ ._ - - -- .. .... . . ._ -. - . . . . . . , - , , ., . .,. , , , 

a n d  i n  t h e  case  o f  two b a n d s  

I .I 

n=o 

The  c o m p l e t e  l i n e a r  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  may b e  c o m p u t e d  
f r o m  f o r m u l a s  ( 8 . 3 . 3 0 )  i n  w h i c h  i n s t e a d  o f  A($) i f  f o l l o w s  t o  t a k e  
A $ < ( $ )  f r o m  ( 8 . 3 . 8 4 ) .  I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  two i d e n t i c a l  e l l i p -  
t i c a l  c y l i n d e r s ,  when = 0 a n d  4-1 = q + l ,  O S  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  b y  

f o r m u l a  ( 8 . 3 . 3 1 ) ,  i n  w h i c h  a n 
Bn  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p s  ( 8 . 3 . 7 9 )  

( 8 . 3 . 1 7 )  w i t h  ( 8 . 3 . 8 0 ) ,  ( 8 . 3 . 8 1 ) .  

S S 

n a n d  b i  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  A a n d  
S S S a n d  A n ,  B n  a r e  f o u n d  f r o m  s y s t e m  

I n  t h e  n e i g h b o r i n g  b a n d  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  i n  
l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m ,  

A n a l y s i s  o f  t h e  f i e l d  n e a r  t h e  c y l i n d e r s  may b e  c a r r i e d  o u t  f r o m  
t h e  f o r m u l a s  

H ,  = k2V, 

( 8 . 3 . 8 7 )  

a f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  t h e i r  r i g h t - h a n d  s i d e s  t h e  e x p r e s s i o n s  i n  / 4 4 0  
( 8 . 3 . 8 6 ) .  On t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 1 . 7 ) ,  ( 8 . 3 . 8 7 )  a n d  ( 8 . 3 . 8 6 )  for t h e  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r ,  w e  h a v e  

j g  = j ,  = 0. 

( 8 . 3 . 8 8 )  
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54. Field of a Longitudinal Emitter i n  t h e  Presence o f  
Two Parallel Elliptical Cylinders. 

Now l e t  u s  l o o k  a t  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a d i p o l e  e m i t t e r  
o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  ( e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c )  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
two  i n f i n i t e l y  l o n g  p a r a l l e l  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s ,  o c c u p y i n g  t h e  
r e g i o n s  S S  1. Ss, s = 2 1 i n  a u n i f o r m  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  s p a c e  w i t h  
e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  E,  p, ~ ( c i  = 0 )  i n  l o c a l  e l l i p t i c a l  c o o r d i -  
n a t e s  Ss, qs, zS  (s = 2 1) on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  c y l i n d e r s  a r e  
i d e a l l y  c o n d u c t i n g  , t h e  i n t e r f o c a l  d i s t a n c e s  o f  t h e i r  c r o s s  s e c t i o n  
e l l i p s e s  i n  t h e  g e n e r a l  case a r e  d i f f e r e n t  (2f-1 f o r  o n e  a n d  2f+l 
f o r  t h e  o t h e r  c y l i n d e r )  a n d  t h a t  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  O,X, 
a x i s  a r e  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  m a j o r  s e m i a x e s  of  t h e  c r o s s  s e c t i o n  
e l l i p s e s ,  i n t e r s e c t i n g  a t  a n  a n g l e  f3 ( F i g .  5 3 , a ) .  The d i p o l e  i s  
f o u n d  a t  p o i n t  P ,  whose  p o s i t i o n  i n  l o c a l  e l l i p t i c a l  c o o r d i n a t e  s y s -  
t e m s  S S ,  qs, zs i s  g i v e n  b y  t h e  v a l u e s  E s  = E s o ,  qs = q s o ,  zs = z o  
(2-1 - ~ + 1 ,  s = 2 1) .  I t s  moment i s  d i r e c t e d  p a r a l l e l  t o  t h e  g e n -  
e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  a n d  i s  o r i e n t e d  t o  t h e  s i d e  o f  i n c r e a s e  
i n  t h e  c o o r d i n a t e  z .  A s  u s u a l ,  t h e  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  s e e k i n g  t h e  
s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a c c o r d i n g  t o  t h e  g i v e n  d i p o l e  f i e l d  
i n  f r e e  s p a c e .  I n  t h e  c a s e  o f  a n . e l e c t r i c  d i p o l e  t h i s  i s  r e p r e s e n t e d  
b y  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  u o  = p e z k R / R  ( p  i s  t h e  l o n g i t u d i n a l  com- 
p o n e n t  o f  t h e  d i p o l e  moment p = ( 0 ,  0 ,  p } ) ,  w h i c h  o n  t h e  b a s i s  o f  
(8.2.1) may b e  w r i t t e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  c y l i n d e r  
( s  = 21) i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  

0 

- 

i n  w h i c h  q 
t h e  g i v e n  e l e c t r i c  c u r r e n t  i n  t h e  d i p o l e .  I n  t h e  ca se  o f  a m a g n e t i c  
d i p o l e  w i t h  t h e  moment m = {O, 0,  m}, m = K(zo)d~g/ - i 4 7 r w p y  w h e r e  
K ( z g )  i s  t h e  g i v e n  m a g n e t i c  c u r r e n t  i n  t h e  d i p o l e ,  t h e  p o t e n t i a l  
f u n c t i o n  v o  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  
c y l i n d e r  may b e  w r i t t e n  on  t h e  b a s i s  o f  (8.2.2) i n  t h e  f o r m  o f  t h e  
s e r i e s  

= f i ( k 2  - h2)/4, p = I(zo)dzo/ - i 4 1 ~ w e ,  a n d  I ( z 0 )  i s  
S 

m 0) 

n=O --OD 
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b- 

b C 

0-, 

F i g .  5 3 .  E x c i t a t i o n  o f  Two E l l i p t i c a l  C y l i n d e r s  b y  t h e  L o n g i t u d i n a l  
D i p o l e  ( a ) ,  t h e  C a s e  o f  Two Bands  ( P l a n e  Z = c o n s t )  w i t h  A r b i t r a r y  
V a l u e s  o f  t h e  P a r a m e t e r s  ( b )  a n d  t h e  C a s e  when f - 1  = f + l  = f ,  y = 
Tr/2y 6 = 0 ( c ) .  

w h e r e  q 
t i c a l  c y l i n d e r ,  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  f o u n d  t h r o u g h  / 4 4 2  

f r o m  r e l a t i o n s h i p s  ( 1 . 6 . 1 9 )  or ( 1 . 6 . 2 0 )  [ 1 0 6 ,  1 0 7 1 ) .  

= f i ( k 2  - h 2 ) / 4 ,  s = f 1. J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  of  o n e  e l l i p -  
S 

' t h e  r e s p e c t i v e  p o t e n t i a l  u 1  or V 1  ( d e p e n d i n g  o n  t h e  t y p e  o f  f i e l d )  

I 

 field i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  
E l e c t r i c  D i p o l e .  If we s e e k  t h e  p o t e n t i a l  u 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  

(8.4.3) 

421 



I 1111111Il I II Ill 

w h e r e  

4 ,  = f , 2 ( k 2  - h 2 )  (s = - + 1) , b u t  a : ( h )  a n d  b z ( h )  a r e  unknowns  s u b j e c t  

t o  d e t e r m i n a t i o n  t h a t  d e p e n d  o n  h ,  t h e n  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
( 1 . 7 . 7 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  c y l i n d e r  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  a d d i t i o n  
t h e o r e m  (4.5.8) w e  f i n d  t h a t  ( 1 . 7 . 7 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f  t h e  q u a n -  

t i t i e s  A , ( h )  a n d  Bn(h) a s s o c i a t e d  w i t h  a i ( h )  a n d  b z ( h )  b y  t h e  f o r m -  

u l a s  , 
‘:@I = Cn Cen (E:, qs) A;, bj (h)  = d, Se, ( E : ,  q8) Bi  

S S 

(8.4.5) 

(s = 2 11, w i l l  b e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  
e q u a t i o n s ,  

(8.4.6) 

i n  w h i c h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a s  (8.3.18) 
a n d  t h e  f r e e  t e r m s  a r e  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n s ,  

(-s,s) ( - s , s )  (-s,s) 
nm 3 ’nm 3 ’nm Here u n l i k e  (8.3.18) t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  c1 Y 

(-s’s) a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r  h ,  w h i c h  v a r i e s  i n  t h e  r a n g e  nm 
f r o m  - a t 0  + m y  s i n c e  q = f2(k2 - h2)/4. However ,  j u s t  as  b e f o r e  

w e  c a n  show t h a t  f o r  a n y  f i x e d  v a l u e  o f  h t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
s y s t e m  w i l l  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  (1.9.19) a n d  i t s  r i g h t - h a n d  s i d e s  
w i l l  s a t i s f y  c o n d i t i o n  (1.9.20) i f  t h e  c y l i n d e r s  d o  n o t  t o u c h  o n e  
a n o t h e r ,  a n d  t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  

c y l i n d e r s  ( i n  t h e  o p p o s i t e  c a s e  IF 1 2 ,  
w h e r e  s = -1 o r  s = +l. S a t i s f a c t i o n  o f  t h e s e  c o n d i t i o n s  a l l o w s  
e s t a b l i s h i n g  t h e  u n i q u e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m  (8.4.6) b y  t h e  

S S 

S S l Q n I 2  -t c o n s t ,  if < S O  = E : ,  n 
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method  of t r u n c a t i o n ,  a n d  for e a c h  h w e  w i l l  h a v e  ~ i A ~ 1 2  coo a n d  
m n=O 

n=O 

By d e t e r m i n i n g  t h e  v a l u e s  o f  A: a n d  B: t h e  f o r m a l  s o l u t i o n  t o  

t h e  p r o b l e m  i s  f i n i s h e d .  

Formu- las  (8.4.3), (8.4.6) w h i c h  g i v e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o -  
b l em a r e  p r e c i s e .  However  i n  p r a c t i c e  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  t h e y  a r e  
s u i t a b l e  o n l y  f o r  a n  a p p r o x i m a t e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  u 1  b y  
n u m e r i c a l  m e t h o d s .  If r a t h e r  t h a n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  w e  look o n l y  a t  
t h e  f i e l d  i n  t h e  wave b a n d  f o r  w h i c h  w e  assume t s  + co , kf c h  < S  -+ 

00,  t h e n  w e  c a n  s i m p l i f y  t h e  t e r m s  i n  t h e  s e r i e s  i n  (8.4.3) a n d  b e  
f r e e d  o f  t h e  f u n c t i o n a l  d e p e n d e n c e  i n  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  t h e  
f r e e  t e r m s  of s y s t e m  (8.4.6) o n  t h e  p a r a m e t e r  h .  T h u s ,  i n  t h e  wave 
b a n d  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l s  

(8.4.8) 

w h i c h  c o n t a i n  i n  (8.4.4) a f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n  them o f  t h e  r a d i a l  

M a t h i e u  f u n c t i o n s  M e ( l ) ( S s ,  4 s )  a n d  NeL1) (Ss ,  9 s )  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  

w h i c h  a r e  a s y m p t o t i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t  a n d  t h -  s u b s e q u e n t  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  of s t e e p e s t  d e s c e n t s  t o  t h e  i n t e g r a l s  t h u s  
o b t a i n e d  ( j u s t  a s  w a s  d o n e  i n  t h e  case  o f  o n e  c y l i n d e r ) ,  w i l l  b e  
a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  

n 

(8.4.9) /444 

w h e r e  R, = rs - z o  c o s  9, rs = r - szo s i n  9 c o s  + ,  s = 2 1, a n d  
w h e r e  w e  h a v e  o m i t t e d  t h e  t e r m s  w h i c h  c o n t a i n  h i g h e r  p o w e r s  o f  t h e  

q u a n t i t y  R - l .  I n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  (8.4.9) now h = k C O S  9, 

a n d  qs  = f z k 2 s i n 2 8 / 4 ,  s = 2 1. T h e r e f o r e ,  s y s t e m  (8.4.6) w i t h  a 
f i x e d  v a l u e  o f  t h e  p a r a m e t e r  9 m u s t  b e  s o l v e d  o n l y  when h = k c o s 9 .  

S 

A f t e r  s u b s t i t u t i n g  (8.4.9) i n t o  (8.4.4) a n d  s u b s e q u e n t  c o n v e r -  
s i o n  t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  9, + w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 
f o r  t h e  f u n c t i o n  u l ,  w e  o b t a i n  t h e  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n ,  

4 2 3  



eikr -OD 

x -ikz,  cos e e-iskl, sin e cos cp 
u1 = 2 p  - e r 

( 8 . 4 . 1 0 )  

I n  t h e s e  same c o o r d i n a t e s  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  f r e e  s p a c e  i s  d e t e r -  
m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a  ( i n  t h e  wave b a n d )  

w h e r e  p o ,  +', z o  a r e  t h e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  o f  p o i n t  P w i t h  t h e  d i p o l e  
i n  t h e  s y s t e m  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 .  T h e r e f o r e ,  f r o m  (1.6.19) 
i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  

elkr 
Ee = 1/' e H ,  = -k2psin8 - r X 

( 8 . 4 . 1 2 )  

w h e r e  t h r o u g h  W ( 0 ,  + )  w e  d e n o t e  t h e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  ( d a m p i n g  f a c -  
t o r )  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  d i p o l e  f i e l d  o f  two  
p a r a l l e l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r s  o f  e l l i p t i c a l  c r o s s  s e c t i o n .  
T h e  f u n c t i o n  W ( 0 ,  $ 1  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e x p r e s s i o n ,  

s = i  I n=O 
( 8 . 4 . 1 3 )  / 4 4 5  

a n d  i s ,  f o r  a f i x e d  v a l u e  o f  qs  = f z  k 2  s i n 2 9 / 4 ,  S = 21, a f u n c t i o n  
of  t h e  a n g l e  $ ,  w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  t h e  a z i m u t h  d i r e c t i o n a l i t y  of  
e m i s s i o n  f r o m  t h e  s y s t e m ,  c o n s i s t i n g  o f  a n  e l e c t r i c  d i p o l e  a n d  two  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  w h i c h  p l a y  t h e  r o l e  o f  p a s s i v e  r e f l e c t o r s .  The  
r e s i s t a n c e  o f  t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h i s  s y s t e m  a s  w e l l  a s  t h e  c o e f f i c -  
i e n t  o f  d i r e c t i o n a l i t y  o f  t h e  e m i s s i o n  may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  com- 
p u t a t i o n s  o f  t h e  r a d i a t i v e  power  t r a n s f e r r e d  t h r o u g h  t h e  i n f i n i t e  
s p h e r e  w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n  0 a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 1 . 4 . 1 4 )  
a n d  ( 1 . 4 . 1 7 ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  i f  we a p p l y  t o  t h e  i n t e g r a l s  e n c o u n t e r e d  
i n  t h e s e  f o r m u l a s  t h e  n u m e r i c a l  m e t h o d s  o f  i n t e g r a t i o n .  

Wi th  a f i x e d  v a l u e  o f  t h e  a n g l e  8 t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  of  s y s -  
t em ( 8 . 4 . 6 )  p o s s e s s  a l l  t h e  p r o p e r t i e s  o f  ( 8 . 3 . 1 7 ) .  T h e r e f o r e ,  b y  
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t h e  c h o i c e  o f  t h e  p a r t i c u l a r  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s ,  w h i c h  d e t c - . r . -  
m i n e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  w e  c a n  t o  a s i g n i f i c a n t  d e g r e e  
s i m p l i f y  t h e  f o r m u l a s  f o r  A$ a n d  BE a n d  t h e  f o r m  o f  t h e  f u n c t i o n  
W ( 0 ,  9 )  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  9 3 ,  C h a p t e r  8 ) .  The f u n c t i o n  w ( 0 ,  ( p )  
a s s u m e s  a c o m p a r a t i v e l y  s i m p l e  f o r m  i n  t h e  c a s e  when t h e  e l l i p t i c a l  
c y l i n d e r s  a r e  d e g e n e r a t e d  i n t o  b a n d s  ( E :  = 0 ,  s = f. 1, F i g .  5 3 , b ) .  
Then  

X w (0, q) = 1 + eW sin f3 (g-?’) 2 e-iskI. sin f3 cos 

S=+l  

( 8 . 4 . 1 4 )  

r e g a r d l e s s  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g l e  6 ,  a t  w h i c h  t h e  p l a n e s  0-1x-1 
z-1 a n d  0+1x+iz+1 i n t e r s e c t  w i t h  t h e  b a n d s  l o c a t e d  i n  them h a v i n g  
a w i d t h  o f  2f-1 a n d  2 f + l ,  r e s p e c t i v e l y .  The c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
s e r i e s  i n  ( 8 . 4 . 1 4 )  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  s y s t e m ,  

m 

i n  w h i c h  

( 8 . 4 . 1 5 )  

( 8 . 4 . 1 6 )  

( 8 . 4 . 1 7 )  

When 6 = 0 ( t h e  p l a n e  O-lx-lz-l a n d  O+lx+lz+l a r e  p a r a l l e l )  a n d  9-1 = 
9+1. 

( 8 . 4 . 1 8 )  

I f ,  f u r t h e r m o r e ,  t h e  b a n d s  a r e  a r r a n g e d  a s  shown i n  F i g .  5 3 , c  when / 4 4 6  
0-lytl - - n/2, “+1 , -1  = 3 n / 2 ,  rI-1,I-J - - n/2, r 1 + 1 , 0  = 3n/2, t h e n  sum- 

m a t i o n  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  Q(’)(-S, s ;  0 )  i n  f a c t  w i l l  b e  c a r r i e d  
(1) o u t  o n l y  o v e r  r a n d  p o f  t h e  same p a r i t y  [ i f  r 2 p i s  o d d ,  t h e n  Q m n  

( - s ,  S ;  0 )  = 0 1 ,  on  t h e  s t r e n g t h  o f  w h i c h  p 5 r ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  
n t m a l s o  w i l l  b e  e v e n  n u m b e r s .  I n  t h e  c a s e  i n s t e a d  o f  ( 8 . 4 . 1 8 ) ,  

m n  

4 2 5  
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= 3IT/2 For t h e  same r e a s o n  ( c e n ( n s 0 ,  q s )  - 0 ,  if ~ 1 - 1 ~ 0  =  IT/^, T I + ~ , O  
w i t h  o d d  n )  w e  a l s o  f i n d  t h a t  

- 

I F S  - FVS n -  n ,  
( 8 . 4 . 2 0 )  

i f  t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  midway b e t w e e n  t h e  b a n d s  o n  t h e  l i n e  o f  t h e  
c e n t e r s  of t h e i r  c r o s s  s e c t i o n ,  when 5 - 1 0  = < + l o .  A s  a r e s u l t  f r o m  
(8.4.15) w h e r e  f o r  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  t h e  s u m m a t i o n  i s  
c a r r i e d  o u t  o v e r  m of  t h e  same p a r i t y  a s  n ,  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n ,  

( 8 . 4 . 2 1 )  

t h e  f o r m ,  

w h e r e  A n  i s  f o u n d  f r o m  s y s t e m  ( 8 . 4 . 1 6 )  w i t h  s = + 1 .r s = - 1. 
Hence  i t  i s  c l e a r  t h a t  a t  t h e  p o i n t s  o f  t h e  wave b a n d  f o r  w h i c h  

( 8 . 4 . 2 3 )  

t h e  p r e s e n c e  o f  b a n d s  i n  t h e  f i e l d  of t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  l o c a t e d  
a s  shown a b o v e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e m ,  i s  n o t  e x p r e s s e d  i n  t h e  c h a r a c -  
t e r i s t i c s  o f  t h e  d i p o l e  e m i s s i o n .  

I f  t o 1  = = 0 a n d  a-1,+1 = 0 ,  a+l,-l - - I T ,  a n d  t h e  p o s i t i o n  

of  t h e  d i p o l e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  c o o r d i n a t e s  €,-1,0 = <+1 ,0 ,  q - l , o  = 
a, q + 1 , 0  - - IT - a, t h e n  when 4 - 1  = q + l  = q ( 8 . 4 . 1 8 )  i s  v a l i d  a n d  

A s  a r e s u l t  f r o m  (8.4.15) w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  t h e n  

( 8 . 4 . 2 4 )  

( 8 . 4 . 2 5 )  

a n d  t h e  d a m p i n g  f a c t o r  ( 8 . 4 . 1 4 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  
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R e t u r n i n g  t o  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  l e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  l a w  o f  t h e  
d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  of s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  on  t h e  s u r f a c e  of  
t h e  s - t h  c y l i n d e r  b y  t h e  f i e l d  o f  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e ,  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h e  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r s  i s  d e t e r m i n e d  o n  t h e  b a s i s  
o f  (1.1.7), (1.6.19), (8.4.1), (8.4.3), (4.5.81, (8-.4.6), (8.4.5) 
by  t h e  f o r m u l a ,  

m m (8.4.27) 

= 0 ) ,  w h e r e  q = f G ( k 2  - h2)/4, s = 2 1. W i t h  d e g e n e r a t i o n  
= 

(j: = j r l  S 
o f  t h e  c y l i n d e r s  i n t o  b a n d s  ( E :  = 0 ,  s = 

0 ,  a n d  J c h 2  <: - c o s  ns = s i n r l , .  
b e  f o u n d  by  t h e  m e t h o d s  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n .  

l ) . h e r e  w e  w i l l  h a v e  BS n 
The a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  j z  may 2 S 

From t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  d i p o l e  s o u r c e  we c a n  
o b t a i n  g e n e r a l i z a t i o n s  t o  t h e  c a s e  o f  a l i n e a r  a n t e n n a  a n d  t o  t h e  
c a s e  o f  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  a n  e l e c t r i c  c u r r e n t  i n  i t .  
T h u s ,  by  i n t e g r a t i n g  (8.4.12) o v e r  z o  f r o m  z 1  t o  z 2 ,  we f i n d  f o r  
t h e  f i e l d  o f  t h e  l i n e a r  a n t e n n a ,  

If we s e t  h e r e  z 1  = -7,  a n d  z 2  = 7 a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  
o f  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  a n t e n n a  is g i v e n  i n  t h e  f o r m ,  

- - 
- sin k ( 1  - zo) ,  0 4 zo .< 1, 

sin kl 
I (zo) = 

- s i n k ( &  z,), - is z0 GO, 
sin kl 

t h e n  f o r  s u c h  a d i s t r i b u t i o n  t h e  e l e c t r i c  c o m p o n e n t  

X = - I,k eikr \cos (krcos 0) -cos kT] 
2?f.oE f sin kisin e -.-. 

(8.4.29) 

/448 
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I n  p a r t i c u l a r ,  f o r  t h e  h a l f - w a v e  a n t e n n a  ( 2 7  = h 0 / 2 )  w e  w i l l  h a v e  

O f  d e f i n i t e  i n t e r e s t  i s  t h e  c a s e  when t h e  s o u r c e  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  i s  a n  i n f i n i t e l y  l o n g  f i l a m e n t  w i t h  a n  e l e c t r i c  c u r r e n t ,  
p a r a l l e l  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s .  For s u c h  a c a s e  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 4 . 1 )  a n d  
( 8 . 4 . 3 )  o v e r  z o  f r o m  - c o t 0  +a. A s  a r e s u l t  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 8 . 4 . 3 0 )  

S S i n  w h i c h  q S = (f,k/2)2 ( h  = O ) ,  a n d  t h e  q u a n t i t i e s  A n ,  Bn  a r e  solu- 

t i o n  t o  t h e  s y s t e m  ( 8 . 4 . 6 )  when h = 0 .  E x p a n s i o n  f o r  t h e  p o t e n t i a l  
u o  r e p r e s e n t s ,  a s  w e  c a n  e a s i l y  s e e ,  t h e  e x p a n s i o n  of t h e  c y l i n d r i c a l  
wave ( 4 . 4 . 9 )  a c c o r d i n g  t o  t h e  M a t h i e u  wave f u n c t i o n s .  T h e r e f o r e  
t h e  e x p r e s s i o n  €or t h e  o t e n t i a l  u 1  w i l l  b e  s i m i l a r  t o  t h e  e x p r e s s i o n  
w h i c h  i s  o b t a i n e d  f o r  u’ w i t h  a s t r i c t  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on 
d i f f r a c t i o n  o f  a c y l i n d r i c a l  wave on t w o  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p a r a l l e l  
c y l i n d e r s  o f  e l l i p t i c a l  c r o s s  s e c t i o n .  

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  t h e  o n l y  n o n - z e r o  c o m p o n e n t  o f  
t h e  e l e c t r i c  f i e l d  i s  e q u a l  t o  

( 8 . 4 . 3 1 )  - /44 



U s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 4 . 5 . 8 )  o f  s y s t e m  ( 8 . 4 . 6 )  a n d  t h e  f o r m u -  
l a s  i n  ( 8 . 4 . 3 0 )  f o r  t h e  p o t e n t i a l  of  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  u = u o  + u 1  
w e  f i n d  a n  e x p r e s s i o n  ( i n  c o o r d i n a t e s  of  t h e  S - t h  c y l i n d e r )  

r- 

w h i c h  p e r m i t s  a l o n g  w i t h  ( 1 . 6 . 1 9 )  s t u d y i n g  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  
i n  t h e  n e i g h b o r i n g  b a n d .  On t h e  b a s i s  o f  (1.1.7) t h e  l a w  o f  d e n s i t y  
d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s ,  i n d u c e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s - t h  c y l i n d e r  by  t h e  f i e l d  o f  t h e  f i l a m e n t  w i t h  t h e  c u r r e n t ,  w i l l  
b e  g i v e n  by  t h e  f o r m u l a s ,  

( 8 . 4 . 3 2 )  

M a g n e t i c  D i p o l e .  A t  p o i n t  P l e t  t h e r e  b e  f o u n d  a m a g n e t i c  d i p o l e  
w i t h  t h e  moment m y  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  z p a r a l -  
l e l  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s ,  whose c o n f i g u r a t i o n  r e m a i n s  
a s  b e f o r e .  Then  i f  w e  s e e k  t h e  p o t e n t i a l  V 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  F o u r i e r  i n t e g r a l s ,  

n=O -m 

(8.4.33) 

( 8 . 4 . 3 4 )  

w h e r e  q = fi(k2 - h 2 > / 4 ,  s = ?. 1, t h e n  f o r  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  / 4 5 0  
S S S BE c o u p l e d  w i t h  a a n d  bn b y  t h e  f o r m u l a s ,  S 

n' n nknowns  A 
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w e  f i n d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  (1.7.8) o n  t h e  b a s i s  o f  (8.4.2) 
a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  (8.4.6) w i t h  m a t r i x  e l e m e n t s  
(8.3.80) a n d  w i t h  t h e  f r e e  t e r m s ,  

(8.4.36) 

s =  rfr 1. 

- +  I n  (8.3.80) j u s t  a s  i n  (8.4.36), 9 ,  = f:(k2 - h2)/4, S - - 1, on 

t h e  s t r e n g t h  o f  w h i c h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  of  t h e  s y s t e m  a n d  i t s  f r e e  
t e r m s  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r  h ,  w h i c h  v a r i e s  i n  t h e  r a n g e  
f r o m  - m t o  03. The p r o p e r t i e s  of t h e  s y s t e m  r e f e r r i n g  t o  i t s  s o l v -  
a b i l i t y ,  r e m a i n  a s  b e f o r e ;  f o r  e a c h  h t h e  s y s t e m  i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e  

-. 

by  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n ,  a n d  I](Ai12<q) a n d  sIB:la<g, f o r  e a e h  h .  
n=O n=O 

On t h e  b a s i s  o f  (8.4.9) i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  8 ,  + w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 t h e  p o t e n -  
t i a l  v 0  o f  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  

Ikr-ikz, COS 8 e sin e e--lk p' sln e cos (cp*-cp), vo = ikm r (8.4.37) 

a n d  t h e  p o t e n t i a l  V 1  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
t o  

ikr- lkz ,  cos 8 

,x 
e r. e- iskl ,  cos w sin v1 = 2m- 

r Y 
s = t  1 

(8.4.38) 

( P O ,  + O ,  z o  a r e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  o f  p o i n t  P w i t h  t h e  o r i g i n  a t  0 ) .  
F r o m  ( 1 . 6 . 2 0 )  w e  f i n d  t h a t  i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  wave b a n d  
f o r  t h e  c o m p l e t e  f i e l d ,  

(8.4.39) /45 
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where the damping factor W ( 0 ,  $ ) ,  for the characteristics of direc- 
tionality of the magnetic dipole in free space, is equal to 

m (8.4.40) 

Just as before, the function W $ : ( B ,  $ )  with a fixed value of 8 char- 
acterizes the azimuth directionality of the emission from the sys- 
tem, consisting of a magnetic dipole and two elliptical cylinders, 
which play the role of passive reflectors. The resistance of the 
emission and the coefficient of the directed action of this system 
may be computed on the basis of the methods of numerical integration 
according to formulas (1.4.14) and (1.4.17), respectively. 

For a numerical solution to the problem the approximate values 
S S of the quantities A n  and Bn are found from the finite system, 

in=O 

N (8.4.41) 

m=O . 

in which q S = (f,k~ine)~/4, and N M C 2 k a 1 ,  where k a  = ~n$~(kf~ch<:) 
(in the wave band h = k cos e). 

Just as in the previous problems we can significantly simplify 
S S 

I the expressions which determine A n' Bn and W a ( 8 ,  $ ) ,  due to the 

I choice of special values of the parameters of the problem. In par- 
ticular, in the case of two parallel bands, arranged as shown on 
Figure 53, c y  expression (8.4.40) is substantially simplified. Thus, 
if a - 1  = n / 2 ,  a+1  = 3n/2 and 5 - 1 ~ 0  = < + 1 , 0 ,  f - 1  = f + l ,  then I 

(8.4.42) 

I and then 
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Hence it follows that the characteristics of emission from the mag- 
netic dipole, located midway between the two parallel ideally con- 
ducting bands and possessing a moment parallel to them, do not de- 
pend on the presence of bands in the directions for which 

klosins8coscp= 2nm, m = O ,  +1 ,  ... 
(8.4.44) 

If these same bands are arranged as shown in Figure 5 3 , c ,  then 

Therefore for such a case 

(8.4.45) 

(8.4.46) 

(8.4.47) 

The law of density distribution of the surface currents induced 
on the surface of the s-the cylinder by the field of the magnetic 
dipole is determined as u s u a l  from (1.1.7), (1.6.20) on the basis 
.of (8.4.2), (8.4.33) of the infinite system (8.4.6) with (8.3.80) 

( h  = k cos e ) ,  (8.4.36) and has in the general case the form, 

n=o --m 

( j ;  = o ) ,  where q 

the cylinders into bands ( e :  = 0, s = 2 1) A,(h) 0 and then 

= fi(k2 - h2)/4, s = 2 1. With degeneration of 
S 

S 

A 
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E x p r e s s i o n s  ( 8 . 4 . 4 9 )  i n d i c a t e  a n  a u t o m a t i c  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  
M e i x n e r  c o n d i t i o n  a t  t h e  e d g e  w i t h  t r a n s i t i o n  f r o m  c y l i n d e r s  t o  
b a n d s .  fz may b e  f o u n d  by  t h e  m e t h o d s  of The  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  J ~ ,  .s 

n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 4 . 4 8 ) ,  ( 8 . 4 . 4 9 ) .  

By i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 4 . 3  ) o v e r  z o  f r o m  z o  = z 1  t o  z o  = z i ,  w e  
f i n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t o  t h e  ca se  
o f  a l i n e a r  a n t e n n a  o f  f i n i t e  l e n g t h ,  e x t e n d i n g  f r o m  z o  = z 1  t o  z o  = 
z 2  p a r a l l e l  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  t h e  c y l i n d e r s  w i t h  t h e  g i v e n  c u r -  
r e n t  K = K ( z 0 ) .  The c o m p o n e n t  of  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  f o r  s u c h  a c a s e  
i s  e q u a l  t o  

( 8 . 4 . 5 0 )  

- - 
If z 1  = - 2 ,  z 2  = 2 a n d  t h e  a n t e n n a  i s  e x c i t e d  i n  t h e  m i d d l e  s u c h  
t h a t  t h e  c u r p e n t  i n  i t  i s  d i s t r i b u t e d  s y m m e t r i c a l l y  a c c o r d i n g  t o  t h e  
r u l e ,  

w h e r e  K O  i s  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  l o o p  ( t h e  maximum v a l u e  o f  K ( Z o ) ) ,  
t h e n  f o r  s u c h  a c a s e ,  

( 8 . 4 . 5 1 )  

o r  if t h e  l e n g t h  of t h e  a n t e n n a  i s  e q u a l  t o  h a l f  t h e  wave (t = A 0 / 4 ) .  

e ikr . -. X EQ = - * iKoc 
2n r sin 8 

( 8 . 4 . 5 2 )  



W i t h  i n t e g r a t i o n  i n  (8.4.21, (8.4.331.over 2 0  f r o m  -a0 t o  +a 
we f i n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  of t h d  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t o  t h e  
c a s e  when t h e  e x c i t e r  o f  t h e  c y l i n d e r s  i s  a n  i n f i n i t e  l i n e a r  s o u r c e  

t h e  c y l i n d e r s .  I n  t h i s  c a s e  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  o f  t h e  p r i m a r y  a n d  
s e c o n d a r y  f i e l d s  we f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  

w i t h  a g i v e n  m a g n e t i c  c u r r e n t  K ,  p a r a l l e l  t o  t h e  g e n e r a t r i c e s  o f  / 4  54 

*- 

(8.4.54) 

w h e r e  q 
w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  (8.3.30) a n d  w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  (8.4.36) 
w i t h  t h e  v a l u e s  of h = 0 .  S o l u t i o n  t o  (8.4.54) i s  s i m i l a r  t o  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  d i f f r a c t i o n  o f  a c y l i n d r i c a l  wave (4.4.9) 
o n  two  p a r a l l e l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c y l i n d e r s  o f  e l l i p t i c a l  c r o s s  
s e c t i o n .  I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  t h e  o n l y  n o n - z e r o  l o n g i -  
t u d i n a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  s e c o n d a r y  m a g n e t i c  f i e l d  i n  p o l a r  c o o r d i -  
n a t e s  p ,  4 w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 i s  e q u a l  t o  

= (f,k)2/4, and  A: a n d  B S  a r e  f o u n d  f r o m  s y s t e m  (8.4.6) 
S n 

The c o m p l e t e  f i e l d  n e a r  t h e  s - t h  c y l i n d e r  may  b e  s t u d i e d  u s i n g  t h e  
f o r m u l a s  i n  (1.6.20) i n  w h i c h  t h e  p o t e n t i a l  V = V o  + V 1  on t h e  b a s i s  
o f  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m s  (4.5.71, (4.5.8) a n d  (8.4.61, (8.4.531, 
(8.4.54) i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m ,  
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r- 

w r i t t e n  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r .  

T h i s  p r o b l e m  a l l o w s  s i g n i f i c a n t  g e n e r a l i z a t i o n  t o  t h e  c a s e  o f  
a l o n g i t u d i n a l  s l o t  ( F i g .  5 4 ) ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  
e l l i p t i c a l  c y l i n d e r s  i n  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  f i e l d  o f  e m i s s i o n  f r o m  
t h e  s l o t  o f  t h e  o t h e r  e l l i p t i c a l  c y l i n d e r ,  p l a y i n g  ( w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  f i r s t  c y l i n d e r )  t h e  r o l e  o f  t h e  p a s s i v e  r e f l e c t o r .  Such  a g e n -  
e r a l i z a t i o n  i s  o b t a i n e d  by  t h e  l i m i t i n g  c o n v e r s i o n  i n  ( 8 . 4 . 5 0 )  o v e r  / 4 5 6  
c S o  when c S o  t e n d s  t o  c $ ( s  = -1 o r  s = +1). A f t e r  c o m p l e t i n g  t h e  
l i m i t i n g  c o n v e r s i o n  we o b t a i n  a p r o b l e m  c o n c e r n i n g  t h e  s o u r c e ,  
e q u i v a l e n t  i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t o  t h e  n a r r o w  l o n g i t u d i n a l  
e m i t t i n g  s l o t  w i t h  a w i d t h  h , , d n o ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  

i g .  5 4 .  G e n e r a l i z e d  P r o b l e m s  f o r  t h e  C a s e  o f  a L o n g i t u d i n a l  S l o t .  
o c a t e d  on  One o f  t h e  E l l i p t i c a l  C y l i n d e r s .  

n t h e  b a s i s  o f  ( 8 . 4 . 5 6 )  and  (1.1.7), ( 1 . 6 . 2 0 )  for t h e  d e n s i t y  d i s -  
o f  t h e  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  
we f i n d  t h e  f o r m u l a  

m 

(-1Y L%Cen(%, 4J + B:,se,(rla, 9,)L k2mc 

, n-0 ( 8 . 4 . 5 7 )  i:=-- 5t 

9, = (f,kT/49 
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s - t h  c y l i n d e r  a n d  e x t e n d i n g  i n  l e n g t h  from z o  = z 1  t o  z o  = z 2 .  If 
we c o m p a r e  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz, i n  w h i c h  e x p r e s s i o n  ( 8 . 4 . 5 0 )  
i s  w r i t t e n  w i t h  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  O S X ~ ~ S Z S  o f  t h e  s - t h  
c y l i n d e r ,  t h e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  8 ,  4 w i t h  t h e  o r i g i n  a t  
p o i n t  0 when S S o  = S j ( s  = -1 o r  s = +1> w e  w i l l  h a v e  

w h e r e  

( 8 . 4 . 5 9  1 

If we s u b s t i t u t e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  c u r r e n t  K ( z 0 )  i n  ( 8 . 4 . 5 8 )  

t h e n  a f t e r  i n t e g r a t i n g  i n  t h e  r a n g e  f r o m  q.!j 
t o  n i  we f i n d  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  c a s e  of a 
r e c t a n g u l a r  s l o t  o f  f i n i t e  w i d t h  w i t h  t h e  g i v e n  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

t h a t  t h e  v o l t a g e  o n  t h e  s l o t  i s  

b y  t h e  d i s t r i b u t i o n  of v o l t a g e  on  t h e  s l o t  E , , ( S s ,  0 n s o ,  Z o ) h n s o d n s o ,  

f i e l d  E , ( S j ,  ns, 0 2 0 )  i n  t h e  o p e n i n g  o f  t h e  s l o t .  I f  we t h e n  a s s u m e  

( 8 . 4 . 5 8 )  o v e r  Q: = n s o  

V ( S )  = (Et9  qt? 20) hq (hi - hf), 

we o b t a i n  

w h e r e  

( 8 . 4 . 6 0 )  

( 8 . 4 . 6 1 )  

( 8 . 4 . 6 2 )  
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I f ,  i n  t h e  a n t e n n a ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  c u r r e n t  a l o n g  
t h e  s l o t  i s  s i n u s o i d a l ,  t h e n  t h i s  c a s e  w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  v o l t a g e  a l o n g  t h e  s l o t  , 

w h i c h  can  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

i f  i n s t e a d  of t h e  v o l t a g e  i n  t h e  l o o p  V O  w e  t a k e  t h e  v o l t a g e  a t  t h e  
s u p p l y  p o i n t s  V O ,  a p p l i e d  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  s l o t .  T h e n  

icv,, cos (kTcos e) - cos kl- s(e)= __ .-- 
3t sin e sin hi 

or when = A0/4 

- S  
I n  e x p r e s s i o n  ( 8 . 4 . 6 2 )  b o t h  A S  

f u n c t i o n  W ; : ( e ,  9 )  i s  d e t e r m i n e d ,  d e p e n d  o n  t h e  i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e  

q g .  

q-Os w h i c h  d e p e n d s  on  17:. T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  c a r r y  o u t  t h e  

i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 4 . 6 2 )  o v e r  n i  w e  m u s t  f i r s t  e x p l i c i t y  e x p r e s s  t h e  

f u n c t i o n a l  d e p e n d e n c e  of t h e  q u a n t i t i e s  A i  a n d  Bn o n  q g .  T h i s  

c a n  b e  d o n e  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  

B S  a n d  A - S  t h r o u g h  w h i c h  t h e  n y  n n ” n ’  

F u r t h e r m o r e ,  A i s  and  B:‘ a r e  a l s o  f u n c t i o n s  o f  t h e  v a r i a b l e  

+ S  + S  

L e t  u s  w r i t e  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m  
( 8 . 4 . 4 1 )  f r o m  w h i c h  w e  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  

A i  , Bn , i n  t h e  f o r m ,  +s +s 

w h e r e ,  a s  i s  c l e a r  f r o m  ( 8 . 4 . 3 6 1 ,  

( 8 . 4 . 6 3 )  
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Sy's tem ( 8 . 4 . 4 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  n o r m a l  f o r m ,  

4N 4-2 

( 8 . 4 . 6 4 )  a+ c i I z I  = fr, '  i = 1, 2, . . . , 4Nf2, 
/=I 

if w e  i n t r o d u c e  t h e  d e s i g n a t i o n s  ( 8 . 3 . 2 0 1 ,  ( 8 . 3 . 2 2 1 ,  ( 8 . 3 . 2 3 ) .  L e t  
A b e  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  s y s t e m  ( 8 . 4 . 6 4 ) .  Then  

21 = - Ai , i =  1, 2, .. . , 4N+2, 
A ( 8 . 4 . 6 5 )  

w h e r e  A i  i s  t h e  d e t e r m i n a n t  o b t a i n e d  f r o m  A by s u b s t i t u t i o n  i n  it 
o f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  i - t h  c o l u m n  w i t h  t h e  c o l u m n  o f  f r e e  t e r m s .  
E x p a n d i n g  A i  o v e r  e l e m e n t s  o f  t h e  j - t h  c o l u m n  and  w r i t i n g  t h e  r e -  
s u l t  i n  t h e  f o r m ,  

i I 

a r e  a l g e b r a i c  c o m p l e m e n t s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  ( 1 > - ( 4 >  w h e r e  A.. 
$2  

e l e m e n t s  f; we w i l l  h a v e  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  d e f i n i t i o n s  u s e d  a b o v e  
Y 

S S 
f o r  F n  and Qn, 

( 8 . 4 . 6 6 )  

0 H e r e  t h e  f u n c t i o n s  o f  t h e  a n g l e s  n o l ,  Q - 1  a r e  o n l y  t h e  c l e a r l y  
w r i t t e n  a n g u l a r  M a t h i e u  f u n c t i o n s  t s  = -1 o r  s = +1). S i n c e  t h e  
s l o t  i s  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  c y l i n d e r  (s = -1 o r  s = 
+1> a n d  i n t e g r a t i o n  i n  ( 8 . 4 . 6 2 )  i s  c a r r i e d  o v e r  n!1 or o n l y  o v e r  
n + 1 ,  c - s , ~ ,  q-s i n  ( 8 . 4 . 6 6 )  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  a p p l y  t h e  a d d i t i o n  
t h e o r e m s  ( 4 . 5 . 7 1 ,  ( 4 . 5 . 8 )  t o  t h e  c l e a r l y  w r i t t e n  e l l i p t i c a l  wave 
f u n c t i o n s .  

0 0 

The f o r m u l a s  o b t a i n e d  may b e  s i m p l i f i e d  by  c h o o s i n g  s p e c i a l  

4 3 8  
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p a r t i c u l a r  v a l u e s  of  t h e  p a r a m e t e r s  d e t e r m i n i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
p r o b l e m .  
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CHAPTER 9 

DIFFRACTION OF ELECTROMAGNETIC WAVES ON SPHEROIDS AND DISKS 

s l .  S o l u t i o n  t o  t h e  Problem o n  S p h e r o i d s  

U n l i k e  t h e  p r o b l e m s  s t u d i e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  t h e  u s e  /459 
o f  t h e  m e t h o d  of s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  f o r  s o l v i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  
p r o b l e m s  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  g i v e n  o n  t h e  s u r f a c e  o f  a 
s p h e r o i d  ( p r o l a t e  or o b l a t e )  i n v o l v e s  a number  o f  s p e c i f i c  d i f f i -  
c u l t i e s .  T h e s e  d i f f i c u l t i e s  c o n s i s t  o f  t h e  f a c t  t h a t  i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  i n  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  w e  c a n  n o t  i n t r o d u c e  a u x i l i a r y  p o t e n -  
t i a l  f u n c t i o n s  w h i c h ,  b y  s a t i s f y i n g  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  w o u l d  
a l s o  s o l v e  s i m p l e  ( i n d i v i d u a l )  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  For t h i s  r e a -  
s o n  t h e r e  a r e  s t i l l  i n s u f f i c i e n t  d a t a  on  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c -  
t r o m a g n e t i c  waves  o n  s p h e r o i d s .  Among t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s  
i s  t h e  p r o b l e m  on t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave 
on  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  wave 
i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  p o l a r  a x i s  o f  t h e  s p h e r o i d  C165, 1661.1 
The p r o b l e m  i s  s o l v e d  o n  t h e  a x i s y m m e t r i c  e x c i t a t i o n  o f  a p r o l a t e  
( o b l a t e )  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d  by  a n  e l e c t r i c  d i p o l e ,  p a r a l -  
l e l  t o  t h e  p o l a r  a x i s  of  t h e  s p h e r o i d  a n d  l o c a t e d  on  i t  [ 4 0 ,  5 0 1 .  
The p r o b l e m  on t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e s  i s  s t u d i e d  
i n  g r e a t e r  d e t a i l  on  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k ,  i . e . ,  t h e  
d e g e n e r a t e d  c a s e  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d .  T h i s  c a s e  i s  e x c e p t i o n a l  
i n  t h e  s e n s e  t h a t  i t  a l l o w s  c o m p l e t e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  Maxwel l  e q u a -  
t i o n s  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  
148, 5 0 ,  1671). The d i f f r a c t i o n  p r o b l e m s  f o r  a d i s k  may b e  s o l v e d  
i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  u s i n g  two s c a l a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s ,  w h i c h  
s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  a n d  t h e  i n d i v i d u a l  b o u n d a r y  c o n d i -  
t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  d i s k .  The p r o b l e m  on  t h e  d i f f r a c t i o n  
o f  t h e  d i p o . l e  f i e l d  o f  t h e  s o u r c e ,  f o r  e x a m p l e  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  
d i p o l e ,  l o c a t e d  on  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  o f  a p r o l a t e  or o b l a t e  
s p h e r o i d ,  a l s o  p e r m i t s  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  two  a u x i l i a r y  s c a l a r  /460 
p o t e n t i a l s ,  t h r o u g h  w h i c h  t h e  s o u g h t  f i e l d  v e c t o r s  a r e  e x p r e s s e d .  
They  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  w h i c h  w e r e  i n t r o d u c e d  i n  s o l v i n g  t h e  p r o -  
b l e m  on  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a f i e l d  o f  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  
on  a d i s k  ( t h e  d i p o l e  is l o c a t e d  on  t h e  a x i s  o f  t h e  d i s k  [50]). 
However  f o r  t h e s e  p o t e n t i a l s  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  o b t a i n  i n d i v i d u a l  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d  a s  a r e s u l t  o f  
w h i c h  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o t e n t i a l s  
i n t o  i n f i n i t e  s e r i e s  o f  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s  w e  m u s t  s o l v e  a n  
i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s .  

T h e , p r o b l e m s  on t h e  d i f f r a c t i o n  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  waves  on  
two  s p h e r o i d s  a n d  d i s k s  w i t h  a common a x i s  o f  s y m m e t r y  a r e  s o l v e d  

I n  [189] t h e  p r o b l e m  w a s  s t u d i e d  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  
e l e c t r o m a g n e t i c  wave i n c i d e n t  a t  a n  a r b i t r a r y  a n g l e  on  t h e  OZ a x i s .  
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(- 0 ) .  L e t  u s  l o o k  a t  t h e  c a s e  o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d .  L e t  II 

0 ,  0 ,  fli} b e  t h e  e l e c t r i c  H e r t z  v e c t o r  o f  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o -  
3 g n e t i c  f i e l d  s c a t t e r e d  on  t h e  s p h e r o i d  t h a t  i s  a l s o  i n d e p e n d e n t  
f t h e  a n g l e  4 ( t h e  p r o b l e m  i s  a x i s y m m e t r i c ) .  Then  u s i n g  ( 1 . 2 . 1 3 )  
e c a n  e s t a b l i s h  t h a t  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d  
1 . 5 . 4 0 )  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  r e s u l t i n g  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  
x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  o n l y  n o n - z e r o  a z i m u t h  c o m p o n e n t  H 4  o f  t h e  
o c t o r  o f  m a g n e t i c  i n t e n s k t y  b y  t h e  f o r m u l a s  

a +  

? s i n g  t h e  a u x i l i a r y  p o t e n t l a l s  i n t r o d u c e d  o n  t h e  b a s i s  o f  f o r m u l a s  
1 . 2 . 1 3 ) ,  (1.2.17), ( 1 , 3 . 9 ) ,  ( 1 . 3 . 1 0 ) ,  w h i c h  c o u p l e  t h e  e l e c t r i c  
lr m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r s .  w i t h  t h e  f i e l d  v e c t o r s .  F o r  t h i s  r e a s o n  
h e  m e t h o d  o f  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m ,  b a s e d  on  t h e  u s e  o f  t h e  H e r t z  

. e c t o r s ,  i s  s o m e t i m e s  c a l l e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  t h e  H e r t z  v e c t o r  
i e t h o d .  A l t h o u g h  t h e  p r o b l e m  i s  e x c i t i n g  a s p h e r o i d  b y  a v e r t i c a l  
i p o l e  l o c a t e d  on  t h e  a x i s  o f  t h e  s p h e r o i d  a n d  d i r e c t e d  a l o n g  i t ,  

l e r m i t s  i n t r o d u c t i o n  of t h e  Abraham p o t e n t i a l s ,  h e r e  i t  i s  s o l v e d  
~y t h e  H e r t z  v e c t o r  m e t h o d .  

92. F i e l d  o f  a V e r t i c a l  E l e c t r i c  D i p o l e  i n  t h e  P r e s e n c e  
o f  a P r o l a t e  ( O b l a t e )  S p h e r o i d .  

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r i c  a n d  
a g n e t i c  p e r m e a b i l i t i e s  E ,  1-1 a n d  a c o n d u c t i v i t y  0 0 ,  l e t  t h e r e  b e  

p r o l a t e  ( o b l a t e )  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d  w h i c h ,  i n  t h e  c o o r -  
i n a t e s  o f  a p r o l a t e  ( o b l a t e )  s p h e r o i d  5 ,  q ,  4, o c c u p i e s  t h e  r e g i o n  
f s p a c e  5 2 c o  ( o r i g i n  of t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxyz m a t c h e s  t h e  
e n t e r  o f  t h e  s p h e r o i d  a n d  t h e  Oz a x i s  i s  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  
f r o t a t i o n ) ,  on whose  a x i s  a t  p o i n t  P w e  f i n d  t h e  u n i t  e l e c t r i c  
s c i l l a t i o n  d i p o l e  w i t h  t h e  moment p ,  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  
o t a t i o n  t o w a r d  t h e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  c o o r d i n a t e  z ( F i g .  5 5 ) .  
n t h i s  c a s e  t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  t h e  
l e c t r i c  H e r t z  v e c t o r  , 

--to eim n = p -  R '  

h i c h  h a s  o n l y  a n o n - z e r o  l o n g i t u d i n a l  c o m p o n e n t ,  

( 9 . 2 . 1 )  

( 9 . 2 . 2 )  

( 9 . 2 . 3 )  
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Fig. 55. Excitation of a Prolate (a) and Oblate (b) Spheroid by a 
Vertical Dipole. 

in which H is the sum of the components H’ and Hi, respectively, 4 4 o f  the primary dipole field and the secondary fie d scattered on 
the spheroid. A s  shown in [40, 5 0 1 ,  the component H$ may be expanded 
into a series o f  spheroidal wave functions, 

/ 4 t  - (9.2.4) 

in which t o  and ‘10 = 1 are coordinates which determine the position 

of point P with the dipole on the axis O z ,  and a l n ( c )  = -  y r +  2) I d;(c; 
2 r=O. I r !  

Seeking the resulting electromagnetic field in this problem is 
The reduced to d termining the component H 1  of the secondary field. 

secondary field will be expressed through H 1  by the same relation- 
ships as (9.2.3) Therefore if we rewrite the Maxwell equation 
rot El = i k o p H ( l j  in spheroidal coordinates and then drop from the 
expression obtained for Hi the components Ei, E l  we finally obtain 
the differential equation, 

components Et, f E: of the vector o f  the @ electric intensity El of the 

rl 

(9.2.5) 
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f o r  t h e  f u n c t i o n  Hi w h i c h  a s  w e  c a n  e a s i l y  s ee  i s  t h e  H e l m h o l t z  e q u a -  
t i o n  w i t h  t h e  a z i m u t h  number  m = l .  C o n s e q u e n t l y ,  i n  m a t h e m a t i c a l  
f o r m u l a t i o n  t h e  p r o b l e m  c o n s i s t s  of  s e e k i n g  a u n i q u e  s o l u t i o n  t o  
t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  ( 9 . 2 . 5 )  w h i c h  s a t i s f i e s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s p h e r o i d  when 5 = E o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  

a 
a t  
- [(E2- I)”’ (H: f H; ) ] = 0,  ( 9 . 2 . 6 )  

w h i c h  i s  f o u n d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  v a n i s h i n g  o f  t h e  t a n g e n t i a l  
c o m p o n e n t  E ,  on  t h e  s p h e r o i d ,  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  
r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  S o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  may b e  s o u g h t  i n  
t h e  f o r m ,  

( 9 . 2 . 7 )  

Then c o n d i t i o n  ( 9 . 2 . 6 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i f ,  a s  t h e  e x p a n s i o n  c o e f -  
f i c i e n t s ,  w e  t a k e  t h e  e x p r e s s i o n s ,  

( 9 . 2 . 8 )  

T h u s  , 

w h e r e  

I f  w e  

f o r  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  when 5 > 5 0 ,  / 4 6 3  

m 

Hw = -- 4k2p z] A,@; E o ,  .t”RRl:) (c ,  E ) S , , ( C ,  ;1), ( 9 . 2 . 9 )  
I t -I  

f (go”- I)‘/* 

s e t  h e r e  5 0  = E o ,  t h e n  

( 9 . 2 . 1 0 )  

( 9 . 2 . 1 1 )  
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I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d ,  

w h e r e  

( 9 . 2 . 1 2 )  

( 9 . 2 . 1 3 )  

( a  = 2 0  = f C 0 ) .  I n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t h e  c a s e  5 0  = E o  i s  
e q u i v a l e n t  t o  t h e  c a s e  o f  a n  a n n u l a r - s h a p e d  s y m m e t r i c a l  e m i t t i n g  
s l o t  ( " m a g n e t i c  r i n g " )  c u t  o f f  a t  t h e  p o l e  o f  t h e  s p h e r o i d ,  i f  t h e  
r a d i u s  o f  t h e  r i n g  i s  s m a l l  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  wave l e n g t h  a n d  
t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  s p h e r o i d .  The f u n c t i o n  W ( 0 )  i s  a c o m p l e x  
c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  e m i s s i o n  f r o m  s u c h  a s l o t  ( d a m p i n g  f a c t o r  o f  
t h e  e l e c t r i c  v e r t i c a l  d i p o l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d ) .  

A f t e r  u s i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  W r o n s k i a n  d e t e r m i n a n t  f o r  t h e  
r a d i a l  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s ,  w e  f i n d  t h a t  when 5 0  > E o  t h e  l a w  o f  
t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s p h e r o i d  i n d u c e d  b y  t h e  f i e l d  o f  t h e  r a i s e d  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e ,  
w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a ,  

The r e s i s t a n c e  o f  t h e  r a d i a t i o n  f r o m  t h e  d i p o l e  f i e l d  i n  t h e  / 4 6 4  
p r e s e n c e  o f  a s p h e r o i d  may b e  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 6 )  
w h e r e  i n  t h e  c a s e  when t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  i s  f o u n d  o n  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  s p h e r o i d ,  t h e  t o t a l  p o w e r  e m i t t e d  b y  t h e  s p h e r o i d a l  a n t e n n a  
i s  e q u a l  t o  ( e o  i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t ) ,  

( 9 . 2 . 1 5 )  

N o w , l e t  u s  l o o k  a t  t h e  c a s e  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d ,  The s u b s t i -  
t u t i o n  
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w i l l  f o r m a l l y  t r a n s f o r m  th . e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  
( 1 . 5 . 4 0 )  i n t o  a n  o b l a t e  s p h e r o i d a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  ( 1 . 5 . 4 8 1 ,  
Here t h e  H e l m h o l t z  wave e q u a t i o n  i n  s y s t e m  ( 1 . 5 . 4 0 )  i s  t r a n s f o r m e d  
i n t o  t h e  H e l m h o l t z  wave e q u a t i o n  i n  s y s t e m  ( 1 . 5 . 4 8 )  ( t h e  p a r a m e t e r  
c o f  t h e  wave e q u a t i o n  i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  p a r a m e t e r  -ic). T h e r e -  
f o r e  a n y  s o l u t i o n  t o  t h e  wave e q u a t i o n  i n  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d a l  
s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  a n d  a n y  f o r m u l a  t h a t  i s  v a l i d  i n  t h i s  s y s t e m  
t r a n s f o r m s  i n t o  t h e  r e s p e c t i v e  s o l u t i o n  t o  t h e  wave e q u a t i o n  or t o  
t h e  f o r m u l a  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  w i t h  t h e  s u b -  
s t i t u t i o n  ( 9 . 2 . 1 6 )  ( t h e  s u b s t i t u t i o n ,  i n v e r s e  t o  ( 9 . 2 . 1 6 1 ,  l e a d s  t o  
t h e  o p p o s i t e ) .  T h e r e f o r e  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  ( 9 . 2 . 1 6 )  i n  a l l  t h e  
f o r m u l a s  o b t a i n e d  a b o v e ,  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  
d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  of a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  on  a n  o b l a t e  
i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
t h e  e m i s s i o n  f r o m  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  5 =.  E o  e x c i t e d  b y  t h e  v e r t i c a l  
e l e c t r i c  d i p o l e  l o c a t e d  i n  i t ,  w i l l  b e  e q u a l  t o  

m 
( 9 . 2 . 1 7 )  

C o n v e r t i n g  t o  t h e  l i m i t  when E o  +- 0 ( t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  t r a n s f o r m s  
t o  a d i s k  w i t h  r a d i u s  f ) ,  w e  f i n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e m i s -  
s i o n  f r o m  a n  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k ,  
e x c i t e d  b y  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  l o c a t e d  i n  i t s  c e n t e r  

The r e s u l t s  o f  c o m p u t i n g  t h e  f u n c t i o n  W ( e )  f o r  t h e  s e r i e s  o f  v a l u e s  
o f  t h e  p a r a m e t e r  e = kf a r e  shown i n  C 5 0 1 .  

The l a w  o f  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  
on  t h e  s u r f a c e  o f  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o b l a t e  s p h e r o i d  b y  t h e  f i e l d  
o f  t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a ,  

( 9 . 2 . 1 9 )  

4 4 5  
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w h i c h ,  i n  t h e  case  of d e g e n e r a t i o n  of t h e  s p h e r o i d  i n t o  a c i r c u l a r  
i n f i n i t e l y  t h i n  d i s k  w i t h  r a d i u s  f ,  t r a n s f o r m s  i n t o  

( 9 . 2 . 2 0 )  

The r e s i s t a n c e  o f  t h e  e m i s s i o n  from t h e  d i p o l e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
a n  o b l a t e  s p h e r o i d ,  a t  whose  p o l e  w e  f i n d  t h e  d i p o l e ,  i s  f o u n d  ac -  
c o r d i n g  t o  f o r m u l a  (1,4.14), w h e r e  

r- 

a n d  i n  t h e  case  o f  a d i s k  

( 9 . 2 . 2 1 )  

( 9 . 2 . 2 2 )  

9 3 .  F i e l d  o f  a H o r i z o n t a l  M a g n e t i c  D i p o l e  i n  t h e  P r e s e n c e  
o f  a P r o l a t e  ( O b l a t e )  S p h e r o i d  

N o w  l e t  u s  l o o k  a t  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  - / 4 6  
a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  p o i n t  P o n  t h e  a x i s  o f  

F i g .  5 6 .  E x c i t a t i o n  o f  a P r o l a t e  ( a )  a n d  a n  O b l a t e  (b) S p h e r o i d  by 
a H o r i z o n t a l  D i p o l e .  

4 4 6  



7 o t a t i o n  o f  t h e  s p h e r o i d  a n d  p o s s e s s i n g  t h e  moment m, d i r e c t e d  p e r -  
- ) e n d i c u l a r  t o  it ( F i g .  5 6 ) .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s p h e r o i d  i s  
3n i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o n e  a n d  t h a t  t h e  moment m l i e s  i n  t h e  p l a n e  
3x2. T h e r e f o r e  f o r  t h e  m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r  of t h e  d i p o l e  f i e l d ,  

T h e  c o o r d i n  
( o r  x = y = 
o n  4 ,  s i n c e  
n e t i c  d i p o l  

*O e ikR 
III,=m- R '  m - nix. 

( 9 . 3 . 1 )  

( 9 . 3 . 2 )  

a t e s  o f  p o i n t  P r e m a i n  as  b e f o r e :  5 = E o ,  rl = ~0 = 1 
0 ,  z = z l ) .  
R = f ( S 2  

The componen t  I I z o  o b v i o u s l y  d o e s  n o t  d e p e n d  
T 1 - + n 2 ) 1 / 2 .  The  p r i m a r y  f i e l d  o f  t h e  mag- 

(1.2.171, e i s  f o u n d  t h r o u g h  zCCo a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  

+ *o 
Eo= ik,, p rot II , 
4 *o  -t *o  --t '0 HO =; rot rot II = grad div II + k2 II . ( 9 . 3 . 3 )  

+ :: 

is t h e  H e r t z  

If w e  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r  ll o f  t h e  r e -  / 4 6 7  

s u l t i n g  f i e l d  E ,  
v e c t o r  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  t h e n  t h e  v e c t o r s  E ,  H w i l l  b e  r e l a t e d  
w i t h  

, w h e r e  ZfC1 + I O  + H a n d  s e t  ?" = II 

by  t h e  f o r m u l a s  

E z-= i& op r o t % * ,  
( 9 . 3 . 4 )  

+:: 1 The d e s i r e d  v a l u e  h e r e  i s  t h e  H e r t z  v e c t o r  Il o f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d .  The  p r o b l e m  i s  f u l l y  s o l v e d  by d e t e r m i n i n g  i t .  I t s  s o l u t i o n  
p e r m i t s  a s e r i e s  of p a r t i c u l a r  c a s e s  w h i c h  a r e  o f  i n t e r e s t  f r o m  t h e  
v i e w  p o i n t  of t h e i r  a p p l i c a t i o n s .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  when t h e  d i p o l e  
s o u r c e  i s  moved t o  i n f i n i t y ,  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  
o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave  o n  a s p h e r o i d ,  
p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  of  t h e  s p h e r o i d .  I n  t h e  
c a s e  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d ,  when 5 0  = E o  = 0 ,  f r o m  it  w e  o b t a i n  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  e m i t t i n g  u n i t  s l o t  l o c a t e d  o n  t h e  
d i s k  i n  i t s  c e n t e r ,  e t c .  

Let u s  l o o k  f i r s t  a t  t h e  c a s e  o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d .  I n  s p h e r -  
*O e i k 4  

o i d a l  c o o r d i n a t e s  I'I, - - m T = @ 0 ( f ,  q).. The H e r t z  v e c t o r  ZfC1 o f  t h e  

p r i m a r y  f i e l d  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  z**= ;nzl, 0, nfl), , w h e r e  b y  v i r t u e  

4 4 7  
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.1 
o f  t h e  s y m m e t r y  w e  m u s t  h a v e  l l ; '=&~' (E ,  q) (nx d o e s  n o t  d e p e n d  o n  4 ) .  

The c o m p o n e n t  n,$' i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  formnfl,qr((E,q)coscp. 

t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  v e c t o r  II o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  a r e  f o u n d  t o  
e q u a l  

. Then 

+- $; 

( 9 . 3 . 5 )  

n; = IIf'= Y (E, q) coscp. 

-7. .1. 

S i n c e  t h e  C a r t e s i a n  r e c t a n g u l a r  c o m p o n e n t s  II;, n i  o f  t h e  v e c t o r  II" 
s a t i s f y  t h e  homogeneous  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  t h e n  a f t e r  c o n v e r s i o n  
i n  i t  t o  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  i t  w i l l  b e  s a t i s f i e d  a l s o  by  t h e  
f u n c t i o n  @ ( E ,  q )  ( w i t h  t h e  a z i m u t h  number  m = 0 1 ,  " ( e ,  q ) ( w i t h  t h e  
a z i m u t h  number m = 1) .  From ( 9 . 3 . 4 )  w e  f i n d  t h a t  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  
o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d ,  

( 9 . 3 . 6 )  

w h e r e  h g ,  h , ,  h.4 a r e  t h e  L a m e  m e t r i c  c o e f f i c i e n t s  ( 1 . 5 . 4 1 ) .  Hence  / 4 6 8  
it f o l l o w s  t h a t  on t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d  (when E = g o )  t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  m u s t  b e  s a t i s f i e d  f o r  a n y  q a n d  4 ,  

On t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 5 . 4 3 )  

( 9 . 3 . 7 )  

( 9 . 3 . 8 )  

I I ~  = - sin cpm. 
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T h e r e f o r e  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  ( 9 . 3 . 8 )  i n t o  ( 9 . 3 . 7 )  as  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  CJ, Y w e  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s  
(when 5 = < O ) ,  

( 9 . 3 . 9 )  

Thus , i n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  m a g n e t i c  
h o r i z o n t a l  d i p o l e  i s  r e d u c e d  t o  s e e k i n g  t h e  H e r t z  p o t e n t i a l s  @ ( E , Q ) ,  
Y ( < , Q ) ,  w h i c h  s a t i s f y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  w i t h  t h e  a z i m u t h  num- 
b e r  m = 0 a n d  m = 1, r e s p e c t i v e l y ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 9 . 3 . 9 1 ,  
a n d  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

We s h a l l  s e e k  t h e  f u n c t i o n  C J l ,  Y i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s ,  

( 9 . 3 . 1 0  

( 9 . 3 . 1 1 )  / 4 6 9  

f o r  t h e  s p h e r o i d a l  wave  f u n c t i o n s  w i t h  t h e  a z i m u t h  n u m b e r s  m = 0 
a n d  m = 1, r e s p e c t i v e l y .  On t h e  b a s i s  o f  ( 5 . 4 . 1 )  t h e  p o t e n t i a l  o f  
t h e  p r i m a r y  f i e l d  0' may b e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  s e r i e s  

( 9 . 3 . 1 2  1 

A l t h o u g h  i n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  ( 9 . 3 . 9 )  t h e  f u n c t i o n s  CJ and 
'4 a r e  n o t  s e p a r a t e d ,  t h e s e  c o n d i t i o n s  may b e  u s e d  f o r  f i n d i n g  t h e  
c o e f f i c i e n t s  an, Pn. I f  i n  ( 9 . 3 . 9 )  w e  s u b s t i t u t e  t h e  e x p a n s i o n s  
( 9 . 3 . 1 0 )  - ( 9 . 3 . 1 2 )  a n d  t h e n  m u l t i p l y  t h e  o b t a i n e d  e q u a t i o n s  b y  
S O  (e, n )  ( w h e r e  m i s  a n y  i n t e g r a l  n o n - n e g a t i v e  n u m b e r ) ,  w e  f i n d  
a fTer  i n t e g r a t i o n  o v e r  rl f r o m  -1 t o  +1 t h a t  ( t e r m s  w i t h  B o  s h o u l d  
b e  o m i t t e d  e v e r y w h e r e ) ,  

( 9 . 3 . 1 3  

4 4 9  

I 



where  

(A,, i s  t h e  K r o n e c k e r  s y m b o l ) ,  

--I 

The i n t e g r a l s  I1 mn - IFn and t h e  c o e f f i c i e n t s  C,,, D,,, V,,, Wmn of  

t h e  s y s t e m  i n  ( 9 . 3 . 1 3 )  o f  a n  i n f i n i t e  number  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  
( r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  a n ,  Bn) a g r e e  i n  f o r m  w i t h  t h o s e  g i v e n  
i n  [ 1 6 5 ] .  The s y s t e m  i n  ( 9 . 3 . 1 3 )  i t s e l f  d i f f e r s  f r o m  t h e  i n f i n i t e  
s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i s n s  o b t a i n e d  i n  E 1 6 5 1  o n l y  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  
f o r  A,, i . e . ,  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  p o t e n t i a l  o f  t h e  
p r i m a r y  f i e l d  i n  t h e  s e r i e s  o f  s p h e r o i d a l  wave f u n c t i o n s .  H e r e  

( 9 . 3 . 1 5 )  

/ 4 7  0 
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h e n  t h e  d i p o l e  i s  moved a l o n g  t h e  a x i s  OZ t o  i n f i n i t y  ( 5 0  + a ) 

nd i n  t h i s  c a s e  s y s t e m  ( 9 . 3 . 1 3 )  d o e s  n o t  d i f f e r  e s s e n t i a l l y  f r o m  
y s t e m  (71) c i t e d  i n  C 1 6 5 1 .  

S y s t e m  ( 9 . 3 . 1 3 )  i s  a s y s t e m  o f  2m e q u a t i o n s  w i t h  2n unknowns 
m y  n = 0 ,  1, ... 1. When t h e  r e g i o n  o f  v a r i a t i o n  n ,  m i s  b o u n d e d  
y a c e r t a i n  number N ,  we o b t a i n  f r o m  it a f i n i t e  s y s t e m  of  l i n e a r  
q u a t i o n s  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  an, B,, w h i c h  a p p r o x i m a t e  
h e  p r e c i s e  v a l u e s  o f  an, B n .  The d e g r e e  o f  a c c u r a c y  o f  t h e  ap -  
r o x i m a t i o n ,  w i l l  o b v i o u s l y  i n c r e a s e  w i t h  i n c r e a s e  i n  t h e  number  N 
i n  C 1 6 6 1  i n  c o m p u t i n g  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  of  a p r o l a t e  
p h e r o i d ,  t h e  a u t h o r  c o n f i n e d  h i m s e l f  t o  v a l u e s  o f  n ,  m = 0 ,  1, 2,  
1. 

The f i r s t  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  ( 9 . 3 . 1 3 )  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  
orm , 

m 

( 9 . 3 . 1 7  

' h e r e f o r e ,  a f t e r  o m i t t i n g  f r o m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  i n  ( 9 . 3 . 1 3 )  t h e  / 4 7 1  
nknown a n ,  u s i n g  ( 9 . 3 . 1 7 )  we f i n d  a s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  c o n t a i n i n g  

l n l y  t h e  unknowns Bn. 

The f o r m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i s  f i n i s h e d  b y  f i n d i n g  a n  
Lnd Bn. 

The c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  f o u n d  f r o m  
- 9 . 3 . 4 )  a n d  ( 9 . 3 . 8 )  a n d  h a v e  t h e  f o r m  

4 5 1  
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(9.3.19) 

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r y  E l y  

F u r t h e r m o r e ,  H, = - k2 sin cp@. 

( 9 . 3 . 2 0 )  

( 9 . 3 . 2 1 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  W , ( E l ) ,  W , ( O )  a r e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s ,  w h i c h  / q ' i  
t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  d i p o l e  f i e l d  o f  a s p h e r o i d .  
They  a r e  e q u a l  t o  

- 

( 9 . 3 . 2 2 )  

( R  = r = a c o s e ,  w h e r e  a i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
s p h e r o i d  t o  t h e  d i p o l e ) .  The  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  
c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  p r o l a t e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d  b y  t h e  
f i e l d  of t h e  h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  z = a 
on t h e  Oz a x i s ,  may b e  f o u n d  from t h e  f o r m u l a s  

4 5 2  
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I" 

( 9 . 3 . 2 3 )  

It = 0, 

.Jhere  H Q  a n d  H ,  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a s  
T a l u e  o f  5 = 5 0 .  

i n  ( 9 . 3 . 1 9 )  w i t h  t h e  

If t h e  d i p o l e  a p p r o a c h e s  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s p h e r o i d ,  c a u s i n g  
- 0  t o  t e n d  t o  E ' ,  t h e n  a t  t h e  l i m i t  we f i n d  f r o m  f o r m u l a s  ( 9 . 3 . 1 0 )  = 
1 9 . 3 . 2 2 )  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  f i e l d  o f  t h e  e m i t t i n g  
I n i t  s l o t ,  l o c a t e d  a t  t h e  p o l e  110 = 1, 5 = 5'  o f  t h e  p r o l a t e  i d e a l l y  
: :onduct ing  s p h e r o i d  €, = 5'. 

If t h e  h o r i z o n t a l  d i p o l e  i s  moved f r o m  t h e  s p h e r o i d  a l o n g  t h e  
3 2  a x i s  w i t h o u t  c h a n g i n g  i t s  o r i e n t a t i o n  t o w a r d  t h e  p o s i t i v e  v a l u e s  
:)f Z ,  t h e n  when 5 0  + 03 , 5 0  -+ 0 3 ,  f r o m  ( 9 . 3 . 1 0 )  - ( 9 . 3 . 2 2 )  we f i n d  
Lhe s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o -  
u a g n e t i c  w a v e ,  

I -  r- 

. . r i th  t h e  a m p l i t u d e  

( 9 . 3 . 2 4 )  

( 9 . 3 . 2 5 )  

p r o p a g a t i n g  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  n e g a t i v e  v a l u e s  of  z a l o n g  t h e  / 4 7 3  
?z  a x i s  on t h e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p r o l a t e  s p h e r o i d  €, = 5 ' .  I n  t h i s  

c a s e  i n  ( 9 . 3 . 1 4 )  as  A, i t  f o l l o w s  t o  t a k e  
e x p r e s s i o n  ( 9 . 3 . 1 6 ) .  The e l e c t r i c  v e c t o r  
o f  t h e  wave ( 9 . 3 . 2 4 )  i s  p o l a r i z e d  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  p o s i t i v e  v a l u e s  of  t h e  Oz a x i s .  
T h e r e f o r e  i n  c o m p u t i n g  t h e  r a d a r  c r o s s  s e c -  
t i o n  for a p r o l a t e  s p h e r o i d  we f i n d  

F i g .  5 7 .  E x c i t a t i o n  
o f  a C i r c u l a r  D i s k  
b y  a D i p o l e .  

Tr ( Q  = -, 8 = 0 1 ,  w h e r e  2 
m 

W (0) = 2kz1 (- i)" a;, So, (c, 1). 
n=O 

( 9 . 3 . 2 6 )  

W i t h  d e g e n e r a t i o n  o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  c o o r d i n a t e s  5 ,  ,, 4 
i n t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  8, Q when f + 0 ,  €, + m s u c h  t h a t  
f€,  + r ,  , + c o s 8 ,  a t  t h e  l i m i t  f r o m  ( 9 . 3 . 1 0 )  - ( 9 . 3 . 2 2 )  w e  f i n d  t h e  
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s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  of a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e ,  
l o c a t e d  o v e r  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r e  w i t h  r a d i u s  r = r o  a n d  a 
d i s t a n c e  a away f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s p h e r e .  

I n  f o r m u l a s  (9.3.10) - ( 9 . 3 . 2 2 )  if we m a k e  t h e  s u b s t i t u t i o n  of  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  b y  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  
s p h e r o i d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a s  ( 9 . 2 . 1 6 1 ,  as a r e s u l t  we t h e n  f i n d  
t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  a 
h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  o n  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  o b l a t e  s p h e r o i d  
5 = 5’. S i n c e  t h e  d e g e n e r a t e  c a s e  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  i s  t h a t  o f  
a n  i n f i n i t e l y  t h i n  c i r c u l a r  d i s k ,  t h e n  a t  t h e  l i m i t  when 5’ -t 0 ,  
f r o m  ( 9 . 3 . 1 0 )  - ( 9 . 3 . 2 2 )  a f t e r  c o n v e r s i o n  i n  t h e s e  f o r m u l a s  t o  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  we f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o -  
b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  on  a c i r c u l a r  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  d i s k  o f  r a d i u s  f ( F i g .  5 7 ) .  

( 9 . 3 . 2 7 )  

( f o r  c o n v e n i e n c e ,  i n  t h e  f u t u r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  a n  
a n d  Bn, w h i c h  d e p e n d  on 5 0 ,  a r e  d e n o t e d  as  t h e  f u n c t i o n s  o f  t h e  
p a r a m e t e r  5 0 ) .  

L e t  u s  l o o k  i n  m o r e  d e t a i l  a t  t h e  c a s e  E o  = 0 .  When E o  = 0 
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 . 3 . 9 )  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

whence  a f t e r  d r o p p i n g  t h e  d e r i v a t i v e  - ’@ f r o m  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  
we f i n d  a E  
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f w e  i n t e g r a t e  t h i s  e q u a t i o n  o v e r  rl, w e  f i n d  t h a t  

( 9 . 3 . 2 9 )  

r h e r e  C i s  a n  a r b i t r a r y  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t .  On t h e  b a s i s  of 
- 9 . 3 . 2 9 )  from t h e  f i r s t  e q u a t i o n  i n  ( 9 . 3 . 2 8 )  f o r  t h e  f u n c t i o n  CP w e  
~ i n d  

( 9 . 3 . 3 0  

r h u s ,  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  of  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  when E o  = 0 t h e  
~ o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  Q, a n d  Y a r e  s e p a r -  
a t e d  a n d  a s s u m e  t h e  f o r m ,  

( 9 . 3 . 3 1 )  

I Y = ( I  - ? l a p 2  c, 

The i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  C i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  s u p p l e m e n t a r y  / 4 7 5  
c o n d i t i o n s ,  a s  w h i c h ,  when E o  # 0 ,  we c a n  t a k e  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n s  
a t  t h e  e d g e  o f  t h e  d i s k  ( 5  = 0 ,  Q = 0 ) .  For t h i s  i t  i s  s u f f i c i e n t  
t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  d e n s i t y  v e c t o r  O f  t h e  
t o t a l  s u r f a c e  c u r r e n t ,  i n d u c e d  o n  t h e  d i s k ,  v a n i s h  a t  t h e  e d g e  of 
t h e  d i s k .  I n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n s  may 
b e  w r i t t e n  i n  t h e  form, 

= 0. ( 9 . 3 . 3 2 )  

C o n d i t i o n s  ( 9 . 3 . 3 1 ) ,  ( 9 . 3 . 3 2 )  make  it p o s s i b l e  t o  f i n d  t h e  p r e c i s e  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  a n ( E o ) ,  Bn(<o) w h i c h  h a v e  a c l o s e d  
f o r m .  T h u s ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 9 . 3 . 2 7 )  i n t o  ( 9 . 3 . 3 1 )  u s i n g  t h e  
p r o p e r t i e s  o f  o r t h o g o n a l i t y  o f  t h e  a n g u l a r  s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s  w e  
f i n d  

2dF (- ic) C 
3ikmNIn(- ic)R[? (- ic, io) 

fin({@) = . . __ 
( 9 . 3 . 3 3 )  
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From t h e  p r o p e r t i e s  of t h e  f u n c t i o n s  Smn, Rmn a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s ,  

a n d  also f r o m  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  dmn it  f o l l o w s  t h a t  
r 

a, = 0, “ P n  = Owhen n = 0, 2. . . . 
( 9 . 3 . 3 4 )  

C o n s e q u e n t l y ,  i n  ( 9 . 3 . 2 7 )  t h e  s e r i e s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  a n d  Y are 
summed o n l y  o v e r  t h e  odd  n u m b e r s  of  n .  

A f t e r  r e p e a t i n g  t h e  a r g u m e n t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  g i v e n  i n  1 5 0 1  
( p p .  1 5 7 - 1 5 8 1 >  f r o m  ( 9 . 3 . 3 2 )  w e  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

( 9 . 3 . 3 5 )  

f r o m  w h i c h  t h e  c o n s t a n t  C i s  a l s o  d e t e r m i n e d  when 6 0  # 0 .  A f t e r  
s u b s t i t u t i n g  e x p r e s s i o n  ( 9 . 3 . 3 3 )  i n t o  ( 9 . 3 . 3 5 1 ,  w e  f i n d  t h a t  

w h e r e  

a n d  / 4 7 6  - 

( 9 . 3 . 3 7 )  

I n  t h e  same m a n n e r  t h e  p r o b l e m  i s  s o l v e d  o n  t h e  f i e l d  of t h e  h o r i -  
z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  t h e  p o i n t  6 = 5 0  of t h e  Oz a x i s  
o v e r  t h e  d i s k  ( E O  # 0 ) .  I n  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
r ,  9 ,  4 ,  w e  h a v e  a p p r o x i m a t e l y  

.-  
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Eq = 1/ -$- H, = ( 9 . 3 . 3 8 )  

ikR 

h e r e  R = r - a c o s 0  ( a  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k  
ZI t h e  d i p o l e ) ,  

a, (go) so, (- ic, COS e) - 
ikacose{ n=1.3,... 

~ ~ ‘ ( 0 )  = 1 -2e  

- iC1 (Eo)  I] b, So, (- ic, cos 8 )  - 
A 

l, n=l. 3 . . . .  

J , = I .  3 ,  ... 

2nd C ~ ( < O )  i s  f o u n d  f r o m  ( 9 . 3 . 3 6 ) .  

( 9 . 3 . 4 0 )  

The d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  
d i s k  may b e  f o u n d  f r o m  f o r m u l a s  ( 9 . 3 . 2 3 )  i n  w h i c h ,  when E o  = 0 ,  

( 9 . 3 . 4 1 )  

4 5 7  
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( 9 . 3 . 4 2 )  

When t h e  d i p o l e  i s  moved f r o m  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  d i s k  a l o n g  
t h e  a x i s  Oz i n  i t s  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  ( 5 0  -f OC) , C E O  -f 0 0 )  f r o m  
( 9 . 3 . 2 7 )  - ( 9 . 3 . 4 2 )  we f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c -  
t ion o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave ( 9 . 3 . 2 4  ) , ( 9 . 3 . 2 5 1 ,  p r o p a g a t i n g  
i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  Oz a x i s ,  on  a i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n -  
d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k  o f  r a d i u s  p = f .  F o r  s u c h  a c a s e ,  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d ,  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  
s c a t t e r e d  o n  t h e  d i s k  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n s  , 

e Ikr .A 

Ef, = = E-sincp W,(e ) ,  
e r 

i n  w h i c h  

W,(tl) = -- ii,, So,, (-- ic, cos 0) + 

G + - b,,S,,(-ic, cos8)+ 
-1, 3. ... 

Cl + - 2 6, Son (-ic, cos 0) 
n = l . 3 .  ... 

w h e r e  

- . so, (- ic, 1) I?;:)' (- ic, io) 
a,, = L 

N~,, (- ic) (317-  (-- ic, io) ' 

( 9 . 3 . 4 3 )  

( 9 . 3 . 4 5 )  

and  bn and a r e  t h e  same as  i n  ( 9 . 3 . 4 0 ) .  H e r e  C 1  1 C , ( c r , )  and  i s  
f o u n d  f r o m  ( 9 . 3 . 3 6 ) ,  ( 9 . 3 . 3 7 )  i n  w h i c h  ' 
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By v i r t u e  of  t h e  c h a r a c t e r  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  o f  t h e  
e l e c t r i c  i n t e n s i t y  g i v e n  a b o v e  for t h e  p l a n e  wave  t h e  r a d a r  c r o s s  
s e c t i o n  f o r  a n  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k  o f  
r a d i u s  f c o m p u t e d  f r o m  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 6 )  w i l l  b e  e q u a l  t o  ( 8  = 0 ,  

( 9 . 3 . 4 6 )  

w h e r e  

The  t w o - p o s i t i o n  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h e  d i s k  may b e  com- 
p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a ,  

( 9 . 3 . 4 7 )  

w h e r e  e_ a n d  4 a r e  t a k e n  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s o u r c e  o f  t h e  s t r a y  
f i e l d  W1,2 = k W 1 , 2 .  

71 I n  t h e  p l a n e  0 = - we w i l l  h a v e  (5 = 0 s i n c e  i n  t h e  wave b a n d  2 
71 of  t h e  p l a n e  0 = - i n  w h i c h  t h e  d i s k  i s  l o c a t e d  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  

i s  e q u a l  t o  z e r o  ( i n  o u r  a p p r o x i m a t i o n ) .  
2 

T h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o -  / 4 7 9  
m a g n e t i c  wave o b t a i n e d  b e f o r e  may b e  u s e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c o n -  
s t a n t  C i n  t h e  c a s e  when t h e  h o r i z o n t a l  d i p o l e  i s  l o c a t e d  o n  t h e  
s u r f a c e  o f  t h e  d i s k  i n  i t s  c e n t e r  ( 5 0  = 5’ = 0 ,  ‘ 10  = 1). 

L e t  u s  s e t  5 0  = t o  = 0 i n t o  ( 9 . 3 . 2 7 )  - ( 9 . 3 . 3 1 ) ,  ( 9 . 3 . 3 3 )  a n d  
( 9 . 3 . 3 8 )  - ( 9 . 3 . 4 2 ) .  For s u c h  a c a s e  i n  ( 9 . 3 . 2 7 )  

i [So, (- ic, 1) - d y  (- ic) C1 (O)] 
C N ~ ,  (- ic) ~61’’ (-- ic, io) 

a,(O) =- -- - 

n =  1.  3, . . .  
- 2idF (- ic) C1 (0) p, (0) = -- ~ 

CN~, (- IC) ~1;) (- ic, io) ’ 
( 9 . 3 . 4 8 )  

However  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  Cl(0) w h i c h  a p p e a r s  i n  ( 9 . 3 . 4 8 1 ,  
c a n  n o t  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  ( 9 . 3 . 3 5 ) ,  s i n c e  s u b s t i t u t i o n  of  ( 9 . 3 . 4 8 )  
i n t o  ( 9 . 3 . 3 5 )  w i l l  c a u s e  t h e  s e r i e s  S l ( S 0 )  t o  b e  d i v e r g e n t  when 
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E o  = 0 .  T o  s e e k  t h e  c o n s t a n t  C i n  t h i s  c a s e  i t  i s  f e a s i b l e  t o  u s e  
t h e  r e c i p r o c i t y  t h e o r e m  ( 1 . 3 . 1 4 )  f o r  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e s .  L e t  u s  

a s s u m e  t h a t ,  a t  p o i n t s  01 w i t h  t h e  c o o r d i n a t e s  
5 = 0 ,  0 = 1 a n d  a t  02 w i t h  t h e  c o o r d i n a t e s  5 = 
+a , 17 = 1, t h e  m a g n e t i c  d i p o l e s  a r e  f o u n d  w i t h  
e q u a l  moments  m l  = in2 = in, d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  

46. 
"2 p o s i t i v e  v a l u e s  o f  x p a r a l l e l  t o  t h e  Ox a x i s  

I ( F i g .  5 8 ) .  Then  f r o m  t h e o r e m  ( 1 . 3 . 1 4 )  it f o l -  
l o w s  t h a t  

1 w h e r e  H, , + i s  t h e  s e c o n d a r y  m a g n e t i c  f i e l d  o f  
t h e  d i p o l e ,  l o c a t e d  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k ,  
i n  t h e  wave  b a n d  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  02 
a x i s ,  b u t  Hi, + i s  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o f  t h e  

F i g .  5 8 .  R e c i -  p l a n e  wave a p p r o a c h i n g  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k  
p r o c i t y  Theorem ( a t  t h e  p o i n t  = 0 ,  5 = 0) f r o m  i n f i n i t y  i n  
i n  t h e  P r o b l e m  t h e  d i r e c t i o n  o f  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  Z. 
of D i f f r a c t i o n  
o f  a D i p o l e  T h e  componen t  H+ o f  t h e  s e c o n d a r y  d i p o l e  
F i e l d  on  a D i s k .  f i e l d  l o c a t e d  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k  a n d  

s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  f o r m u l a ,  

1 

o r i e n t e d  a l o n g  t h e  OX a x i s ,  i n  t h e  wave b a n d  i n  

e 'kT - -ham - W (e) sin cp, 
r 7 -  ( 9 . 3 . 5 0 )  

w h e r e  when 0 = 0 ,  

W ( 0 )  = - 2 2 i"a, ( O ) & , ( - i C ,  1). 
n=l. 3. ... 

1 The c o m p o n e n t  H+ o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  o f  t h e  p l a n e  wave a t  
a n y  p o i n t  i s  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n ,  

/ 4 8 0  

Tr 
T h e r e f o r e  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k  w i t h  v a l u e s  o f  q = 1, + = - 
E = E o  = 0 ,  w e  w i l l  h a v e  

2 ,  
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C n=l .3 .  ... 

n=1.3, ... 

( 9 . 3 . 5 1 )  

( 9 . 3 . 5 2 )  

- 
: e r e  an, b n ,  C n  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 9 . 3 . 4 0 1 ,  ( 9 . 3 . 4 5 1 ,  
.‘I = C 1 ( m  1, a n d  / 4 8 1  

( 9 . 3 . 5 3 )  

f w e  w r i t e  t h e  f u n c t i o n  W ( 0 )  from ( 9 . 3 . 5 0 )  i n  t h e  f o r m ,  

2i 
W (0) = - - ( A -  C C1 (O)B) ,  ( 9 . 3 . 5 4 )  

h e r e  

S&(- i c ,  1)  A =  C i n . . -  . I___ 
n=l.  3 , .  .. N o ,  (-ic) R g ’  (-.ic, io) ’ 

in d+iic)S, ( - ic , l )  B =  
n=I. 3 , .  . . No,  (- ic) RAY (- ic, io) ’ 

( 9 . 3 . 5 5 )  

h e n  b y  s u b s t i t u t i o n  of  ( 9 . 3 . 5 0 )  a n d  ( 9 . 3 . 5 1 )  i n t o  ( 9 . 3 . 4 9 )  w e  f i n d  
or t h e  c o m p u t a t i o n  o f  C 1 ( 0 )  t h e  e x p r e s s i o n  

CI (0) L- (D + A)/B. ( 9 . 3 . 5 6 )  

n t h e  same way t h e  c o e f f i c i e n t s  ( 9 . 3 . 4 8 )  of s e r i e s  ( 9 . 3 . 2 7 )  a r e  
o u n d ;  t h e y  r e p r e s e n t ,  w i t h  v a l u e s  o f  t o  = 5 0  = 0 ,  t h e  d i f f r a c t i o n  

4 6 1  



f i e l d  of t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  l y i n g  o n  t h e  d i s k  a t  i t s  c e n t e r  a n d  
d i r e c t e d  a l o n g  t h e  OX a x i s .  I n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t h i s  case ,  
as  n o t e d  a b o v e ,  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  f i e l d  o f  e m i s s i o n  
of a s e l f - c o n t a i n e d  u n i t  slot, l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  of a n  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k  o f  r a d i u s  f a t  i t s  c e n t e r .  T h e  c o m p l e x  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e m i s s i o n  f r o m  s u c h  a s l o t ,  : .e.,  t h e  f u n c -  
t i o n s  W1(8), W,(e>, may b e  c o m p u t e d  f r o m  f o r m u l a s  ( 9 . 3 . 3 8 )  - 
( 9 . 3 . 4 0 ) ,  if w e  s e t  t h e r e  5 0  = 0 a n d  t a k e  C l ( 0 )  f r o m  ( 9 . 3 . 5 6 ) .  
F u r t h e r m o r e  i n  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 9 . 3 . 3 9 )  it  f o l l o w s  t o  s e t  a = 0 .  

We c a n  f a m i l i a r i z e  o u r s e l v e s  w i t h  c e r t a i n  r e s u l t s  o f  t h e  n u -  
m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  ,of t h e  c o m p l e x  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  e m i s s i o n  
f r o m  a s e l f - c o n t a i n e d  s l o t  on  t h e  d i s k ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  C 5 0 1 .  

S4. O b l i q u e  I n c i d e n c e  of a P l a n e  Wave on a C i r c u l a r  D i s k  

A s  w a s  j u s t  s h o w n ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  s c a t t e r i n g  
of a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave  o n  a n  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n -  

p a g a t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  t h e  d i s k )  may b e  o b t a i n e d  a s  p a r t  o f  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a f i e l d  o f  t h e  h o r i -  
z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  on s u c h  a d i s k .  I n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  
o b l a t e  s p h e r o i d  5 ,  r l ,  $I w i t h  f o c a l  d i s t a n c e  f = a ( a  i s  t h e  r a d i u s  
of t h e  d i s k )  we c a n  a l s o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  o f  s c a t t e r i n g  of a p l a n e  
e l e c t r o m a g n e t i c  wave  w i t h  o b l i q u e  i n c i d e n c e  o n  t h e  d i s k  b y  t h e  
m e t h o d  o f  s e p a r a t i o n  o f  v a r i a b l e s  [ 4 8 ,  1 6 7 1 .  

/ 4 8 2  d u c t i n g  d i s k  w i t h  n o r m a l  i n c i d e n c e  o n  t h e  d i s k  ( t h e  wave i s  p r o -  - 

. .- . __ - . . . 

F i g .  5 9 .  D i f f r a c t i o n  o f  a P l a n e  Wave W i t h  O b l i q u e  I n c i d e n c e  o n  t h e  
D i s k .  

L e t  t h e  i n c i d e n t  wave 

( 9 . 4 . 1 )  

w i t h  t h e  a m p l i t u d e  E = I E ' I ,  E = c o n s t  b e  p r o p a g a t e d  i n  t h e  d i r e c -  
t i o n  of t h e  u n i t  v e c t o r  n w h i c h  f o r m s  t h e  a n g l e  a w i t h  t h e  p o s i t i v e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  Oz a x i s  ( t h e  O Z  a x i s  i s  t h e  a x i s  of t h e  d i s k  w h o s e  
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c e n t e r  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o r i g i n  ( F i g .  5 9 ) .  F u r t h e r m o r e ,  l e t  t h e  
c o o r d i n a t e  p l a n e  Uxz b e  p a r a l l e l  t o  t h e  v e c t o r  n a n d  t h e  wave ( 9 . 4 . 1 )  
b e  p o l a r i z e d  s u c h  t h a t  t h e  v e c t o r  E o :  

(1) i s  p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e  Oxz; 

( 2 )  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  0x2 ( i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  w i t h  a n  a r b i t r a r y  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  
E o  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e  Uxz may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n s  t o  
t h e  p r o b l e m s  f o r  cases  1, 2 ) .  I n  b o t h  c a s e s ,  

(nr) = -xssina + zcosa .  

I f  E o  1 p l . U x z ,  t h e n  

Eo = E ( 0 ,  Y, 0), 
( 9 . 4 . 2 )  

a n d  i f  E o  11 p l . U x z ,  t h e n  

w h e r e  

-- 
( 9 . 4 . 3 )  

( 9 . 4 . 4 )  

T h i s  c a s e  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  wave ( 9 . 4 . 1 )  is r e p r e s e n t e d  by t h e  
e l e c t r i c  H e r t z  v e c t o r s  

a n d  

+o E n =  (Y, 0, 0 ) .  k2 cos a 

( 9 . 4 . 5 )  

( 9 . 4 . 6 )  

/ 4 8 3  

We f o r m u l a t e  t h e  p r o b l e m  o f  s e e k i n g  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g -  
n e t i c  f i e l d  E l ,  H 1  s c a t t e r e d  on  t h e  d i s k .  F o r  i t s  s o l u t i o n  w e  

i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  H e r t z  v e c t o r  I[ 

t h e  p l a n e  Oxy. Then  t h e  t o t a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i s  f o u n d  t h r o u g h  

p a r  a l l e l  t o  1 = ( n x ,  n;, 0 1 ,  

4 6 3  



-f 
t h e  H e r t z  v e c t o r  TI = do + d l  
s h i p s  

o f  t h e  t o t a l  f i e l d  f r o m  t h e  r e l a t i o n -  

+ 
E = grad div 5 + k2 II, 

+ 
H = -ik,&rot n, ( 9 . 4 . 7 )  

w h e r e  iTx = 0 i n  t h e  f i r s t  of t h e  ca ses  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  wave 
a n d  I[y = 0 i n  t h e  s e c o n d  case .  

I n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  t h i s  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  f i n d i n g  
t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n ,  

w h i c h  s a t i s f i e s  o n  t h e  s u r f a c e  a n d  t h e  e d g e  o f  t h e  d i s k  t h e  g i v e n  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  
a t  i n f i n i t y .  The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  unknown f u n c t i o n s  II& 
a n d  IIi a r e  o b t a i n e d  a s  usual f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  t a n g e n t i a l  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  E o f  t h e  t o t a l  f i e l d  o n  t h e  s u r f a c e  of  t h e  
d i s k  v a n i s h .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  i n  C a r t e s i a n  r e c t a n g u l a r  c o o r d i -  
n a t e s  

E, = -- d o  -I- k211,, 
ax 

dY 
E =-- a~ + k 2 n y ,  

Y 

w h e r e  

/ 4 8  -~ ( 9 . 4 . 8 )  

( 9 . 4 . 9 )  

T h e r e f o r e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 9 . 4 . 1 0  

I A@ + k2rD = 0, 

I n  t h e  c o o r d i n a t e s  of a n  o b l a t e  s p h e r o i d  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n s  a r e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m ,  

( 9 . 4 . 1 1 )  + nhsinq) = 0, I q = 0 a 

4 6 4  



( c o n d i t i o n  ( 9 . 4 . 1 1 )  i s  a u t . o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d  b y  t h e  p r i m a r y  f i e l d ) .  
T o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  l e t  u s  r e p r e s e n t  t h e  H e r t z  v e c t o r  z1 o f  t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d  i n  t h e  f o r m  o f  a sum o f  t w o  v e c t o r s  

( 9 . 4 . 1 2 )  

( t h e  s t r a y  f i e l d  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a s u p e r p o s i t i o n  o f  two 
p a r t i c u l - a r  f i e l d s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  t h e  v e c t o r  

II1, a n d  t h e  s e c o n d  t h r o u g h  t h e  v e c t o r  I I 2 )  a n d  w e  r e q u i r e  t h a t  on  

t h e  s u r f a c e  of t h e  d i s k  t h e  v e c t o r  II2 s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  

-+ + 
-+ 

-+o -+ 
II + r I 1 = O ,  g = o  ( 9 . 4 . 1 3 )  

( a s  9 r e s u l t  c o n d i t i o n  ( 9 . 4 . 1 0 )  w i l l  b e  s a t i s f i e d  o n l y  b y  t h e  v e c -  
t o r  n 2 ) .  

On t h e  b a s i s  o f  ( 5 . 5 . 5 )  a n d  ( 9 . 2 . 1 7 )  t h e  f u n c t i o n s  IIg a n d  I Io  Y i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
o f  a s e r i e s  

II: = 0, 

m I1 

( t h e  v e c t o r  E O 1  p l .  O x z )  a n d  

11; = 0, 

( 9 . 4 . 1 5 )  

( t h e  v e z t o r  p l .  O X Z ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e r e f o r e ,  if w e  s e e k  t h e  
v e c t o r  II1 i n  t h e  f o r m ,  

m n  

( 9 . 4 . 1 6 )  

n=O m=-n 

4 6 5  



or i n  t h e  form, 

as a f u n c t i o n  of t h i s  c a s e  o f  p o l a r i z a t i o n  of t h e  wave ( 9 . 4 . 1 1 ,  
t h e n  from ( 9 . 4 . 1 3 1 ,  w e  f i n d  

o r  

-+ 
r e s p e c t i v e l y .  I n  t h e  same way t h e  v e c t o r  II1 i s  d e t e r m i n e d .  

L e t  u s  s e e k  t h e  v e c t o r  n2 i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  
+ 

o r  

( 9 . 4 . 2 0 )  

T o  d e t e r m i n e  t h e  e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  l e t  u s  e x p a n d  t h e  f u n c t i o n  
@ i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  

( 9 . 4 . 2 2 )  

( o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  d i s k  t h e  f u n c t i o n  @ i s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  ( 9 . 4 . 1 0 ) ) ,  w h e r e  p a n d  9 a r e  p o l a r  c o o r d i n a t e s  
w i t h  t h e  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  d i s k .  S i n c e  

/ 4 8 6  
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t h e n  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  of ( 9 . 4 . 2 2 )  i n t o  t h e  f i r s t  t w o  e q u a t i o n s  i n  
( 9 . 4 . 1 0 )  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  r e c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p  

f o r  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  w e  w i l l  h a v e  

( 9 . 4 . 2 3 )  

o r  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  case  s t u d i e d  f o r  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  f i e l d  
( 9 . 4 . 1 ) .  S i n c e  

m 

j ,  (k P) = 2 in-m s .zL-- ( - & I  0)  y\ 

N,, (i ic) 
( 9 . 4 . 2 5 )  

n=lml 

x s,,, (- ic, q) R/n& (- ic, i E), 

t h e n  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 9 . 4 . 2 5 )  i n t o  ( 9 . 4 . 2 3 )  or ( 9 . 4 . 2 4 )  a n d  _L. / 4 8 7  
c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  t h u s  o b t a i n e d  w i t h  ( 9 . 4 . 2 0 )  or ( 9 . 4 . 2 1 )  
w e  f i n d  t h a t  

o r  

( 9 . 4 . 2 6 )  

( 9 . 4 . 2 7 )  

-f 
T h u s ,  s e e k i n g  t h e  v e c t o r  I I2  i s  r e d u c e d  t o  d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c -  
i e n t s  of t h e  e x p a n s i o n  of t h e  f u n c t i o n  @ i n t o  t h e  s e r i e s  ( 9 . 4 . 2 2 ) .  
From ( 9 . 4 . 1 8 1 ,  ( 9 . 4 . 1 9 ) ,  ( 9 . 4 . 2 6 1 ,  ( 9 . 4 . 2 7 )  i t  follows d i r e c t l y  t h a t  

4 6 7  



From t h e  M e i x n e r  condition a p p l i e d  t o  t h e  n h  or TI1 of  v e c t o r  ( 9 . 4 . 1 2 )  
o f  t h e  c o m p l e t e  s t r a y  f i e l d ,  w e  f i n d  t h a t  Y 

w h e r e  

o r  

w h e r e  Am a n d  Bm a r e  d e t e r m i n e d  j u s t  a s  i n  ( 9 . 4 . 2 9 ) .  

o r  

( 9 . 4 . 3 0 )  

( 9 . 4 . 3 1 )  

A s  a r e s u l t ,  

( 9 . 4 . 3 2 )  

( 9 . 4 . 3 3 )  

c o r r e s p o n d i n g  t o  o n e  or a n o t h e r  c a s e  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  wave / 4 8 8  
( 9 . 4 . 1 ) .  I n  t h e  same way t h e  H e r t z  v e c t o r  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  
s c a t t e r e d  on t h e  d i s k  w i t h  o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  wave  (9.4.1) on 
i t  i s  d e t e r m i n e d .  I n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  t h e  
c o m p o n e n t s  of t h e  s t r a y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a r e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  H i  a n d  111 b y  t h e  f o r m u l a s ,  Y 

4 6 8  



~n t h e  case  i f  E o  1. p l .  0x2. 

and 

For t h e  t o t a l  s t r a y  field, 

m n  

( 9 . 4 . 3 5 )  

( 9 . 4 . 3 7 )  

/ 4 8 9  

( 9 . 4 . 3 6 )  
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r e s p e c t i v e l y ,  w h e r e  

i'-" kA,, - SI,,, (- ic, cos a )  + S m n  (-icy 0) x Bln 

( 9 . 4 . 3 8 )  

( 9 . 4 . 3 9  1 

I n  p a r t i c u l a r ,  when ct 0 ,  when t h e  wave i s  p r o p a g a t e d  a l o n g  t h e  
a x i s  o f  t h e  d i s k  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  2 ,  

i f  m # 0 a n d  t h e n  ctmn = Bmn - - o if m # 0 ,  b u t  

Son (-ic, I )  + 

I n  t h i s  c a s e  IIx =: II;. 

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d ,  

if E o  1 1  p l .  0x2, w h e r e  

/ 4 9 0  
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i 

i d  

F E O 1  p i .  O x z ,  where 

( 9 . 4 . 4 3 )  

( 9 . 4 . 4 4 )  

i e  v a l u e  of  t h e  b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  for t h e  d i s k  w i t h  
h l i q u e  i n c i d e n c e  of  t h e  p l a n e  wave i s  c o m p u t e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

( 9 . 4 . 4 5 )  us = 4n k2 1 SI (n - a ,  0 )  1' cos' a 

r i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  c a s e  of p o l a r i z a t i o n  o f  a n  i n c i d e n t  wave 
rom t h e  f o r m u l a ,  

( 9 . 4 . 4 6 )  

h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s ,  i n d u c e d  o n  t h e  d i s k  
a y  b e  f o u n d  f r o m  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 9 . 4 . 4 7 )  

/ 4 9 1  

r- 

,- 

ECo 1/ $ cos cp 
Y, - 

2n c2 q i, - 
( 9 . 4 . 4 8 )  
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w h e r e  

b u t  
m n  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  me thod  u s e d  f o r  s o l v i n g  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  
o b l i q u e  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave o n  t h e  d i s k  may 
b e  e x t e n d e d  a l s o  t o  t h e  c a s e  o f  a d i p o l e  s o u r c e  o f  t h e  p r i m a r y  
f i e l d  l o c a t e d  a t  a n y  p o i n t  o f  s p a c e ,  i f  s u c h  s o u r c e  i s  a n  e l e c t r i c  
d i p o l e  w i t h  t h e  moment p ,  p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e  0x2, i n  w h i c h  t h e  
d i s k  i s  l o c a t e d .  

s 5 .  F i e l d  o f  a V e r t i c a l  E l e c t r i c  D i p o l e  i n  t h e  P r e s e n c e  o f  
Two C o a x i a l  S p h e r o i d s  

L e t  t h e r e  b e  two p r o l a t e  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  s p h e r o i d s  w i t h  
d i f f e r e n t  f o c a l  d i s t a n c e s  f - 1  a n d  f + l  a n d  w i t h  a common a x i s  o f  
r o t a t i o n  l o c a t e d  i n  a u n i f o r m  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  s p a c e  w i t h  t h e  
c o n s t a n t s  E ,  li a n d  0 = 0 s u c h  a s  shown o n  F i g u r e  6 0 .  The  c e n t e r s  
o f  t h e  s p h e r o i d s  a r e  a s s u m e d  f o r  t h e  o r i g i n  o f  t h e  l o c a l  C a r t e s i a n  
c o o r d i n a t e s  xs, ys ,  z s ,  s = 21, a n d  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
p r o l a t e  s p h e r o i d  Es, qs, C p s  = C p ,  s = 2 1, a s s o c i a t e d  w i t h  them b y  
t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  (1.5.40). The  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  s p h e r o i d  
c e n t e r s  i s  e q u a l  t o  2 ( i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  s p h e r o i d s  do n o t  
t o u c h  o n e  a n o t h e r ) .  I n  l o c a l  s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  t h e  s u r f a c e s  
o f  t h e  s p h e r o i d s  a r e  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n s  5 - 1  = 5!1, 5 + 1  = 5!1. 
L e t  t h e r e  b e  f o u n d  f u r t h e r m o r e  a t  a c e r t a i n  p o i n t  P o f  t h e  z a x i s  
a u n i t  e l e c t r i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment p ,  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  Oz a x i s  
i n  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n .  Then  f o r  t h e  p r i m a r y  f i e l d  /49' - 

(9.5.1) 

i k R  

R 
e 

a n d  n$  = p - d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  a n g l e  Cp ( t h e  p r i m a r y  f i e l d  

E o ,  H o  of t h e  d i p o l e  i s  s y m m e t r i c  r e l a t i v e  t o  t h e  OZ a x i s ) .  I t  i s  
o b v i o u s  t h e n  t h a t  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  E ' ,  H 1  p r o d u c e d  b y  t h e  p r e -  
s e n c e  i n  s p a c e  of t h e  s p h e r o i d s  w i l l  a l s o  b e  i n d e p e n d e n t  o f  C p .  
T h e r e f o r e  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v e c t o r s ,  
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( 9 . 5 . 2 )  

1 1 1 w h e r e  E ,  = E: + E , ,  E S  = E ;  + E E ,  H 4 ,  = H‘ + H4,  ( i t  i s  a s s u m e d  t h a t  

t h e  v e c t o r s  i n  ( 9 . 5 . 2 )  a r e  w r i t t e n  i n  
4, 

o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s ) .  

From t h e  f i r s t  e q u a t i o n  o f  t h e  
Maxwel l  s y s t e m ,  j u s t  as  i n  t h e  c a s e  o f  
o n e  s p h e r o i d ,  i t  f o l l o w s  t h a t  b o t h  non-  
z e r o  c o m p o n e n t s  E < ,  E ,  o f  t h e  v e c t o r  E 
a r e  d e t e r m i n e d  t h r o u g h  H +  b y  t h e  f o r m u -  
l a s  i n  ( 9 . 2 . 3 )  

r -- 

( 9 . 5 . 4 )  

I U s i n g  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  o f  t h e  Max- 
w e l l  s y s t e m ,  w e  c a n  e s t a b l i s h  t h a t  t h e  
f u n c t i o n  H 1  m u s t  b e  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  Helmho ? t z  e q u a t i o n  ( 9 . 2 . 5 )  w i t h  t h e  
a z i m u t h  number  m = 1. A s  a r e s u l t  t h e  

F i g .  6 0 .  E x c i t a t i o n  o f  
Two C o a x i a l  S p h e r o i d s  b y  
a V e r t i c a l  D i p o l e .  

p r o b l e m  o n  s e e k i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  
i n  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n  i s  r e d u c e d  t o  f i n d i n g  t h e  u n i  u e  s o l u -  
t i o n  H i  o f  e q u a t i o n  ( 9 . 2 . 5 1 ,  w h i c h  s a t i s f i e s  a l o n g  w i t h  HI o n  t h e  
s u r f a c e  of e a c h  s p h e r o i d ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

( 9 . 5 . 5 )  

and  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  of r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  I n  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  s p h e r o i d  t h e  f u n c t i o n  H $  i s  r e p r e s e n t e d  
[ s e e  ( 9 . 2 . 4 1 1  by  t h e  e x p a n s i o n ,  

( 9 . 5 . 6 )  
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s p h e r o i d a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  P w i t h  t h e  d i p o l e  i n  l o c a l  c o -  
o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  s p h e r o i d .  

1 
The f u n c t i o n  H +  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  sum 

( 9 . 5 . 7 )  

w h e r e  

i s  a t t r i b u t e d  t o  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  p r o d u c e d  by  t h e  s - t h  s p h e r o i d .  
The e x p a n s i o n  c o e f f i c i e n t s  a a  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n -  
d i t i o n s  ( 9 . 5 . 5 )  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 ) ,  w h i c h  i s  w r i t t e n  
i n  t h e  f o r m ,  

w h e r e  & l m l n  i s  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a  ( 5 . 5 . 1 0 ) .  H e r e  8 - 1 , 1  0 ,  
f3+1,,1= n .  C a r r y i n g  o u t  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  unknowns aa by  t h e  
unknowns  A 5  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  

a n d  u s i n g  ( 9 . 5 . 9 )  we f i n d  f r o m  ( 9 . 5 . 5 )  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  
e q u a t i o n s  , 

m 

A:: + ak;s* = f,:, 
m= I 

n = l ,  2, ...; ~ = + i ,  ( 9 . 5 . 1 1 )  

i n  w h i c h  
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h e  d i m e n s i o n l e s s  d e t e r m i n a n t  o f  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  
f o r m  s i m i l a r  t o  ( 6 . 3 . 2 3 1 ,  i . e . ,  

( - 1  , + 1 )  + ( + I  , - I  1 - 
h e r e  a = a , b u t  amn = a m n  m n  m n  

If w e  i n t r o d u c e  t h e  d e s i g n a t i o n s  

... 
... 
... 

/ 4 9 5  

( 9 . 5 . 1 4 )  

( 9 . 5 . 1 1 )  i s  w r i t t e n  

( 9 . 5 . 1 5 )  

y s t e m  ( 9 . 5 . 1 - )  p o s s e s s e s  t h e  same p r o p e r t i e s  a s ,  f o r  e x a m p l e ,  s y s -  
e m s  ( 7 . 3 . 9 1 ,  ( 7 . 3 . 1 0 )  when m = 1 i n  t h e  p r o b l e m  f o r  two s p h e r e s .  
t s  m a t r i x  e l e m e n t s  Cij s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 1 9 ) ,  a n d  t h e  r i g h t -  
a n d  s i d e s  s a t i s f y  c o n d i t i o n  ( 1 . 9 . 2 0 ) .  S y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  i s  u n i q u e l y  
D l v a b l e  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  s p h e r o i d s  d o  n o t  t o u c h  o n e  
a o t h e r  a n d  i t s  s o l u t i o n  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n  

n d  w i l l  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  x I x i I Z < m .  . By t h e  d e t e r m i n i n g  t h e  

o e f f i c i e n t s  o f  s e r i e s  ( 9 . 5 . 7 1 ,  ( 9 . 5 . 8 1 ,  w h i c h  s a t i s f y  t h e  j u s t - m e n -  
Toned  c o n d i t i o n ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o b l e m  f o r m u l a t e d  e a r l i e r  f o r  

m 

i= I 

he  f u n c t i o n  H$ i s  s o l v e d .  The c o m p o n e n t s  t h e  e l e c t r i c  
i e l d  may b e  f o u n d  t h r o u g h  Hi f r o m  ( 9 . 5 . 3 1 ,  
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I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d ,  

( 9 . 5 . 1 6 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  W ( 0 )  i s  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i p o l e  
f i e l d  w h i c h  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  t h e  p r e s e n c e  i n  i t  of t w o  c o a x i a l  
i d e a l l y  c o n d u c t i n g  p r o l a t e  s p h e r o i d s ,  a n d  is g i v e n  by t h e  e x p r e s s i o n  

( 9 . 5 . 1 7 )  

I n  ( 9 . 5 . 1 6 1 ,  A = r - 2 0  c o s 0 ,  w h e r e  2 0  i s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  p o i n t  
D n 

0 ( o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  Oxy;) t o  t h e  d i p o l e .  F o r m u l a s  
( 9 . 5 . 1 6 1 ,  ( 9 . 5 . 1 7 )  a r e  w r i t t e n  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  0 ,  4 
w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 ,  l y i n g  o n  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  o f  t h e  
s p h e r o i d s  midway b e t w e e n  them ( t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  o f  t h e  s y s t e m s  
Oxyz a n d  O s x s y s z s y  s = 1, a r e  i d e n t i c a l l y  d i r e c t e d ,  and  t h e  a x i s  -~ / 4 9 t  
O Z  m a t c h e s  t h e  a x e s  0 s z s ,  s = 1. I n  t h e  n e i g h b o r i n g  b a n d  t h e  d i f -  
f r a c t i o n  f i e l d  may b e  s t u d i e d  u s i n g  t h e  f o r m u l a ,  

( 9 . 5 . 1 8 )  

(2 > fsSs), w r i t t e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  of  t h e  s - t h  s p h e r o i d .  
F o r m u l a  ( 9 . 5 . 1 8 )  i s  o b t a i n e d  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 5 . 6 ) ,  ( 9 . 5 . 7 ) ,  
( 9 . 5 . 1 0 1 ,  ( 9 . 5 . 1 1 )  - ( 9 . 5 . 1 3 )  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 9 . 5 . 9 ) .  

R e t u r n i n g  t o  (1.1.7) a n d  ( 9 . 5 . 1 8 )  w e  f i n d  t h e  d e n s i t y  d i s t r i -  
b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  b y  t h e  d i p o l e  f i e l d  o n  t h e  s u r -  
f a c e  o f  t h e  S - t h  s p h e r o i d  w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  f o r m u l a ,  

( 9 . 5 . 1 9  ) 

eo i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t .  

If we s u b s t i t u t e  5 0 , - 1  = S o 1  o r  E o , + ;  = 
( 9 . 5 . 7 )  - ( 9 . 5 . 1 7 )  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  
of t h e  f i e l d  o f  t h e  e m i t t i n g  s u r f a c e  s p h e r o i d a l  a n t e n n a  ( e x c i t e d  b y  
t h e  v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment p l o c a t e d  a t  i t s  p o l e )  
on  t h e  o t h e r  s p h e r o i d  w h i c h  i s  c o a x i a l  w i t h  t h e  a n t e n n a  a n d  w h i c h  
p l a y s  t h e  role of  a p a s s i v e  r e f l e c t o r .  

i n t o  ( 9 . 5 . 1 3 1 ,  t h e n  f r o m  
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C o n v e r t i n g  i n  f o r m , u l a s  ( 9 . 5 . 6 )  - ( 9 . 5 . 1 9 )  f r o m  c o o r d i n a t e s  of  
t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r s ,  6 s ,  $ s  (f ,  -+ 0 ,  
E s  + 00 s u c h  t h a t  f s E s  -+ r s ,  n S  -+ c o s  e,, s = 2 l), w e  f i n d  t h e  s o l u -  
t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  
e l e c t r i c  d i p o l e  o n  two i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c o a x i a l  s p h e r e s  o f  r a d i i  

0 0 r-1 a n d  r+l . 
If i n  f o r m u l a s  ( 9 . 5 . 6 )  - ( 9 . 5 . 1 9 )  w e  c o n v e r t  f r o m  c o o r d i n a t e s  

o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  t o  c o o r d i n a t e s  of  a n  o b l a t e  s p h e r o i d  o n  t h e  
b a s i s  o f  f o r m u l a s  ( 9 . 2 . 1 6 1 ,  t h e n  f r o m  them w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  
d i p o l e  o n  two  c o a x i a l  o b l a t e  s p h e r o i d s  E s  = E s ,  S = 4 1. I t s  p a r -  
t i c u l a r  case  i s  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  d i f f r a c t i o n  o n  two  p a r a l l e l  c o -  
a x i a l  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k s  o f  d i f f e r -  
e n t  r a d i i .  I f ,  i n  s u c h  a p a r t i c u l a r  p r o b l e m  t h e  d i p o l e  a p p r o a c h e s  
t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  d i s k s  a n d  w e  s e t  cj = 0 or = 0 ,  t h e n  
as  a r e s u l t  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  t h a t  i s  e q u i v a l e n t  
i n  t h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t o  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  a n  e m i t -  
t i n g  s e l f - c o n t a i n e d  a n n u l a r  u n i t  s l o t ,  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
s - t h  d i s k  ( a c t i v e  a n t e n n a )  i n  t h e  p r e s e n c e  i n  i t  o f  a n o t h e r  o n e ,  
i . e . ,  t h e  - s - t h  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s k ,  / 4 9 7  
w h i c h  i s  c o a x i a l  w i t h  t h e  f i r s t  a n d  w h i c h  p l a y s  t h e  r o l e  o f  t h e  
p a s s i v e  r e f l e c t o r ,  s = t 1, o r  s = - 1. 

0 

The i n d e p e n d e n t  c o n v e r s i o n s  f r o m  o n e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  t o  a n -  
o t h e r ,  d e r i v e d  i n  l o c a l  s y s t e m s ,  makes  i t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  f r o m  
( 9 . 5 . 6 )  - ( 9 . 5 . 1 9 )  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s  f o r  t h e  c a s e  when w i t h  
a c o n s t a n t  s h a p e  o f  o n e  b o d y  ( s p h e r o i d )  t h e  s h a p e  o f  t h e  o t h e r  
s p h e r o i d  v a r i e s  i n  t h e  r a n g e  f r o m  a s p h e r e  t o  a d i s k  a n d  when t h e  
i n t e r m e d i a t e  b o d i e s  a r e  p r o l a t e  o r  o b l a t e  s p h e r o i d s .  

Wi th  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m s  t h e  a p p r o x i m a t e  
v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  may b e  f o u n d  f r o m  t h e  f i n i t e  s y s t e m  

7N -. . 

xi -t ) ' c . . x .  = f i ,  & r l  I i = 1 ,  2, . . . , 2 N ,  ( 9 . 5 . 2 0 )  

o b t a i n e d  f r o m  ( 9 . 5 . 1 5 )  b y  t r u n c a t i o n .  S y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  c o n t a i n s  2 N  
e q u a t i o n s  w i t h  21v unknowns  A t ,  s = 2 1, w h i c h  a p p r o x i m a t e  t h e  p r e c i s e  
v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  ( 9 . 5 . 8 ) .  I t  i s  o b v i o u s  

t h a t  t h e  a c c u r a c y  o f  c o m p u t i n g  A w i l l  b e  i n c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s e  i n  

N ,  t h e  o r d e r  o f  t r u n c a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 5 ) .  A s  i n  t h e  p r e -  
v i o u s  p r o b l e m s  a s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  N we c a n  t a k e  t h e  v a l u e  N = 

[ e l ,  w h e r e  e = maxes.  

S 

z 

s = + 1  

The o p d e r  o f  t h e  f i n i t e  s y s t e m s ,  s e r v i n g  a s  t h e  a p p r o x i m a t e  
S 

c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  A s = ?. 1, may b e  i n  a number o f  n y  
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cases  c u t  i n  h a l f  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  
w i t h  r e t e n t i o n  o f  t h e  c o m p u t a t i o n  p r e c i s i o n .  T h u s ,  i f  e1 = c+l  = c 

e l e m e n t s  o f  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  a r e  f o u n d  t o  b e  m u t u a l l y  c o n n e c t e d  b y  
t h e  r e l a t i o n s h i p ,  

a n d  5 - 1  0 5!1 = E o  ( t h e  s p h e r o i d s  a r e  i d e n t i c a l )  t h e n  t h e  m a t r i x  

( 9 . 5 . 2 1 )  

( t h i s  f o l l o w s  f r o m  ( 9 . 5 . 1 2 )  a n d  ( 5 . 5 . 1 0 ) ) .  T h e r e f o r e ,  i f  w e  w r i t e  
s y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  i n  t h e  f o r m ,  

a f t e r  t e r m - b y - t e r m  a d d i t i o n  a n d  s u b t r a c t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  
( 9 . 5 . 2 2 )  w e  f i n d  two i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  o f  N e q u a t i o n s  w i t h  N u n -  
knowns , 

w h e r e  

m= 1 

( 9 . 5 . 2 3 )  

/ 4 9 €  

The o r d e r  o f  s y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  may b e  c u t  i n  h a l f  ( w i t h  r e t e n t i o n  
o f  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  c o m p u t a t i o n )  w i t h o u t  c o n v e r t i n g  t o  new s y s t e m s  
s u c h  as ( 9 . 5 . 2 3 )  i n  t h e  c a s e  when e1  = c+1 = e, 5 2 1  = 5!1 5' a n d  

< ' , - I  
way b e t w e e n  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  s p h e r o i d s ) .  T h e n ,  

- 
- , < 0 , + 1  = 5 0  ( t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  a t  p o i n t  0 w h i c h  l i e s  m i d -  

and  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 5 . 2 1 )  f r o m  ( 9 . 5 . 1 1 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  u n -  
known q u a n t i t i e s  A i 1  a n d  A n 1  a r e  f o u n d  t o  b e  m u t u a l l y  c o n n e c t e d  b y  
t h e  r e l a t i o n s h i p  , 

( 9 . 5 . 2 6 )  
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T h e r e f o r e ,  i n s t e a d  of  s y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  w e  c a n  s o l v e  t h e  s y s t e m  o f  N 
e q u a t i o n s  w i t h  N unknowns  , 

N 

( 9 . 5 . 2 7 )  

w h i c h  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h i s  l a t t e r  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  of  t h e  unknowns  

A n  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 9 . 5 . 2 6 ) .  I n  t h i s  case i n  ( 9 . 5 . 1 7 )  2 0  = 

0 ,  a n d  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  i t s e l f  c a n  b e  w r i t t e n  o n  t h e  b a s i s  
o f  ( 9 . 5 . 2 6 1 ,  ( 9 . 5 . 1 0 )  i n  t h e  f o r m ,  

- 1  

E? 

2i w(e) = 1 - -cos (klocos8)  k innAn [(p - I ) %  X, 
n=l,3. .  . 

I n  t h e  c a s e  o f  o b l a t e  s p h e r o i d s ,  

+ s,, (- ic, COS 0) 
sin 8 

x R ~ A '  (- ic, i E")]' 

( 9 . 5 . 2 8 )  

( 9 . 5 . 2 9 )  /499  

n=2.4. .  .. 

a n d  w i t h  t h e i r  d e g e n e r a t i o n  i n t o  d i s k s  o f  r a d i u s  f t h e  damping  c o e f -  
f i c i e n t  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  [ R l n  ( 1 )  ( - i c y  io) = 0 ,  ( n - 1 )  i s  e v e n ]  

2 W (e) = 1 + - sin (kfo  cos 0) k t' innAnRIA)'(- ic, io) x 
n=2.4.. . 

S, ,  (- i ~ ,  COS e) 
sin 8 

X ( 9 . 5 . 3 0 )  

S i n c e  Sin(-ic, 0 )  = 0 ,  i f  ( n  - 1) i s  o d d ,  t h e n  i n  t h e  p l a n e  0 =  IT/^ 
e x p r e s s i o n s  ( 9 . 5 . 2 8 1 ,  ( 9 . 5 . 2 9 )  a r e  s i m p l i f i e d .  I n s t e a d  o f  them w e  
f i n d  
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a n d  

PnA, [(Eo2 -1)% X 
2i 
b 

w(e)= I - -  
.I 

n=l ,3  ,. . . ( 9 . 5 . 3 1 )  

( 9 . 5 . 3 2 )  

r e s p e c t i v e l y .  T h i s  l a t t e r  r e s u l t  means  t h a t  t h e  s y s t e m  w h i c h  c o n -  
s i s t s  o f  a v e r t i c a l  e l e c t r i c  d i p o l e  a n d  t w o  c o a x i a l  i d e a l l y  c o n d u c -  
t i n g  c i r c u l a r  d i s k s  o f  e q u a l  r a d i i ,  p o s s e s s e s  i n  t h e  p l a n e  e = r / 2  
a c h a r a c t e r i s t i c  o f  e m i s s i o n  W ( . r r / 2 )  , i d e n t i c a l  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
of e m i s s i o n  f o r  a d i p o l e  i n  f r e e  s p a c e  i n  t h e  c a s e  i f  t h e  d i p o l e  i s  
l o c a t e d  on  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  of t h e  d i s k s  midway b e t w e e n  t h e m .  

T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  
S 

v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  A a s s u m e s  a f i n i t e n e s s  o f  t h e  i n d i c e s  n 

a n d  m i n  ( 9 . 5 . 1 1 )  - ( 9 . 5 . 1 3 ) ,  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  
t h e  s p h e r o i d s  i s  much l a r g e r  t h a n  t h e  wave l e n g t h  ( k Z  > >  1) and  1 
i s  s i g n i f i c a n t l y  g r e a t e r  t h a n  c r o s s  s e c t i o n  d i m e n s i o n s  o f  t h e  s p h e r -  

o i d s ,  f o r  A n  w e  c a n  f i n d  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  h a v e  a c l o s e d  

f o r m .  T h u s ,  a s s u m i n g  i n  ( 9 . 5 . 1 2 )  t h a t  kZ > >  1 ( k Z  > >  n + m) a n d  
a p p l y i n g  t h e  f o r m u l a  t h a t  i s  a s y m p t o t i c ,  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t ,  / 5 0 0  

t o  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n  h ,  

i o n  Q l m l n ,  we f i n d  on  t h e  b a s i s  of f o r m u l a s  ( 3 . 4 . 1 3 1 ,  ( 5 . 2 . 2 1 ,  
( 5 . 5 . 1 0 )  , t h a t  

n 

S 

(kZ), c o n t a i n e d  i n  t h e  e x p r e s s -  
( 1 )  

Qln*m(C,, c-,; fo, e-s,s) = 

= T .  S i n c e  S,,(c, - + 1) = 0 ,  i f  m # o w e  w h e r e  - 0 or 8 - s , s  
t h e n  f i n d  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  w i d e l y  s e p a r a t e d  s p h e r o i d s ,  a p p r o x i -  

m a t e l y  a l l  m a t r i x  e l e m e n t s  c1 of t h e  s y s t e m  w i l l  b e  e q u a l  t o  

z e r o  a n d  t h e n  i n  s u c h  a n  a p p r o x i m a t i o n  w e  w i l l  h a v e  

- 

(-s,s) 
nm 

( 9 . 5 . 3 4 )  

From t h e  p h y s i c a l  p o i n t  o f  v i ew t h i s  r e s u l t  means  t h a t  i n  t h e  case  
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If s u f f i c i e n t l y  l a r g e  v a l u e s  of  kZ (z i s  h i g h  i n  c o m p a r i s o n ,  for 
- x a m p l e ,  w i t h  t h e  m a j o r  s emiaxes  o f  t h e  s p h e r o i d s )  a t  e a c h  p o i n t  o f  
* b s e r v a t i o n  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f e c t  i s  p r o d u c e d  o n l y  b y  t h e  s e c o n d a r y  
aves  of t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g ,  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  w h i c h  
h e  s e c o n d a r y  waves o f  a l l  s u b s e q u e n t  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g  a n d  t h e i r  
um may b e  i g n o r e d .  

I n  t h e  g e n e r a l  case  f o r  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b l e m  t h e  
a l u e s  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  of s y s t e m  ( 9 . 5 . 2 0 )  a r e  f o u n d  w i t h  n o  
p e c i a l  d i f f i c u l t i e s  u s i n g  t h e  T a b l e s  o f  S p h e r o i d a l  Wave F u n c t i o n s  
i n  t h e  r a n g e  a l l o w a b l e  b y  t h e  c o n t e n t  o f  t h e  t a b l e s ) .  D i f f i c u l t i e s  
a y  a r i s e  i n  c o m p u t i n g  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m ,  w h i c h  a r e  
x p r e s s e d  t h r o u g h  t h e  s p h e r o i d a l  r a d i a l  f u n c t i o n s  a n d  t h r o u g h  t h e  
l e b s c h - G o r d a n  c o e f f i c i e n t s  ( § 4 ,  Ch.  31, a n d  t h e s e  a p p e a r  i n  

n d e r  t h e  s i g n  o f  t h e  m u l t i p l e  s u m m a t i o n .  The  r a p i d i t y  o f  t h e  c o n -  
e r g e n c e  o f  s e r i e s  ( 9 . 5 . 3 5 )  d e p e n d s  o n  t h e  v a l u e  of t h e  p a r a m e t e r s  
2 ,  es, s = t l .  We c a n  show t h a t  t h e  compound s e r i e s  ( 9 . 5 . 3 5 )  c o n -  
e r g e s  a b s o l u t e l y ,  if 

( 9 . 5 . 3 6 )  

rom t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n s  

0 ( " ( k l )  i t  f o l l o w s  t h a t  for g i v e n  v a l u e s  o f  es, s = 2 1, t h e  c o n -  

e r g e n c e  o f  s e r i e s  ( 9 . 5 . 3 5 )  w i l l  b e  i m p r o v e d  w i t h  i n c r e a s e  i n  kZ. 
s n o t e d  a b o v e ,  when kZ + CD a 

11 c o m p u t i n g  ( 9 . 5 . 3 5 )  s u m m a t i o n  o v e r  P a n d  t i t  i s  f e a s i b l e  t o  b e g i n  
rom t h e  n u m b e r s  P = n - 1 a n d  t = m - 1, s i n c e  t h e s e  v a l u e s  o f  P 
nd t a r e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  d o m i n a n t  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  
In 1m [ f o r  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  e o f  s e v e r a l  u n i t s  

nd l e s s  ( e  2 5 ) ] .  F o r  c o m p a r a t i v e l y  s m a l l  v a l u e s  o f  e tAe c o e f -  

i c i e n t s  d m n ( c )  d r o p  r a p i d l y  i n  a b s o l u t e  v a l u e  w i t h  i n c r e a s e  i n  P > 

+ 0 ,  t h e n  ( 9 . 5 . 3 4 )  i s  v a l i d .  /501 ( - s , s )  
nm 

(e) a n d  dt ( e )  P 

r 
- m a n d  w i t h  d r o p  i n  P i n  t h e  r a n g e  0 5 P < n - m. 

A s  e x a m p l e s  , F i g u r e  6 1  s h o w s  n o r m a l i z e d  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m s  
a n s t r u c t e d  f o r  t h e  f u n c t i o n  IH+I2 w h e r e  H+ i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  
i e  f i e l d  [ f o r m u l a  ( 9 . 5 . 1 6 ) ;  E = p = 1; t h e  s o l i d  l i n e ] ,  f o r  t h e  
i n c t i o n  I H i  + H _ 1 l 2 , [ t h e  b r o k e n  l i n e ] ,  w h e r e  H-1 i s  t h e  c o m p o n e n t  
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I 
F i f .  61. The F u n c t i o n s  IH+I2, 
l H 4  t H-11' a n d  B$I2: a .  S p h e r e  

( k r ! ! ~  = 1 a n d  D i s k  ( c t l  = 1); 

b , c , d , e :  Two S p h e r e s  ( R e s p e c t i v e -  
0 0 0 ly, = 1, kr+l = 2 ,  k r - l  = 

0 0 0 0 kr-1 = 1, kr-l = kr,l  = 2 ,  k r + l  = 

2 ,  k r + l  = 1); f .  D i s k  ( c t l  = 2 )  0 

0 e 
a n d  S p h e r e  ( k r - 1  = 2). 

of  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d ,  p r o d u c e d  /50 
b y  t h e  -1 b o d y  i n t e r a c t i n g  w i t h  
t h e  t1 b o d y  a n d  for t h e  f u n c t i o n  

H+ [ i t s  g r a p h  i s  shown b y  t h e  
1 

18-0 C 8-0 f d o t t e d  l i n e ) .  I t  i s  a s s u m e d  ....... e v e r y w h e r e  t h a t  t h e  d i p o l e  i s  
l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  -1 
s p h e r e  a t  i t s  p o l e  8 - 1  = 0 .  Com- 

... p u t a t i o n  w a s  c a r r i e d  o u t  i n  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h i s  s p h e r e  ( t h e  

n o r m a l i z i n g  v a l u e  i s  I H:' ( 9 0 0 )  I 21 

f$- 
8 = f  

On F i g u r e  61, a i s  t h e  p a r a m e t e r  kZ = m / 2 ,  a n d  o n  a l l  o t h e r s  kZ = 
2lr. 

56. The Problem o f  t h e  Field o f  Two C o a x i a l  Spheroidal Emi t te rs  

A p r o b l e m  t h a t  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  j u s t  s t u d i e d  i n  5 5  i s  t h e  
p r o b l e m  o f  t h e  f i e l d  o f  two c o a x i a l  ( p r o l a t e  a n d  o b l a t e )  s p h e r o i d a l  
e m i t t e r s  ( a n t e n n a s ) ,  e a c h  o f  w h i c h  r e p r e s e n t s  a c o m p l e t e  i d e a l l y  
c o n d u c t i n g  s p h e r o i d a l  s u r f a c e ,  s e p a r a t e d  by  a s m a l l  a z i m u t h  g a p  t o  
w h i c h  a n  e x c i t i n g  v o l t a g e  i s  s u p p l i e d  t h a t  i s  s y m m e t r i c  r e l a t i v e  t o  
t h e  a x i s .  The  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  c e n t e r s  of t h e  e m i t t e r s  i s  e q u a l  
t o  1. The medium s u r r o u n d i n g  them i s  a u n i f o r m  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  
s p a c e  w i t h  e l e c t r o m a g n e t i c  c o n s t a n t s  E ,  1~ a n d  cs 0 .  I n  l o c a l  s p h e r -  
o i d a l  c o o r d i n a t e s  S S ,  qs, $ s ,  ( t h e  n u m b e r s  s -1 a n d  s = t1 a r e  
a t t r i b u t e d  t o  t h e  e m i t t e r s ,  t h e  o r i g i n  o f  t h e  l o c a l  s y s t e m  o f  c o o r -  
d i n a t e s  O S X S ~ ~ Z S  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c e n t e r s  of t h e  s p h e r o i d ,  t h e  
a x e s  0 s z s  a r e  d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  t h a t  i s  common f o r  
t h e  s p h e r o i d s ,  s u c h  t h a t  4s = $ ,  s = t 1, F i g .  6 2 )  t h e  s u r f a c e s  o f  
t h e  e m i t t e r s  a r e  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n s  5 - 1  = <!?I, c t l  = < ? 1 ,  a n d  
t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  g a p  on  t h e  s - t h  s p h e r o i d  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  
a n g u l a r  c o o r d i n a t e  TI:, s = 2 1. The i n t e r f o c a l  d i s t a n c e s  o f  t h e  
s p h e r o i d  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  a r e  a s s u m e d  t o  b e  d i f f e r e n t  ( f - 1  # f+l). 

A s  u s u a l ,  t h e  p r o b l e m  c o n s i s t s  o f  i n t e g r a t i n g  t h e  s y s t e m  o f  
Maxwel l  e q u a t i o n s  (1.1.4) i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  s p h e r o i d  ( j ( e x t ) :  
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0 ,  p E 0 )  u n d e r  t h e  g i v e n  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  e m i t t e r ,  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  a n d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e  unknown s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  p o s s e s s e s  a n  a x i a l  s y m m e t r y  
( a / a $  0 ) .  The e f f e c t  o f  t h e  c o n d u c t i n g  l i n e s  i s  n o t  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .  

F i r s t  l e t  t h e  s p h e r o i d s  b e  p r o l a t e .  

I n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a p r o l a t e  s p h e r o i d  i n  t h e  p r e s e n c e  of 
a x i a l  symmet ry  

( 9 . 6 . 1 )  

w h e r e  t h e  c o m p o n e n t s  of t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E g  a n d  E ,  a r e  e x p r e s s e d  / 5 0 3  
t h r o u g h  H$ b y  f o r m u l a s  ( 9 . 5 . 3 ) ,  ( 9 . 5 . 4 ) .  The f u n c t i o n  H$ i s  u n -  
known.  A s  f o l l o w s  f r o m  ( 9 . 5 . 3 1 ,  ( 9 . 5 . 4 ) ,  ( 1 . 1 . 4 )  t h i s  m u s t  b e  t h e  
s o l u t i o n  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  ( 9 . 2 . 5 )  w i t h  t h e  a z i m u t h  number  
m = 1. S i n c e  o n  t h e  s u r f a c e  of e a c h  e m i t t e r  t h e  c o m p o n e n t  E, of  
t h e  e l e c t r i c  f i e l d  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n ,  

0 ,  if  E s  = El, o u t s i d e  t h e  g a p ;  

t h e  f i e l d  Eg(ns) a p p l i e d ,  when 5, = E ! ,  t o  t h e  g a p  
,! - as q S  I_ n j  + a s ,  w h e r e  212s d e t e r m i n e s  t h e  
w i d t h  o f  t h e  g a p  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  
S - t h  e m i t t e r ,  s = ? 1, ( 9 . 6 . 2 )  

E,= 

t h e n  on t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 5 . 4 )  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

t h e  unknown f u n c t i o n  H+ m u s t  s a t i s f y  

( 9 . 6 . 3 )  

F u r t h e r m o r e  H 9  m u s t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

L e t  u s  s e e k  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  i n  t h e  f o r m  o f  a sum 

w h e r e  
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/ 5 0  
S T h e  c o e f f i c i e n t s  of  t h e  s e r i e s  a n y  

s = 2 1, a r e  s u b j e c t  t o  d e t e r m i n a t i o n  

i n  t h e  f u t u r e .  T o  s e e k  a w e  m u s t  

f i r s t  e x p a n d  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  
( 9 . 6 . 3 )  i n t o  a s e r i e s  o f  a n g u l a r  
s p h e r o i d a l  € u n c t i o n s  S l n ( e , ,  o s )  s = 
- + 1. W e  f i n d  

a 

S 
n 

.- - - - W E : - 1  KJ 
aE i- 5 

= ~ ~ n ( S ) S l n ( c s ,  vs), s = 1, ( 9 . 6 . 5 )  

n- I 

w h e r e  

tl: + as 
/ -F ic, 

Q a ( S )  = I/ - J (E:' - 7: Eo (7,) SI, (C', qs) d Is, '' N I n ( C s )  
r1,O - a, 

or a f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  d i s t r i b u -  
t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  E 0 ( q s )  i n  
t h e  g a p  o f  t h e  s - t h  e m i t t e r  b y  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  v o l t a g e  V s  = E o ( r l s )  

F i g .  6 2 .  The P r o b l e m  o f  
t h e  F i e l d  o f  Two C o a x i a l  
S p h e r o i d a l  E m i t t e r s .  

h Q S A n s  , w h e r e  ATs = 2a.7 h,=fl/T-vT i s  t h e  m e t r i c a l  L a m e  c o e f -  1 -v2 

f i c i e n t ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  s m a l l n e s s  of  t h e  w i d t h  o f  t h e  g a p ,  

( 9 . 6 . 6 )  

/ 5 0 t  Then  l e t  u s  s u b s t i t u t e  i n t o  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  ( 9 . 6 . 5 )  t h e  s e r i e s -  
( 9 . 6 . 4 ) .  A s  a r e s u l t ,  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 9 . 5 . 8 )  a f t e r  
s u b s t i t u t i n g  t h e  unknown a; b y  new unknowns  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  

w h e r e  [ z k ( . c s ,  $:)I' h a s  t h e  same s e n s e  as  i n  (9.5.10), w e  f i n d  f o r  
t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  unknown A 8  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  
e q u a t i o n s ,  

m=l 
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z v i n g  t h e  same f o r m  as  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  

ild w i t h  t h e  f r e e  t e r m s  

( 9 . 6 . 9 )  

( 9 . 6 . 1 0 )  

h e  d i m e n s i o n l e s s  d e t e r m i n a n t  of  s y s t e m  ( 9 . 6 . 8 )  may b e  w r i t t e n  i n  
h e  same f o r m  a s  i n  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 ) .  A f t e r  i n t r o d u c i n g  t h e  d e s i g n -  
L ion  ( 9 . 5 . 1 4 ) ,  s y s t e m  ( 9 . 6 . 8 )  a s s u m e s  t h e  n o r m a l  f o r m  ( 9 . 5 . 1 5 ) .  
h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m  a n d  i t s  r i g h t - h a n d  s i d e s  s a t i s f y  
a n d i t i o n s  ( 1 . 9 . 1 9 )  a n d  ( 1 . 9 . 2 0 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  J u s t  a s  i n  t h e  
r e v i o u s  p r o b l e m s  f o r  t w o  b o d i e s ,  s y s t e m  ( 9 . 6 . 8 )  i s  u n i q u e l y  s o l v -  
h l e .  I t s  s o l u t i o n ,  w h i c h  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n ,  

a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  

W 

Y W4IZ< 00,  s =  * 1 .  
n-=I  

S By d e t e r m i n i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  A t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  unknown n 
u n c t i o n  H +  i s  f u l l y  s o l v e d .  The  c o m p o n e n t s  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  
r e  f o u n d  t h r o u g h  H +  f r o m  ( 9 . 5 . 3 ) ,  ( 9 . 5 . 4 ) .  

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  
, 9 w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 l y i n g  midway b e t w e e n  t h e  e m i t t e r s  
n t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  

( 9 . 6 . 1 1 )  

h e r e  

h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  d i r e c t i o n a l  e f f e c t  o f  t h e  l i n e a r  s y s t e m  of / 5 0 6  
wo c o a x i a l  s p h e r o i d a l  e m i t t e r s ,  w h i c h  a r e  i n d e p e n d e n t  i n  t h i s  c a s e  
f t h e  a z i m u t h  a n g l e  9, may b e  c o m p u t e d  a c c o r d i n g  t o  f o r m u l a  ( 1 . 4 . 1 8 ) .  
n t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  t w o  i d e n t i c a l  s p h e r o i d a l  e m i t t e r s  ( g [ e , @ )  = 
( e ) ) ,  f r o m  ( 1 . 4 . 1 8 )  

( 9 . 6 . 1 3 )  
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w h e r e  V ( e )  i s  d e t e r m i n e d  b y  f o r m u l a  ( 9 . 6 . 1 2 )  a n d  

n=l m=l n=L m=l 

w h e r e  i n  t u r n  e = c s ,  E o  = t i ,  s = 2 1 a n d  

r=0,1 k0.1 o=lr--t 1 

On t h e  b a s i s  o f  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 9 . 5 . 9 )  a n d  ( 9 . 6 . 8 )  - ( 9 . 6 . 1 0 )  
f o r  t h e  f u n c t i o n  H +  ( 9 . 6 1 4 )  w e  f i n d  when 2 > fsSs t h e  e x p r e s s i o n  

( 9 . 6 . 1 6 )  

w h e r e  a , ( s )  i s  d e t e r m i n e d  by  f o r m u l a  ( 9 . 6 . 6 ) .  U s i n g  ( 9 . 6 . 6 )  w e  c a n  ~ 

s t u d y  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  n e a r  t h e  e m i t t e r s  ( i n  t h e  n e i g h b o r i n g  
b a n d ) .  F o r m u l a  ( 9 . 6 . 1 6 )  is w r i t t e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  
e m i t t e r ,  s = 2. 1. 

From ( 1 . 1 . 7 )  a n d  ( 9 . 6 . 1 6 )  w e  f i n d  t h e  l a w  o f  t h e  d e n s i t y  d i s -  - / 5 1  
t r i b u t i o n  of s u r f a c e  c u r r e n t s  e x c i t e d  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  s - t h  
e m i t t e r  

( 9 . 6 . 1 7 )  

486  



W i t h  a n u m e r l c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m ,  t h e  a p p r o x i m a t e  

v a l u e s  o f  t h e  q u a n t i t i e s  A S  a r e  f o u n d  f r o m  a t r u n c a t e d  s y s t e m  s u c h  

a s  (9.5.20) i f  w e  a p p l y  t o  (9.6.8) t h e  d e f i n i t i o n s  i n  (9.5.14). 

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  i n  s e e k i n g  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  A n ,  s = 1, 

i t  i s  f i t t i n g  t o  s o l v e  t h e  f i n i t e  s y s t e m s  o f  2N e q u a t i o n s  w i t h  2N 

u n k n o w n s ,  An, s = 2 1, n = 1, 2, I n  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  

two  i d e n t i c a l ' e m i t t e r s  a n d  a s y m m e t r i c  p o s i t i o n  o f  t h e  g a p  r e l a t i v e  
t o  p o i n t  0 w e  c a n  r e d u c e  t h e  o r d e r  o f  t h e  s o l v a b l e  f i n i t e  s y s t e m  
b y  h a l f  a n d  s t i l l  r e t a i n  t h e  same d e g r e e  o f  c o m p u t a t i o n a l  p r e c i s i o n .  
L e t  e-1 = cS1 = e, <!1 = 591  = < O .  T h e n ,  j u s t  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  
p r o b l e m  

n 

S 

S . . . ,  N. 

(9.6.18) 

F u r t h e r m o r e ,  l e t  t h e  v a l u e s  a n d  q!l, b y  w h i c h  w e  d e t e r m i n e  t h e  
p o s i t i o n s  o f  t h e  g a p s  on  t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  e m i t t e r s ,  b e  s u c h  t h a t  

(9.6.19) 

Then  i n  (9.6.10) Sln(e, q O s )  = (-l)ntlS~,(c, q j )  a n d  i f  t h e  r a t i o  
o f  v o l t a g e s  i n  t h e  g a p s  o f  t h e  e m i t t e r s  i s  e q u a l  t o  

V ,  -- e'"V-,, s = 4 1, a=O; n, 
(9.6.20) 

w h e r e  a i s  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  o f  s u p p l y  c u r r e n t s  f r o m  t h e  e m i t t e r s  
t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  s y s t e m  (9.6.8) w i l l  b e  m u t u a l l y  r e l a t e d  b y  
t h e  r e l a t i o n s h i p  

fns = (- l)n+le-ia f:, s = 1.  
(9.6.21) 

3 .  - S  I n  t h i s  c a s e  t h e  unknowns  A , An 
p r o p o r t i o n a l  q u a n t i t i e s  , a n 8  

o f  s y s t e m  (9.6.8) a r e  f o u n d  t o  b e  

(9.6.22) 

U s i n g  (9.6.22) f r o m  s y s t e m  (9.6.8) w e  c a n  e x c l u d e  o n e  s e r i e s  of  

u n k n o w n s ,  for e x a m p l e  A-I, n = 1, 2, . . . ,  b y  r e d u c i n g  i t  t o  a s y s -  

t e m  r e l a t i v e  t o  t h e  unknowns  A,. A s  a r e s u l t ,  s e e k i n g  a p p r o x i m a t e  
v a l u e s  o f  A n  l e a d s  t o  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m  

n 

(9.6.23) 
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/ 5 c  
+ 1  -_ c o n s i s t i n g  o f  N e q u a t i o n s  w i t h  N unknowns  A , n = 1, 2 ,  . . . ,  N .  

I n  t h i s  case  t h e  f u n c t i o n  W ( 0 )  will b e  g i v e n  by t h e  e x p r e s s i o n  
n 

( 9 . 6 . 2 4 )  

w h e r e  

If  t h e  e m i t t e r s  a r e  s u p p l i e d  b y  c o p h a s a l  c u r r e n t s ,  when ci = 0 ,  t h e n  

2cos  ( k f o c o s 8 ) ,  n is odd, 
fin(0,e) = 

I-2i sin (kfo cos e), n i s  e v e n  , ( 9 . 6 . 2 6 )  

a n d  t h e n  

x AS, , ,  (c ,  cos 0) + i sin (kl ,  cos 0) x 
( 9 . 6 . 2 7 )  

in [(to2 -1)‘” R!;’ (c, to) ] ’  A,s,, (c, cos e)], 
n=2,4, ,.. 

b u t  i n  t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e  0 =  IT/^ 

n=l.3. . . . ( 9 . 6 . 2 8 )  

I n  t h e  c a s e  of a n  a n t i p h a s e  s u p p l y  f r o m  t h e  e m i t t e r s  when iy. = T ,  

2 cos(kf0 cos@), n is e v e n  , 
-2 sin (kfo  cos €I), n . i s  o d d  ( 9 . 6 . 2 9 )  B n ( %  e)= 

a n d  t h e n  
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r 

i nd  when 0 = ~ / 2  

: a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e  i n  i t s  wave b a n d  a d a m p i n g  / 5 0 9  
:If t h e  d i f f r a c t i o n  w a v e s  o c c u r s  f o r  a l l  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g ,  a r -  
7 i v i n g  f r o m  t h e  p o i n t s  of t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  -1 a n d  t h e  +1 e m i t t e r s  
q h i c h  a r e  s y m m e t r i c a l l y  l o c a t e d  r e l a t i v e  t o  t h e  p l a n e  0 = ~ / 2 ) .  

I n  t h e  c a s e  when Q: = 0 ,  s = 2 1 ( t h e  g a p s  a r e  a r r a n g e d  i n  
] - o c a 1  e q u a t o r i a l  p l a n e s ) ,  

0, n is e v e n ,  1 

I n--1 

S a n d  t h e n  fn = 0 f o r  e v e n  v a l u e s  o f  n for a n y  a ,  s = 21. I f  es  = e 

= E o ,  Q! = 0 ,  s = +1 a n d  f u r t h e r m o r e  e < <  1, t h e n  t h e  f u n c t i o n  

H+ w i l l  r e a c h  t h e  d o m i n a n t  v a l u e  b e c a u s e  o f  t h e  f i r s t  two  t e r m s  i n  
( 9 . 6 . 4 )  w i t h  s u m m a t i o n  i n d i c e s  n = 1. I n  t h i s  c a s e  w i t h  c o p h a s a l  
s u p p l y  f r o m  t h e  e m i t t e r s  i n  t h e  wave b a n d  i n  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i -  
n a t e s  r ,  8 ,  + w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 

e i k r  

r 
H ,  = A - sin 0 cos (k fo  cos e), 

a n d  w i t h  a n t i p h a s e  s u p p l y  

( 9 . 6 . 3 1 )  

e ikr  
H ,  = B -- sin 0 sill (hlo cos e), ( 9 . 6 . 3 2 )  r 

w h e r e  A a n d  B a r e  c e r t a i n  c o n s t a n t s .  The  e x p r e s s i o n s  ( j u s t  a s  i n  
t h e  c a s e  o f  t w o  s p h e r i c a l  e m i t t e r s  i n  a s i m i l a r  s i t u a t i o n )  a r e  
i d e n t i c a l  t o  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  f i e l d  o f  a l i n e a r  s y s t e m  o f  
t w o  u n i t  d i p o l e s  ( s y m m e t r i c  v i b r a t o r )  w i t h  r e s p e c t i v e  v a l u e s  o f  
t h e i r  moments  a n d  l o c a t e d  a t  a d i s t a n c e  z f r o m  o n e  a n o t h e r .  

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  e m i t t e r s  z 
i s  much g r e a t e r  t h a n  t h e  w a v e l e n g t h  a n d  t h e  c r o s s  s e c t i o n  d i m e n s i o n s  
o f  t h e  e m i t t e r s ,  w e  w i l l  h a v e  a p p r o x i m a t e l y  A S  = f;, s = 2 1. n 

If es = e, = E o ,  s = 2 1, b u t  r l 0 l  # n o l ,  t h e n  b y  u s i n g  
( 9 . 6 . 1 8 )  t h e  s o l u t i o n  t o  a f i n i t e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  s u c h  as  ( 9 . 5 . 2 0 )  
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o f  2N e q u a t i o n s  w i t h  2 N  unknowns  A;’ A;’, n = 1, 2 ,  

s u b s t i t u t e  ( a n d  s t i l l  r e t a i n  t h e  same d e g r e e  o f  c o m p u t a t i o n a l  a c -  
c u r a r y )  t h e  s o l u t i o n  t o  t w o  i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  s u c h  
a s  ( 9 . 5 . 2 3 )  - ( 9 . 5 . 2 4 )  e a c h  o f  w h i c h  i s  a s y s t e m  o f  N e q u a t i o n  
w i t h  N unknown.  

. . . ,  N ,  w e  c a n  

W i t h  a c o n v e r s i o n  i n  f o r m u l a s  ( 9 . 6 . 3 )  - ( 9 . 6 . 3 2 )  f r o m  t h e  c o -  - / 5 1 0  
o r d i n a t e  o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  C n ,  ns, (p t o  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  
r s ,  Os,  (p, s = 2 1, f r o m  t h e m  we f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  
s t u d i e d  i n  5 5 ,  C h a p t e r  7 .  

A f t e r  s u b s i t u t i n g  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  i n  
f o r m u l a s  ( 9 . 6 . 3 )  - ( 9 . 6 . 3 2 )  w i t h  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  o b l a t e  
s p h e r o i d ,  on  t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 2 . 1 6 )  we f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o -  
b l em o f  t h e  f i e l d  o f  t w o  p r o l a t e  c o a x i a l  s p h e r o i d a l  e m i t t e r s  a r r a n g e d  
a t  a d i s t a n c e  f rom o n e  a n o t h e r  w i t h  a g i v e n  v o l t a g e  d i s t r i b u t i o n  
i n  t h e  g a p .  By v i r t u e  o f  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  f r o m  o n e  a n o t h e r  we c a n ,  by  r e t a i n i n g  t h e  s h a p e  o f  o n e  o f  
t h e  e m i t t e r s  c o n s t a n t  a n d  v a r y i n g  t h e  s h a p e  o f  t h e  o t h e r  e m i t t e r ,  
o b t a i n  from ( 9 . 6 . 3 )  - ( 9 . 6 . 3 2 )  w i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e s  o f  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on t h e  f i e l d  o f  a l i n e a r  s y s t e m  
o f  two  c o a x i a l  e m i t t e r s  w i t h  s u r f a c e s  o f  d i f f e r e n t  s h a p e s .  I f  t h e  
s u p p l y  i s  c a r r i e d  o u t  o n l y  t o  o n e  o f  t h e  e m i t t e r s ,  f o r  e x a m p l e ,  t o  
t h e  s - t h  ( S  = -1 o r  s = t1) b u t  n o t  t o  t h e  - s - t h  ( i n  t h i s  c a s e  t h e  
- s - t h  s p h e r o i d  p l a y s  t h e  r o l e  o f  a p a s s i v e  a n t e n n a )  a n d  i f  t h e  - s - t h  
body  i s  a n  i n f i n i t e l y  t h i n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s c  o f  
r a d i u s  fes, t h e n  a f t e r  c o n v e r s i o n  i n  t h e  - s - t h  l o c a l  c o o r d i n a t e  
f r o m  t h e  c o o r d i n a t e  of  t h e  p r o l a t e  s p h e r o i d  ( w i t h  a f o c a l  d i s t a n c e  
f-,> t o  c o o r d i n a t e s  of t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  i n  w h i c h  t h e  s u r f a c e  o f  
t h e  d i s c  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  v a l u e  E - ,  = <os = 0 ,  f r o m  ( 9 . 6 . 3 )  - 
( 9 . 6 . 1 7 )  w e  f i n d  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  on  t h e  f i e l d  o f  a 
s p h e r o i d a l  a n t e n n a  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a p a s s i v e  r e f l e c t o r  t h a t  i s  
c o a x i a l  w i t h  t h e  a n t e n n a ,  i . e . ,  a n  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  c i r c u l a r  d i s c  
o f  r a d i u s  f-s. For s u c h  a c a s e  i n  s y s t e m  ( 9 . 6 . 8 )  we w i l l  h a v e  

f,” = O ( s  = -1 o r  s = tl) b u t  
m 

n= I 

x A;’S~, (-i~-~, COS e). 

I n  t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e  when 8 = n / 2  

n=I ,3 . .  . . ( 9 . 6 . 3 4 )  
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s = +1 o r  s = -1). 

With  v a l u e s  o f  n e a r  1, t h e  s - t h  s p h e r o i d a l  e m i t t e r  may b e  
s sumed  a s  a t h i n  w i r z  a n t e n n a  of  l e n g t h  2 f s  e x c i t e d  a t  t h e  p o i n t  
s = fs E 2  n:. 

5 7 .  T h e  F i e l d  of  a M a g n e t i c  ( E l e c t r i c )  D i p o l e ,  
A r r a n g e d  C o a x i a l l y  t o  T w o  Disks 

I n  a n  u n b o u n d e d  u n i f o r m  a n d  i s o t r o p i c  s p a c e  w i t h  e l e c t r o m a g -  /511 
e t i c  c o n s t a n t s  E ,  u ,  is ( a  = 0 )  a t  a d i s t a n c e  f r o m  o n e  a n o t h e r ,  
h e r e  a r e  l o c a t e d  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  i n f i n i t e l y  t h i n  c i r c u l a r  d i s k s  
f r a d i i  p - 1  = a - 1  a n d  p t l  - a t l  ( i n  l o c a l  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  
s, $ s y  z s  w i t h  o r i g i n s  a t  t h e  c e n t e r  o f  e a c h  d i s k  a n d  w i t h  a x e s  
szs, d i r e c t e d  a l o n g  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  ( a x i s  o f  s y m m e t r y )  t h a t  
s common for t h e  d i s k ;  t h e  n u m b e r s  s = -1 a n d  s = +1 a r e  a t t r i b u t e d  
o t h e  d i s k .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  a-1 # atl. The d i s k s  a r e  e x c i t e d  
y t h e  u n i t  e l e c t r i c  o r  m a g n e t i c  d i p o l e  l o c a t e d  a t  p o i n t  P o n  t h e  
x i s  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  d i s k  a n d  d i r e c t e d  s u c h  t h a t  i t s  d i p o l e  
omen t  ( p  or m )  f o r m s  t h e  a n g l e  01 w i t h  t h e  Oz a x i s  ( F i g .  6 3 ) .  The  
o i n t  P w i t h  t h e  d i p o l e  may b e  f o u n d  o u t s i d e  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  
i s k s ,  a n d  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  d i s k s ,  a n d  a l s o  on t h e  s u r f a c e  o f  
i ~ e  o f  t h e  d i s k s  a t  i t s  c e n t e r .  We p o s e d  t h e  p r o b l e m  o n  s e e k i n g  
he  d i f f r a c t i o n  f i e l d  p r o d u c e d  by t h e  p r e s e n c e  o f  d i s k s  i n  t h e  
i p o l e  f i e l d .  I n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  on t h e  s u r f a c e  
C o n e  o f  t h e  d i s k s  t h i s  w i l l  b e  a p r o b l e m  t h a t  i s  e q u i v a l e n t  i n  
h e  e l e c t r o d y n a m i c  s e n s e  t o  t h e  p r o b l e m  on t h e  f i e l d  o f  e m i s s i o n  
rom a u n i t  s e l f - c o n t a i n e d  s l o t  l o c a t e d  on t h e  s u r f a c e  of  o n e  of 
h e  d i s k s  ( a c t i v e  a n t e n n a )  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n o t h e r  d i s k  t h a t  i s  
3 a x i a l  t o  t h e  f i r s t  a n d  w h i c h  p l a y s  t h e  r o l e  o f  t h e  r e f l e c t o r  
- 1 a s s i v e  a n t e n n a ) .  The l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  i n t r o d u c e d  
i c h  t h a t  t h e  d i p o l e  moment ( p  or m )  l i e s  i n  t h e  p l a n e  OsxSzs, s = 
1, a n d  i s  d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  xs, +s = + ,  s = 
1. 

The p r o b l e m s  a r e  s o l v e d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  o b l a t e  
~ h e r o i d  E s ,  v S ,  +s (+s = 9 )  w i t h  a f o c a l  d i s t a n c e  fs = as, i n  w h i c h  
le s u r f a c e s  o f  t h e  d i s k  a r e  g i v e n  by  t h e  e q u a t i o n  6s = 0 ,  s = 2 1, 
id t h e  p o s i t i o n  o f  p o i n t  P w i t h  t h e  d i p o l e  i s  g i v e n  by  t h e  v a l u e s  
; = <so, ‘Is = n s o ,  s = 2 1. 

M a g n e t i c  D i p o l e .  The  f i e l d  o f  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  i n  f r e e  
l a c e  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  m a g n e t i c  H e r t z  v e c t o r  ( 9 . 3 . 1 )  w h e r e  m = 
I m (  s i n  0 1 ,  0 ,  l m (  c o s  011. I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  t h e  H e r t z  v e c t o r  
Y 0 of t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  of a sum 

two  v e c t o r s  
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w h e r e  

t h e n  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  E l ,  H 1  may b e  a s s u m e d  a s  / 5 1  
t h e  r e s u l t  o f  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  t w o  p a r t i c u l a r  f i e l d s ,  o n e  o f  
w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c a s e  o f  e x c i t a t i o n  of  t h e  d i s k  b y  t h e  v e r -  
t i c a l  c o m p o n e n t  of  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e  a n d  t h e  s e c o n d  t o  t h e  c a s e  
o f  e x c i t a t i o n  o f  t h e  d i s k  by  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  of  t h e  d i p o l e .  
I n  b o t h  c a s e s  t h e  f i e l d s  a r e  f o u n d  t h r o u g h  t h e  r e s p e c t i v e  m a g n e t i c  
H e r t z  v e c t o r  f r o m  t h e  r e l a t i o n  i n  ( 9 . 3 . 4 ) .  S o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  
f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  a n  a r b i t r a r i l y  o r i e n t e d  d i p o l e  may b e  f o u n d  
f r o m  t h e  s o l u t i o n  t o  t w o  p a r t i c u l a r  p r o b l e m s :  (1) p r o b l e m  o n  t h e  
d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  a v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e  on  two  d i s k s  

- 

a n d  ( 2 )  t h e  p r o b l e m  on  d i f f r a c t i o n  o f  
I t h e  f i e l d  o f  t h e  h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
F i g .  6 3 .  E x c i t a t i o n  o f  

~ 

d i p o l e  on  t w o  d i s k s .  

The p r o b l e m  f o r  t h e  v e r t i c a l  mag- 
n e t i c  d i p o l e  i s  s o l v e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  
s c h e m e  i n  5 5  o f  t h i s  c h a p t e r .  The 
unknown f u n c t i o n  i s  t h e  o n l y  n o n - z e r o  

1 a z i m u t h  c o m p o n e n t  E,+ o f  t h e  v e c t o r  E '  
o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d .  The c o m p o n e n t s  
o f  t h e  c o m p l e t e  m a g n e t i c  f i e l d  H a r e  
f o u n d  t h r o u g h  E$ = E$ + E,+ a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o r m u l a s  

1 

- 

0 
Two C o a x i a l  C i r c u l a r  
D i s k s  by a D i p o l e .  w h e r e  t h e  c o m p o n e n t  E,+ o f  t h e  p r i m a r y  -~ / 5 1  

t h e  s - t h  s p h e r e  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a s e r i e s  
d i p o l e  f i e l d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  

( 9 . 7 . 3 )  
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Here = ( - s ) n + l  i f  t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  i n  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  
d i s k s ;  = 1 i f  t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  " o v e r "  t h e  d i s k  a n d  Ens  = 
( - l l n + '  i f  t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  o t s i d e  t h e  g a p  " u n d e r "  t h e  d i s k ,  
S = ?. 1. The unknown f u n c t i o n  E m u s t  b e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
H e l m h o l t z  e q u a t i o n  ( 9 . 2 . 5 )  w i t h  B h e  a z i m u t h  number  m = 1, w h i c h  
s a t i s f i e s  ( o n  t h e  s u r f a c e  of  e a c h  d i s k )  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  

( 9 . 7 . 4 )  

A t  i n f i n i t y  E' m u s t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n .  A n a l o g o u s  
c o n d i t i o n s  w i t 1  a l s o  b e  s a t i s f i e d  b y  t h e  f u n c t i o n  E l  i n  t h e  case 
when i n s t e a d  of  t h e  d i s k s  w e  l o o k  a t  o b l a t e  s p h e r o i 2 s  c s  = # 0 ,  
S = 2 1. T h e r e f o r e  w e  c a n  f i r s t  s o l v e  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  s p h e r o i d s  
2nd  t h e n  f r o m  t h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  by  a l i m i t e d  c o n v e r s i o n  
3 v e r  when c g  + 0 w e  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  
3isk. 

1 
If w e  s e e k  t h e  f u n c t i o n  E+ i n  t h e  f o r m  

( 9 . 7 . 5 )  

$ h e r e  

:hen b y  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 9 . 5 . 9 1 ,  w r i t t e n  i n  t h e  c o o r d i -  
i a t e s  o f  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  of t h e  unknowns  A a  

l y  t h e  new unknowns  as a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a ,  n 

'rom t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f r o m  E +  w e  o b t a i n  a n  i n f i n i t e  s y s t e m  
)f l i n e a r  e q u a t i o n s  

? i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

( 9 . 7 . 8 )  

/ 5 1 4  

( 9 . 7 . 9 )  
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a n d  w i t h  t h e  f r e e  t e r m s  

( 9 . 7 . 1 0 )  

The p r o p e r t i e s  o f  s y s t e m  ( 9 . 7 . 8 )  do  n o t  d i f f e r  f r o m  t h e  p r o p e r t i e s  
o f  s y s t e m  ( 9 . 6 . 8 )  or s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 ) .  I t s  d e t e r m i n a n t  may b e  w r i t -  
t e n  i n  t h e  same f o r m  as  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  a n d  t h e  s y s t e m  i t s e l f  a f t e r  
t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  d e s i g n a t i o n  i n  ( 9 . 5 . 1 4 )  may b e  r e d u c e d  t o  
n o r m a l  f o r m  ( 9 . 5 . 1 5 ) .  The o n l y  s o l u t i o n  t o  ( 9 . 7 . 8 )  w h i c h  s a t i s f i e s  

t h e  c o n d i t i o n  

a t  i o n .  

(0 

CIAi12<m9 s = * l *  may b e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c -  
R= I 

If we c o n v e r t  i n  f o r m u l a s  ( 9 . 7 . 7 )  - ( 9 . 7 . 1 0 )  t o  t h e  l i m i t  o v e r  
E :  a n d  E $  t e n d s  t o  z e r o ,  t h e n  f r o m  them w e  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  t o  

t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  d i s k .  S i n c e  t h e  f u n c t i o n  R l n  (-ies, io) i s  n o n -  

z e r o  o n l y  for e v e n  v a l u e s  ( n  - 1) a n d  i s  e q u a l  t o  z e r o  f o r  o d d  v a l u e s  
, n = 2 ,  4 ,  ... I n  t h i s  ( n  - l), t h e n  when = 0 ,  s = - 1, A S  = 0 

c a s e  s u m m a t i o n  i n  ( 9 . 7 . 6 )  i s  c a r r i e d  o u t  i n  f a c t  o n l y  o v e r  odd  num- 
b e r s  o f  n .  

( 1 )  

f 
n 

U s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 9 . 5 . 9 )  a p p l i e d  t o  ( 9 . 7 . 6 )  a n d  
f o r m u l a s  ( 9 . 7 . 7 )  - ( 9 . 7 . 1 0 )  f o r  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  n e a r  t h e  d i s k  
( n e i g h b o r i n g  b a n d )  w e  o b t a i n  t h e  e x p r e s s i o n  ( i n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
s - t h  d i s k )  

The  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  d i s k  b y  
t h e  f i e l d  o f  t h e  v e r t i c a l  m a g n e t i c  d i p o l e  may b e  s t u d i e d  by  u s i n g  
t h e  f o r m u l a  

4 .5 J E  = Jq = 0.  

From ( 9 . 7 . 1 2 )  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o b t a i n e d  t o  t h e  
p r o b l e m  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e s  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n  a t  t h e  e d g e  
o f  t h e  d i s k  ( E s  = ns = 0). 
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I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r y  / 5 1 5  
8 ,  4 w i t h  t h e  o r i g i n  a t  0 l y i n g  midway o n  t h e  l i n e  o f  t h e  d i s k  

e i k R  
E ,  2.- - 1,' H ,  = k2me cos a sin e - w (e), R ( 9 . 7 . 1 3 )  

w h e r e  t h e  damping  c o e f f i c i e n t  W ( 8 )  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  e x p r e s s i o n  

( 9 . 7 . 1 4  

( R = P -  z s 0  C O S  e ) .  

I n  t h e  c a s e  o f  t w o  e q u a l  d i s k s  a n d  5 - 1 , 0  = 5+1,0 ( t h e  d i p o l e  
i s  l o c a t e d  midway i n  t h e  d a p  b e t w e e n  t h e  d i s k s )  w e  will h a v e  Z S o  = 
0 a n d  

T h e r e f o r e ,  i n  s y s t e m  ( 9 . 7 . 1 1 )  

A,' I A$' = A,. 

For s u c h  a c a s e  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  i s  

n=l .3 . .  . . 

( 9 . 7 . 1 5 )  

( 9 . 7 . 1 6 )  

( 9 . 7 . 1 7 )  

( 9 . 7 . 1 8 )  
x RIA) (-t ic,  io) sIn (-ic, cos e), 

a n d  i n  t h e  e q u a t o r i a l  p l a n e  when 8 =  IT/^ 

in A,R!f,'(--ic, io) SI, (--ic, 0). ( 9 . 7 . 1 9 )  
n=1,3.. . . k 

With  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  
o f  t h e  q u a n t i t i e s  a r e  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  same scheme  as  i n  t h e  
p r e v i o u s  p r o b l e m .  

I n  t h e  c a s e  o f  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  t h e  H e r t z  v e c t o r  
o f  t h e  c o m p l e t e  f i e l d  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  ( 9 . 3 . 5 )  w h e r e  j u s t  
a s  b e f o r e  @ ' ( E ,  Q )  i s  t h e  p o t e n t i a l  of t h e  p r i m a r y  f i e l d  a n d  Q 1 ( E y n )  
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a n d  Y ( 6 ,  q )  a r e  t h e  p o t e n t i a l s  o f  s e c o n d a r y  f i e l d .  I n  l o c a l  c o o r -  
d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  d i s k  

al 

Sb" (-iC&oj x 
(D"(E,, rls) - 2 i k m 2 Z  No, (-iCJ 

n=O 

L e t  u s  s e t  
m, = mo sin a. 

w h e r e  

( 9 . 7 . 2 0 )  

( 9 . 7 . 2 1 )  

( 9 . 7 . 2 2 )  

The  f u n c t i o n s  @ ( E ,  n) a n d  Y ( 6 ,  q )  on  t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  d i s k  m u s t  
s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 . 3 . 3 1 )  

/516 

( 9 . 7 . 2 4 )  

w i t h  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s  C + l .  T h e s e  c o n s t a n t s  w i l l  b e  d e t e r -  
m i n e d  i n  t h e  f u t u r e  e i t h e r  f r o m  The  N e i x n e r  c o n d i t i o n s  a t  t h e  e d g e s  
of  t h e  d i s k  ( i f  t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  
t h e  d i s k s )  

( 9 . 7 . 2 5 )  

.s w h e r e  j P  i s  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  d e n s i t y  v e c t o r  o f  t h e  com- 
p l e t e  s u r f a c e  c u r r e n t  i n d u c e d  on  t h e  s - t h  d i s k ,  s = 2 1, or f r o m  
( 9 . 7 . 2 5 )  a n d  t h e  r e c i p r o c i t y  t h e o r e m  f o r  two  m a g n e t i c  d i p o l e s  
( 1 . 3 . 1 4 )  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  on  t h e  s u r f a c e  o f  
o n e  o f  t h e  d i s k s .  
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T h r o u g h  t h e  p o t e n t i a l  @ ( E ,  n )  a n d  Y ( 6 ,  TI) t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  
i e l d  i s  f o u n d  f r o m  t h e  f o r m u l a s  ( 9 . 3 . 1 8 1 ,  ( 9 . 3 . 1 9 )  w r i t t e n  i n  o n e  
f t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  

S If w e  i n t r o d u c e  t h e  s u b s t i t u t i o n  of  unknowns  a n y  bS  f r o m  n 
S 

9 . 7 . 2 2 1 ,  ( 9 . 7 . 2 3 )  b y  t h e  new unknowns  A n  a n d  B: a f t e r  s e t t i n g  

as n -  - nRg'  (-its, io) A ; ,  n =  1, 3, 
( 9 . 7 . 2 6 )  

&$, = R[x)(-ic,, io) S i ,  n =  1, 3, ...P 

/ 5 1 7  
h e n  f r o m  ( 9 . 7 . 2 4 )  a f t e r  a p p l y i n g  t o  ( 9 . 7 . 2 2 1 ,  ( 9 . 7 . 2 3 )  t h e  a d d i t i o n  
h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 )  f o r  d e t e r m i n a t i o n  of t h e  unknowns  A;¶ B Z  w e  f i n d  
h e  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  

i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

( 9 . 7 . 2 7 )  

( 9 . 7 . 2 8 )  

( 9 . 7 . 2 9 )  

( 9 . 7 . 3 0 )  

nd w i t h  t h e  f r e e  t e r m s  

. u b s t i t u t i o n  of  t h e  unknowns  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 9 . 7 . 2 6 )  
h e n  n a s s u m e s  o n l y  o d d  v a l u e s  i t  i s  p o s s i b l e  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  

h e  f a c t  t h a t  f o r  e v e n  n u m b e r s  of n a = b S  = 0 ,  s = 2 1, [ t o  e s t a -  

l i s h  t h i s  f a c t  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  look a t  t h e  s y s t e m  o b t a i n e d  

rom ( 9 . 7 . 2 4 )  f o r  a a n d  bn  w i t h o u t  s u b s t i t u t i n g  ( 9 . 7 . 2 6 1 1 .  J u s t  

S 

n n 

S S 

n 
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as  i n  a l l  p r e v i o u s  ca ses  h e r e  t h r o u g h  a l l  R '  ( - i e 9  io) w e  d e n o t e  

v a l u e  of t h e  d e r i v a t i v e  -CR ( - i c 9  is)] when g = 0 .  T h e  e x p r e s s i o n  

S A n ( - i e ,  n )  h a s  t h e  same s e n s e .  

t e n  i n  t h e  s a m e  f o r m  a s  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 ) .  T h e  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 1 ,  
( 9 . 7 . 2 8 )  t h e m s e l v e s  a f t e r  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  d e s i g n a t i o n s  i n  
( 9 . 5 . 1 4 )  f o r  t h e i r  m a t r i x  e l e m e n t s  a n d  r i g h t - h a n d  s i d e s  a s s u m e  
n o r m a l  f r o m  ( 9 . 5 . 1 5 ) .  J u s t  as  i n  t h e  p r e v i o u s  p r o b l e m s  s y s t e m s  
( 9 . 7 . 2 7 )  a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  a r e  u n i q u e l y  s o l v a b l e  [ 8 6 ] .  T h e i r  s o l u t i o n s ,  

m n  d 
dg m n  

The  d e t e r m i n a n t s  of  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  and ( 9 . 7 . 2 8 )  may b e  w r i t -  

w h i c h  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  lBila=m , may b e  f o u n d  b y  t h e  
4 

t t ~ 1 . 3  ,... 
m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n  1 8 6 - 8 8 1 .  

/ 5 1  
S For c o m p l e t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  unknown q u a n t i t i e s  A n  a n d  

S 
B n  i t  

t h a t  # 0 when s = -1 o r  s = +1 ( t h e  d i p o l e  d o e s  n o t  l i e  o n  t h e  
s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  d i s k s ) .  T h e n  u s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  
( 5 . 5 . 1 8 )  a n d  f o r m u l a s  ( 9 . 3 . 1 9 ) ,  ( 9 . 7 . 2 1 )  - ( 9 . 7 . 2 3 )  a f t e r  a r g u m e n t s  
w h i c h  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  g i v e n  i n  d e r i v i n g  ( 9 . 3 . 3 5 1 ,  f r o m  ( 9 . 7 . 2 5 )  
w e  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  

i s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  t h e  c o n s t a n t  We s h a l l  a s s u m e  f i r s t  

o r  

b 

if w e  u s e  t h e  v a l u e  o f  t h e  W r o n s k i a n  d e t e r m i n a n t  f o r  t h e  r a d i a l  
s p h e r o i d a l  f u n c t i o n s .  A f t e r  s u b s t i t u t i n g  i n t o  ( 9 . 7 . 3 3 )  t h e  c o e f -  

f i c i e n t s  A: a n d  BS e x p r e s s e d  t h r o u g h  C,,, - f r o m  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  

a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  w e  o b t a i n  a l i n e a r  s y s t e m  o f  t w o  e q u a t i o n s  w i t h  t w o  
unknowns  C, . I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  t o  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  
a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  w i l l  h a v e  t h e  f o r m  

n 

4 9 8  
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a r e  q u a n t i t i e s  w h i c h  d e p e n d  o n l y  o n  cs s s  s s s  
w h e r e  an, P n ,  y n Y  &n’ ‘n 
a n d  2, n ,  s ,  b u t  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  C + l .  T h e r e f o r e  a f t e r  s u b s t i t u -  
t i n g  ( 9 . 7 . 3 4 )  i n t o  ( 9 . 7 . 3 3 )  w e  o b t a i n -  

w h e r e  

a, = E n B 3 k  (4% O)+ E 6;:St,(--ics, O ) ,  
n=1.3.. . . n=l .3 , .  . . 

B, = nY:S;n(--ic,, O)+ c Z;:Sln(--iC,, O ) ,  
n=I .3,. . . n=l.3.. . . 

ys = - C nai~; , ( - - ic , ,  0). 
n=I .3..  .. 

S o l v i n g  s y s t e m  ( 9 . 7 . 3 5 )  r e l a t i v e  t o  Cs, w e  w i l l  h a v e  

( 9 . 7 . 3 5 )  

( 9 . 7 . 3 6 )  

( 9 . 7 . 3 7 )  

The s e r i e s  w h i c h  a p p e a r  i n  ( 9 . 7 . 3 7 )  c o n v e r g e  f o r  a l l  v a l u e s  o f  / 5 1 9  
# 0 ,  s = - + 1. By d e t e r m i n i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s  C f l ,  

S B S  a l s o  f r o m  t h e  f o r m u l a s  i n  and  t h r o u g h  them t h e  q u a n t i t i e s  

( 9 . 7 . 3 4 )  t h e  p r o b l e m  f o r  t h e  p o t e n t i a l s  @ ‘ ( E ,  r l ) ,  “ ( E ,  rl) o f  t h e  
s e c o n d a r y  f i e l d  i s  c o m p l e t e l y  s o l v e d .  

A n y  n 

I n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  f o u n d  on t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  
t h e  d i s k s ,  f o r  e x a m p l e  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  d i s k ,  w h e r e  s = 
+1 or o n l y  s = -1, t h e  c o o r d i n a t e  E S o  w i t h  t h e  same v a l u e  o f  S w i l l  
v a n i s h .  H e r e  i n  ( 9 . 7 . 3 6 )  t h e  s e r i e s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  number  
s ,  a t t r i b u t e d  t o  t h e  d i s k  w i t h  t h e  d i p o l e  o n  i t ,  a r e  f o u n d  t o  b e  
d i v e r g e n t .  For t h i s  r e a s o n  i n  s y s t e m  ( 9 . 7 . 3 5 ) ,  o n l y  o n e  e q u a t i o n  
i s  s u i t a b l e  f o r  s e e k i n g  t h e  c o n s t a n t s  Ckl ,  

a-, C-, + B-, C,, = Y-,, ( 9 . 7 . 3 8 )  

w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  number  -s a t t r i b u t e d  t o  t h e  d i s k  w h i c h  i s  
f r e e  of t h e  - d i p o l e .  The s e c o n d  e q u a t i o n  r e l a t i v e  t o  C-1 a n d  C+1 
i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e c i p r o c i t y  t h e o r e m  ( 1 . 3 . 1 4 )  f o r  t h e  m a g n e t i c  
d i p o l e .  I n  o r d e r  t o  u s e  i t  l e t  u s  i n t r o d u c e  i n t o  s t u d y  t h e  s e c o n d  
m a g n e t i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment m’, a s s u m i n g  i t  t o  b e  l o c a t e d  a t  
p o i n t  0 ’  on  t h e  a x i s  Oz s u c h  t h a t  m ’  = m .  Then  

( 9 . 7 . 3 9 )  m’H (0‘) = mH (Os), 
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w h e r e  m y  j u s t  as  b e f o r e ,  i s  t h e  m o m e n t  o f  t h e  g i v e n  d i p o l e  l o c a t e d  
a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  S - t h  d i s k  O,(S = +1 o r  s = -1). C a r r y i n g  t h e  
p o i n t  0 ’  a l o n g  t h e  a x i s  Oz t o  i n f i n i t y  ( a n d  a l o n g  w i t h  t h e  d i p o l e  
w i t h  t h e  moment m ‘  as w e l l ) ,  w e  f i n d  o n  t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 3 . 2 0 )  t h a t  

( 9 . 7 . 4 0 )  

w h e r e  t h r o u g h  @pl w e  d e n o t e  t h e  p o t e n t i a l  of  t h e  f i e l d ,  w h i c h  a r i s e s  
i n  t h e  p r o b l e m  of d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave 

w i t h  t h e  a m p l i t u d e  

( 9 . 7 . 4 1 )  

( 9 . 7 . 4 2 )  

o n  t w o  d i s k s  for t h e  same d a t a  as  t h a t  i n  t h e  p r o b l e m  o n  t h e  f i e l d  
o f  t h e  d i p o l e  s o u r c e .  S o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  o n  d i f f r a c t i o n  o f  
a p l a n e  wave may b e  f o u n d  f r o m  ( 9 . 7 . 2 0 ) - ( 9 . 7 . 3 7 )  a f t e r  s u b s t i t u t i n g  

i n  f o r m u l a s  ( 9 . 7 . 2 0 )  a n d  ( 9 . 7 . 3 1 )  t h e  f u n c t i o n s  R o n  (-ies, isso) 
b y  i t s  e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  a s y m p t o t i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t s  

( 3 )  

T h e n  b y  t a k i n g  ( 9 . 7 . 4 2 )  i n t o  a c c o u n t  i n s t e a d  o f ,  f o r  e x a m p l e ,  /52C 
( 9 . 7 . 3 1 )  i n  s y s t e m  ( 9 . 7 . 2 7 )  t h e  f r e e  t e r m s  a r e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

f s  n -  - - ( - i )n+ l  E, ~ o d ~ i c ! t . ~ . >  .-.. + k3m0 sin a nNon ( 4 ~ )  

w h e r e  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s  CE1 f r o m  ( 9 . 7 . 2 4 )  c o r r e s p o n d i n g  t o  

t h e  c a s e  o f  e x c i t a t i o n  o f  d i s k s  b y  t h e  f i e l d  o f  t h e  p l a n e  wave 
( 9 . 7 . 4 1 )  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 9 . 7 . 3 5 )  

( 9 . 7 . 4 4 )  

w i t h  t h e  e x p r e s s i o n s  a ,  B, y t h a t  a r e  t h e  same i n  f o r m  a s  i n  ( 9 . 7 . 3 6 )  
i f  w e  r e p r e s e n t  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  of  d i f f r a c t i o n  o f  a 
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l a n e  wave  i n  t h e  f o r m  o f  ( 9 . 7 . 3 4 ) :  

y d e t e r m i n i n g  t h r o u g h  ( 9 . 7 . 3 4 )  a n d  ( 9 . 7 . 4 5 )  t h e  p o t e n t i a l s  CP' and 
P l ,  r e s p e c t i v e l y ,  [ s i n c e  ( 1 . 3 . 1 4 )  i s  v a l i d  a l s o  f o r  t h e  p r i m a r y  
i e l d s  t h e n  by  H a n d  H' i n  ( 9 . 7 . 3 9 )  w e  mean o n l y  t h e  s e c o n d a r y  
i e l d s l  a n d  s u b s t i t u t i n g  t h e i r  e x p r e s s i o n s  i n t o  ( 9 . 7 . 4 0 1 ,  w e  f i n d  
h e  s e c o n d  e q u a t i o n  f o r  t h e  c o n s t a n t  C + , :  

h e r e  s = -1 or o n l y  s = t1. Here  

here i n  t u r n  

nsl.3,. . 
E, = 0, E-, = l f f - , .  

: q u a t i o n  ( 9 . 7 . 4 6 )  a l o n g  w i t h  ( 9 . 7 . 3 8 )  f o r m s  t h e  s y s t e m  o f  two e q u a -  
i o n s  for C, , ,  b y  t h e  s o l u t i o n  o f  w h i c h  w e  f i n d  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  
.f C,, t h e  F o r m u l a s  [ i n  ( 9 . 7 . 4 6 )  t h e  number s c o r r e s p o n d s  t o  a d i s k  
i t h - a  d i p o l e ,  w h e r e a s  i n  ( 9 . 7 . 3 8 )  w e  t a k e  t h e  number  -S c o r r e s p o n d -  
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i n g  t o  a d i s k  w i t h o u t  a d i p o l e ] ,  

( 9 . 7 . 4 8 )  

w h e r e  

By d e t e r m i n i n g  t h e  c o n s t a n t s  C,, w e  h a v e  f u l l y  s o l v e d  t h e  p r o -  
b l em a l s o  i n  t h e  c a s e  when t h e  h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i s  l o c a t e d  
o n  t h e  s u r f a c e  o f  o n e  o f  t h e  d i s k s .  

I n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave b a n d  i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r y  
e Y  $I w i t h  t h e  o r i g i n  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s - t h  d i s k  ( s  = -1 o r  s = 
+1) t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  t o t a l  f i e l d  a r e  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

( 9 . 7 . 4 9 )  

i n  w h i e h  

x Sln(-ic-s, COSO) . I 
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:re t h r o u g h  a w e  d e n o t e  t h e  d i s t a n c e  f r o m  O s  t o  t h e  d i p o l e .  T h e  
Lgn r t p l u s "  i s  t a k e n  i n  t h e  c a s e  when t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  " o v e r "  
i e  p o i n t ,  b u t  t h e  s i g n  " m i n u s "  i n  t h e  case  when i t  i s  l o c a t e d  
1.nder" O s .  If t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s - t h  
i.sk t h e n  w e  w i l l  h a v e  a = 0 a n d  R = r s  = r. For d i s k s  o f  e q u a l  
= d i t ,  when e 1  = e+1 = e ,  i n  ( 9 . 7 . 4 9 )  

F ,  when e - 1  = e+1 = e ,  t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  i n  t h e  g a p  midway 
- S  S - S  

s t w e e n  t h e  d i s k s  ( < - 1 , 0  = 5 + 1 , 0 )  t h e n  A: = - A  , B n  = -B ( C S  = n 
C ) as  a r e s u l t  o f  w h i c h  t h e  f u n c t i o n s  W1 a n d  W2 a r e  w r i t t e n  a s  / 5 2 3  

h e  e x p r e s s i o n  ( i n  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  w i t h  t h e  o r i g i n  a t  t h e  
o i n t  o f  t h e  d i p o l e  l o c a t i o n )  

- S  

W,(e) == I + 4isin(klocos 8) x 

x C  PA, RAL" (- ic, i 0 )  s,, (- ic, cos e), 
r = l . 3 , .  . . 

W ,  (e) = 1 + 4 i sin (hf, cos 0) x 
P t t i n ~ , ~ A A ) " ( -  ic, i 0 )  so, (- ic, cos e) - 

n=1,3.. . . , 

( 9 . 7 . 5 2 )  

On t h e  b a s i s  o f  ( 9 . 7 . 4 9 )  t h e  t o t a l  power  e m i t t e d  b y  t h e  s y s t e m ,  
o n s i s t i n g  o f  a h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i n  two i d e a l l y  c o n d u c t i n g  
i r c u l a r  d i s k s  w i t h  a common a x i s  o f  r o t a t i o n  ( t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  
t a c e r t a i n  p o i n t  o n  t h e  a x i s  of r o t a t i o n  o f  t h e  d i s k s )  a n d  d e t e r -  
i n e d  b y  t h e  f o r m u l a  

zx x - 
P = A R e J s  ([EH*]r)r2sin0df3dcp, 

8n 0 0  
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i f  t h e  i n t e g r a t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e  o f  
a n  i n f i n i t e l y  l a r g e  r a d i u s  w i t h  t h e  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n  o f  t h e  
s p h e r i c a l  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  r, 8 ,  4 ,  may b e  c o m p u t e d  f r o m  t h e  
e x p r e s s i o n  

+ cos2 e I W, (e) 1 2 )  sin 0 d 0, ( 9 . 7 . 5 3  

w h e r e  e g i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  i n  a vacuum a n d  t h e  f u n c t i o n s  W i ( 8 )  
a n d  W,(8) h a v e  t h e  f o r m  of  ( 9 . 7 . 5 0 )  or ( 9 . 7 . 5 1 ) ,  ( 9 . 7 . 5 2 ) .  

I f  t h e  i r r a d i a t i n g  s y s t e m  f r o m  t h e  d i p o l e  a n d  t h e  t w o  d i s k s  i s  
a s s u m e d  t o  b e  a n  a n t e n n a  s y s t e m ,  t h e n  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  c o o r -  
d i n a t i o n  o f  t h e  d i r e c t i o n a l  e f f e c t  o f  s u c h  a n  a n t e n n a  w e  f i n d  o n  
t h e  b a s i s  o f  ( 1 . 4 . 1 8 )  a n d  ( 9 . 7 . 5 3 )  t h e  f o r m u l a  

w h e r e  W 1  a n d  W2 a r e  d e t e r m i n e d  j u s t  as b e f o r e .  

The e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  a n d  t h e  n e i g h b o r i n g  b a n d  may b e  
s t u d i e d  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  

( 9 . 7 . 5 6 )  
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i; 

j , ,  = -- C H,,,, jW = __ c H,,, 
4n 4n ( 9 . 7 . 5 7 )  

1 y w h i c h  t h e  p o t e n t i a l s  of  t h e  t o t a l  f i e l d  @ ( e ,  q )  a n d  " ( E ,  q )  a r e  
e p r e s e n t e d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  of  t h e  s - t h  d i s k  a f t e r  a p p l i c a t i o n  
o ( 9 . 7 . 2 1 ) - ( 9 . 7 . 2 3 )  of t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 ) ,  t a k i n g  i n t o  
c c o u n t  ( 9 . 7 . 2 7 ) - ( 9 . 7 . 3 2 )  i n  t h e  r e g i o n  f o r  t h e  p o i n t s  of  w h i c h  > 

rsEs.  The l a w  of t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n -  
i u c e d  o n  t h e  s u r f a c e  of t h e  s - t h  d i s k  may b e  s t u d i e d  b y  u s i n g  t h e  
F o r m u l a s  

i-n w h i c h  i n  c o o r d i n a t e s  of t h e  s - t h  d i s k  when E S  = 0 ( S  = -1 o r  S = 
:I) 

I'he f u n c t i o n s  @ ,  Y w h i c h  a p p e a r  i n  ( 9 . 7 . 5 8 )  a r e  d e t e r m i n e d  b y  e x -  / 5 2 5  
p r e s s i o n s  ( 9 . 7 . 5 5 ) ,  a n d  ( 9 . 7 . 5 6 ) .  I n  p a r t i c u l a r  when S S  = 0 

* n=1.3. .. 
( 9 . 7 . 5 9  1 

as n=1.3, ... 

F o r  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  

t h e  q u a n t i t i e s  A n  and  B n  ( s  = 21) a r e  f o u n d  f r o m  t h e  t r u n c a t e d  s y s -  

t e m s  of  n o r m a l  t y p e  o b t a i n e d  f r o m  ( 9 . 7 . 2 7 ) - ( 9 . 7 . 3 2 )  a f t e r  i n t r o d u c -  
t i o n  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  s y s t e m s  a n d  t h e i r  r i g h t - h a n d  
s i d e s  t h e  r e s p e c t i v e  d e s i g n a t i o n s .  S i n c e  t h e  d e t e r m i n a n t s  o f  t h e  
s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  a r e  e q u a l  

S S 

1 an 0 aa 0 a; 0 az 0 . . .  
ah 1 o a& o a$ o a h . . .  

0 6  1 a33 0 a$ 0 a$ 0 . . .  

5 0 5  



+ + 
a31 0 a33 1 a,& 0 a$ 0 . . .  
0 aG 0 a53 1 ass 0 a , b  . . ,  

ah 0 ass; 0 a$ 1 a$ 0 a h . . .  

Oa71'0 aw 0 am 1 an 0 . . .  
a;t; 0 a& 0 a$ 0 a& 1 a& . . .  
0 a& 0 as3 0 a95 0 az 1 . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . .  

( 9 . 7 .  6 0 )  

- ( - 1 , t l )  + ( + 1 , - 1 )  
a n d  anm = a or r e s p e c t i v e l y  a n m  nm 

, t h e n  a f t e r  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  

w h e r e  anm = anm 
( - 1 , i - l )  ( - 1  , t l )  

a n d  a +  = 6 Am nm n m  
d e s i g n a t  i o n s  x Z ; - ~  = A2i-1, +I Xzi = A G L l ,  

fzi-1 = f2i'-I, f z ,  = f 2 1 - I  9 

czr-l,zj-l czi.21 = 0, i, j 1 ,  2 ..... 

+ I  1 

( -1  -yL (+I -1)  ( 9 . 7 . 6 1 )  
c2i-1.2i a2i-i  j 1 9  Czi,zi-1 = azi-i,zi-i , 

/ 5 2 €  -~ a n d  t h e  a n a l o g o u s  d e s i g n a t i o n s  for s y s t e m  ( 9 . 7 . 2 8 )  

t h e  n o r m a l  f o r m  for s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  w i l l  b e  

m 

x I  + 2 cr ix j=  f r ,  i = 1,2, ... 
/ = I  

By t r u n c a t i o n  o f  ( 9 . 7 . 6 3 )  t h e  f i n a l  s y s t e m  i s  o b t a i n e d  

( 9 . 7 . 6 3 )  

( 9 . 7 . 6 4 )  

+1  
c o n s i s t i n g  o f  2N e q u a t i o n s  w i t h  2N unknowns  A- . n . 1, 3, .... n 
2N . 1, or B i ' ,  n . 1, 3 ,  .... 2N . 1. A s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  of N 

+1  +1  
n n f o r  c o m p u t i n g  A ( o r  B -  ) w i t h  a g i v e n  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  we may 

t a k e  N = [ e ]  + 1; e = maxeS w h e r e  j u s t  as  b e f o r e ,  t h e  b r a c k e t s  d e n o t e  
s=+1 
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_. .. .. . . .. . . 

1 
h e  i n t e g r a l  p a r t  of C. I f  w e  e x c l u d e  from ( 9 . 7 . 6 4 ) ,  o n e  s e r i e s  o f  

nknowns  A+I(A-’) or r e s p e c t i v e l y  B:’(B;’), w e  may o b t a i n  t h e  s y s -  

e m  c o n s i s t i n g  o f  N e q u a t i o n s  w i t h  N unknowns  A L 1 ( A L 1 )  or r e s p e c -  

i v e l y  Bi’(Bil), n = 1, 3,..., 2N - 1. However as a r e s u l t  o f  t h e  

n n  

p e r a t i o n  o f  e x c l u d i n g  t h e s e  s e r i e s  o f  u n k n o w n s ,  t h e  s t r u c t u r e  o f  
h e  m a t r i x  e l e m e n t s  and  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s t e m s  t h u s  
b t a i n e d  i s  s i g n i f i c a n t l y  c o m p l i c a t e d .  

I n  t h e  c a s e  o f  d i s k s  o f  e q u a l  r a d i i  when e+1 = e -1  = e, i n  
y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 ) ,  ( 9 . 7 . 2 8 )  

n t h e  b a s i s  o f  w h i c h ,  s e e k i n g  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  A i 1  a n d  Bfl 
a y  b e  r e d u c e d  t o  s o l v i n g  t h e  i n d e p e n d e n t  s y s t e m s  o f  N e q u a t i o n s  
i t h  N unknowns  

n 

Yfl+  KI anmgm = d n ,  

n = l ,  3 ,..., 2 N - 1 ,  
m-1.3,. . .2N-l 

f w e  s e t  

e s p e c t i v e l y .  

( 9 . 7 . 6 6 )  

( 9 . 7 . 6 7 )  

( 9 . 7 . 6 8 )  

/ 5 2 7  

When e+1 = e-1 = e i f  t h e  d i p o l e  i s  l o c a t e d  a t  p o i n t  0 on  t h e  
x i s  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  d i s k  i n  t h e  g a p  midway b e t w e e n  t h e m ,  t h e n  
-1 0 - 5+1,0 a n d  o n  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  o d d n e s s  o f  t h e  i n d e x  n 
On 
h a t  t h e  i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s  and  C-, w i l l  d i f f e r  f r o m  o n e  

- 
t-ie, r l - 1 ~ 0 )  - - -So,(-ie, r 1 + 1 , 0 ) .  I n  t h i s  case  w e  c a n  e x t a b l i s h  
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a n o t h e r  o n l y  i n  t h e i r  s i g n s ,  i . e . ,  C + 1  = -C-1 .  From ( 9 . 7 . 2 7 )  - 
( 9 . 7 . 3 2 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e n  

( 9 . 7 . 6 9 )  A,. =.,A:' p - A;'. B, = B i l  = - B,' n = 1, 3,t. 

A s  a r e s u l t  s e e k i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  of  A n  a n d  Bn l e a d s  t o  
s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m s  

( 9 . 7 . 7 0 )  

o b t a i n e d  f r o m  ( 9 . 7 . 6 4 )  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  of  t h e  s e r i e s  o f  unknowns  

A;I or B - I  r e s p e c t i v e l y ,  n = 1, 3 , . . . ,  2~ - 1. 

o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  of  s y s t e m  ( 9 . 5 . 1 1 )  
a r e  c o m p l e t e l y  a p p l i c a b l e  t o  ( 9 . 7 . 2 9 ) - ( 9 . 7 . 3 2 )  a s  w e l l .  

n 
The comments  n o t e d  i n  55 o f  t h i s  c h a p t e r  c o n c e r n i n g  c o m p u t a t i o n  

Now l e t  u s  a p p l y  t o  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  t h e  m e t h o d  
o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  , t a k i n g  as  t h e  z e r o  a p p r o x i m a t i o n s  t h e  

v a l u e s  ' A o  = 0 ,  ' B ;  = 0 ,  S = t 1. T h e n ,  f o r  e x a m p l e ,  f r o m  ( 9 . 7 . 2 7 )  

w e  f i n d  
n 

( 9 . 7 . 7 1 )  

Y ~ 

P=1,3. .. . 

/ 5 2  a n d  on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  i t e r a t i o n  p r o c e s s  i s  a c o n v e r g i n g  ~~ 

o n e  

m 

A i = X  ' A ; .  
m= 1 

( 9 . 7 . 7 2 )  

A s  t h e  r e s u l t  t h e  p o t e n t i a l  @ ' ( E ,  q )  o f  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  i s  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 9 . 7 . 7 3  1 

5 0 8  



rn a s i m i l a r  m a n n e r ,  f r o m  s y s t e m  ( 9 . 7 . 2 8 )  w e  f i n d  

S I  B, =cp; 9 

( 9 . 7 . 7 4 )  

( 9 . 7 . 7 5 )  
Y 

m = I  

i nd  t h e  p o t e n t i a l  Y ( c ,  n )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

L e t  u s  e s t a b l i s h  t h e  p h y s i c a l  s e n s e  o f  t h e  q u a n t i t i e s  ( 9 . 7 . 7 1 1 ,  
: n d  ( 9 . 7 . 7 4 ) .  L e t  u s  d e n o t e  t h r o u g h  Q A  a n d  t h e  p o t e n t i a l  f u n c -  

i o n s  by  w h i c h  w e  d e t e r m i n e  t h e  f i e l d  EA, H A  e x c i t e d  b y  t h e  s - t h  

i i s k  ( s  = 2 1) a c t e d  o n  o n l y  b y  t h e  f i e l d  E o ,  H o  of t h e  d i p o l e ,  
r i t h o u t  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  f i e l d  E;, H A ,  
:tattered b y  t h e  - s - t h  d i s k  ( s  = 2 l), a n d  l e t  u s  d e n o t e  t h e m  ( 9 9 ,  
: h a p t e r  1) as  f u n c t i o n s  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  ( t h e  d i f -  

r a c t i o n  f i e l d  EA, H 1  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  c o r r e s p o n d s  

o t h e m ) .  
S 

A c t e d  on  by  t h e  f i e l d  E A s y  H l s  e x c i t e d  b y  t h e  - s - t h  d i s k  

i e l d  E:, H 2  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  of s c a t t e r i n g ,  whose  v a l u e  w i l l  b e  

ind d e t e r m i n e d  by  t h e  f u n c t i o n  Q - s y  1 Y i s y  t h e  s - t h  d i s k  e x c i t e s  t h e  

S 

i e t e r m i n e d  b y  t h e  f u n c t i o n  Q s y  2 y:, o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g .  

t in-  n - 1  
.s a r e s u l t  w e  f i n d  t h a t  u n d e r  t h e  a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  E-s 

i i s k  w i l l  e x c i t e  t h e  s t r a y  f i e l d  E s y  H: o f  t h e  n - t h  o r d e r  o f  s c a t -  

, - S  

n - 1 ) - t h  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  p r o d u c e d  by  t h e  - s - t h  d i s k ,  t h e  s - t h  
n 

n n  
e r i n g ,  d e t e r m i n e d  by  t h e  f u n c t i o n s  Q s y  Y s y  o f  t h e  n - t h  o r d e r  o f  

:tattering, e t c .  The  c o m p l e t e  f i e l d  E,, H s ,  s c a t t e r e d  by  t h e  s - t h  / 5 2 9  
l i s k  t o  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  Q S ,  Y s  c o r r e s p o n d s  may b e  f o u n d  a s  t h e  
;um o f  t h e  f i e l d  o f  a l l  s u c c e s s i v e  o r d e r s  o f  s c a t t e r i n g .  For it 

.. 

E, = E:, H, = 2 H:, 
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The  c o m p l e t e  f i e l d  E’, H I ,  s c a t t e r e d  by  b o t h  d i s k s ,  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h e i r  i n t e r a c t i o n ,  w i l l  b e  e q u a l  t o  

a n d  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  t h r o y g h  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  

If w e  now r e q u i r e  t h a t  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s - t h  d i s k  ( S  = 2 1) 
t h a t  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E o  + E A ,  E: + 

E: + Es 
of  t h e  v e c t o r  E o f  t h e  e l e c t r i c  i n t e n s i t y  o f  t h e  t o t a l  f i e l d  a l s o  
v a n i s h  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  S - t h  d i s k ,  s = 2 11, w e  t h e n  f i n d  t h a t  

n-1 , s i m u l t a n e o u s l y  v a n i s h  ( h e r e  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t s  

n n-1  n n-1 
a l l  f u n c t i o n s  a o  + as, 1 y S , .  1 . ., as + ass , y S  + Y - ~  c o r r e s p o n d  i n g  

t o  t h e m  w i l l  s a t i s f y  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 . 3 . 3 1 )  o n  t h e  s u r f a c e  o f  

t h e  d i s k .  T h e r e f o r e ,  i f  we r e p r e s e n t  t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n s  

a n d  Y s  of t h e  m - t h e  o r d e r  o f  s c a t t e r i n g  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  s e r i e s  
0: m 

( 9 . 7 . 7 7  1 

s m  s m  
t h e n  f r o m  ( 9 . 3 . 3 1 )  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  An a n d  Bn’ Y 

w e  f i n d  e x p r e s s i o n s  w h i c h  a r e  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  ( 9 . 7 . 7 1 )  a n d  

( 9 . 7 . 7 4 1 ,  r e s p e c t i v e l y .  However ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  q u a n t i t i e s  
s m  f r o m  ( 9 . 7 . 7 1 )  a n d  ( 9 . 7 . 7 4 )  o b t a i n e d  on  t h e  b a s i s  o f  t h e  A n  a n d  B n  

f o r m a l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s  t o  /53C 
t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 2 7 )  a n d  ( 9 . 7 . 2 8 )  a r e  s i m p l y  c o e f f i c i e n t s  
o f  s c a t t e r i n g  o f  t h e  m - t h  o r d e r ,  b y  t h e  u s e  o f  w h i c h  we d e t e r m i n e  

t h e  p o t e n t i a l s ‘ o f  t h e  s e c o n d a r y  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  E 
m-th  o r d e r  of s c a t t e r i n g  (s = 2 1, in = 1, 2 , . . . )  w h i c h  a r i s e s  as  a 
r e s u l t  o f  t h e  m u l t i p l e  s u c c e s s i v e  s e c o n d a r y  d i f f r a c t i o n s  o f  w a v e s  
o n  t h e  d i s k s .  F o r m u l a s  ( 9 . 7 . 7 1 )  a n d  ( 9 . 7 . 7 4 )  may b e  a s s u m e d  a s  r e -  
c u r r e n t  r e l a t i o n s h i p s  f r o m  w h i c h  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  s c a t t e r i n g  o f  

m 
s y  s H m  o f  t h e  

5 1  0 

I 
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a r b i t r a r y  o r d e r  a r e  f o u n d  t h r o u g h  a l l  of  t h e  p r e v i o u s  o n e s  a n d  f i n a l l y  
S ‘B1 = . 

‘n t h r o u g h  ‘A1 = f n ,  n 

I n  t h e  case when t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  d i s k s  
i s  much g r e a t e r  t h a n  t h e  w a v e l e n g t h  (ki! > >  i!) a n d  i s  h i g h  i n  com- 
p a r i s o n  w i t h  t h e  r a d i i  of t h e  d i s k s ,  f i n d i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  

r>f An a n d  BS [ ; . e . ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  t o t a l  s e c o n d a r y  f i e l d ,  

p r o d u c e d  b-y t h e  S - t h  d i s k  ( s  = 111 may b e  r e d u c e d  t o  s u m m a t i o n  o f  
t h e  g e o m e t r i c a l l y  d e c r e a s i n g  p r o g r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  ( 9 . 7 . 7 2 )  or 
F r o m  ( 9 . 7 . 7 5 )  a f t e r  m a k i n g  t h e  s u b s t i t u t i o n  i n  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

S 

n 

o f  t h e  s p h e r i c a l  B e s s e l  f u n c t i o n  h:’) ( k Z )  b y  ( - s , s )  ( - s , s )  
nm CY. a n d  B n m  

i t s  e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  a s y m p t o t i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a r g u m e n t .  B a s e d  
s n  t h e  s a m e  s c h e m e  as i n  9 3 ,  C h a p t e r  6 i n  a s i m i l a r  s i t u a t i o n  w e  
f i n d  a p p r o x i m a t e l y  t h a t  E871 

on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  IL2&(-s)&(s)l < 1; 

( 9 . 7 . 7 8 )  

( 9 . 7 . 7 9 )  

The i n t e g r a t i o n  c o n s t a n t s  Cs w h i c h  a p p e a r  i n  ( 9 . 7 . 7 8 )  a n d  ( 9 . 7 . 7 9 )  / 5 3 1  
a r e  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  p r e v i o u s  s c h e m e .  I n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
p r o b l e m  of t h e  d i f f r a c t i o n  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave  ( 9 . 7 . 4 1 )  
w e  w i l l  h a v e  (ki! > >  i!) 

5 1 1  



( 9 . 7 . 8 0 )  

( 9 . 7 . 8 1 )  

w h e r e  L ,  & ( S I ,  B n s ,  a m ,  b n S ,  qs a r e  d e t e r m i n e d  as  a b o v e  b u t  

F o r m u l a s  ( 9 . 7 . 7 8 ) - ( 9 . 7 . 8 1 )  a r e  s u i t a b l e  f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a -  
t i o n  a n d  a n a l y s i s  o f  t h e  d i f f r a c t i o n  f i e l d  when kZ > >  ( 2  i s  a l s o  
h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  r a d i i  o f  t h e  d i s k )  s i n c e  t h e i r  u s e  d o e s  
n o t  i n v o l v e  p r e l i m i n a r y  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  t h e  
s y s t e m s .  T h i s  c a s e  h a s  b e e n  s t u d i e d  m o r e  f u l l y  i n  C871. 

A s  e x a m p l e s ,  o n  F i g u r e  64 we f i n d  t h e  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m  c o n -  
s t r u c t e d  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  H+ a n d  E +  o f  t h e  t o t a l  f i e l d  when t h e  
h o r i z o n t a l  m a g n e t i c  d i p o l e  i s  l o c a t e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  -1 d i s k  
a t  i t s  c e n t e r  [ f o r m u l a s  ( 9 . 7 . 2 7 )  - ( 9 . 7 . 3 2 )  a n d  ( 9 . 7 . 4 9 ) ,  E = 1-1 = 1; 
t h e  p l a n e  0x2, Oxg; t h e  a n g u l a r  c o o r d i n a t e  o f  t h e  d i p o l e  rl-1 = 1). 
The b r o k e n  l i n e  d e n o t e s  t h e  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  
e m i t t i n g  s e l f - c o n t a i n e d  u n i t  s l o t  [-1 d i s k  o f  t h e  d i p o l e  a t  i t s  
c e n t e r ,  q-1 = 11 i n  t h e  a b s e n c e  i n  s p a c e  o f  t h e  +1 d i s k ;  t h e  d o t t e d  
l i n e s  show t h e  d i a g r a m  of  t h e  f u n c t i o n s  H4 a n d  E+ o f  t h e  s e c o n d a r y  
f i e l d  s c a t t e r e d  o n  b o t h  d i s k s  [ t h e  d i p o l e  is a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
-1 d i s k ,  q - 1  = 11. Change  i n  t h e  d i r e c t i o n a l  d i a g r a m s  f o r  t h e  t o t a l  
f i e l d  w i t h  c h a n g e  i n  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  d i s k s  i s  shown o n  
F i g u r e  65  w h e r e  t h e  b r o k e n  l i n e  means  t h e  same a s  o n  F i g u r e  6 4 .  

E l e c t r i c  D i p o l e .  I n  t h i s  ca se  t h e  p r o b l e m  o f  d i f f r a c t i o n  o n  - / 5 3 5  
two c o a x i a l  i n f i n i t e l y  t h i n  c i r c u l a r  d i s k s  may b e  s o l v e d  a c c o r d i n g  
t o  t h e  same s c h e m e  a s  f o r  t h e  m a g n e t i c  d i p o l e l  The e l e c t r o m a g n e t i c  
f i e l d  i s  f o u n d  f o r  t h e  e l e c t r i c  H e r t z  v e c t o r  II f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p  

( 9 . 7 . 8 2 )  
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a b 

I 2 

2 
i g .  6 4 .  The F u n c t i o n s  I H  l 2  a n d  i n  t h e  P l a n e  Oyz 
a l u e s  o f  e+1 = e-1 - - 1, k !  = 3 a n d  t h e  F u n c t i o n s  I E + , I 2 ,  
h e  P l a n e  0x2 ( 2 )  Wi th  t h e  Same 
e s p e c t i v e l y  f o r  t h e  V a l u e s  e+1 = 1, e-1  = 2 a n d  kZ = 3 (b). 

If t h e  H e r t z  v e c t o r  of t h e  p r i m a r y  f i e l d  i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  
3 r m  o f  a sum o f  two v e c t o r s  

e i k R  

R '  
( 9 . 7 . 8 3 )  

hen  t h e  s e c o n d a r y  f i e l d  may b e  a s s u m e d  a s  t h e  r e s u l t  o f  a s u p e r -  
3 s i t i o n  of  t w o  p a r t i c u l a r  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d s ,  o n e  o f  w h i c h  
a r r e s p o n d s  t o  t h e  c a s e  o f  e x c i t a t i o n  o f  t h e  d i s k  b y  a v e r t i c a l  
l e c t r i c  d i p o l e  w i t h  t h e  moment ( 0 ,  0 ,  I p l  c o s  a } ,  a n d  t h e  s e c o n d  
3 t h e  c a s e  o f  e x c i t a t i o n  o f  t h e  d i s k  b y  t h e  h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  
< p o l e  w i t h  t h e  moment { I p I  s i n  ct 0 ,  0 )  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  
0 t h  d i p o l e s  a r e  f o u n d  a t  o n e  a n d  t h e  same p o i n t  P on  t h e  a x i s  o f  
D t a t i o n  o f  t h e  d i s k s .  T h e r e f o r e ,  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  f o r  a n  
r b i t r a r y i l y  o r i e n t e d  e l e c t r i c  d i p o l e  may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
- 3 l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s  o f  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  of t h e  v e r -  
i c a l  a n d  h o r i z o n t a l  d i p o l e s  o n  two d i s k s .  The f i r s t  o f  t h e s e  
r o b l e m s  w a s  s o l v e d  i n  § 5  o f  t h i s  c h a p t e r .  

I n  t h e  c a s e  o f  a h o r i z o n t a l  e l e c t r i c  d i p o l e  t h e  H e r t z  v e c t o r  
o f  t h e  t o t a l  f i e l d  i s  s o u g h t  i n  t h e  form 

h e r e  

( 9 . 7 . 8 4 )  

/ 5 3 3  
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On t h e  b a s i s  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  i n  ( 9 . 3 . 8 )  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  w i l l  b e  e x p r e s s e d  t h r o u g h  CJ a n d  Y i n  o n e  o f  

t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  o f  t h e  o b l a t e  
a b s p h e r o i d s  b y  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 9 . 3 . 1 8 )  

i f  i n  ( 9 . 3 . 1 8 )  w e  f i r s t  s u b s t i t u t e  E ,  
a n d  E +  b y  H, a n d  fl+, r e s p e c t i v e l y ,  a n d  
s u b s t i t u t e  --E for 1-1. 

The f u n c t i o n s  CJ a n d  Y d o  n o t  d e p e n d  
on  t h e  a z i m u t h  a n g l e s  9 .  J u s t  a s  i n  t h e  
c a s e  o f  a m a g n e t i c  d i p o l e  t h e y  m u s t  b e  
t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  
w i t h  t h e  a z i m u t h  number  m = 0 o r  m = 1, 
r e s p e c t i v e l y ,  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n  
o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y  a n d  t h e  g i v e n  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  s u r f a c e  o f  
e a c h  d i s k .  I n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
s - t h  d i s k  t h e s e  c o n d i t i o n s  h a v e  t h e  f o r m  

9 E, = 0, s =- * 1, 
( 9 . 7 . 8 5 )  

- ~~ 

F i g .  6 5 .  The  F u n c t i o n s  

( a )  a n d  IE+I2 i n  t h e  
IH+l2 i n  t h e  P l a n e  Oyz 

P l a n e  O x z  ( b )  a s  a F u n c -  c,c% 'I, 1/ 1 Aq; 
t i o n  o f  kZ When c+1 = 

(b(E,q) = -c, 
ay(,w 

aE, 
kZ = 3 ( 1 ) ,  3 . 5  7r 

( 2 ) ,  57r ( 3 ) ;  5 0 1 ~  ( 4 ) .  w h e r e  Cs r e p r e s e n t s  c o n s t a n t s  r e q u i r i n g  / 5 3 1 1  

e d g e s  o f  t h e  d i s k s  t h e  unknown f i e l d  m u s t  s a t i s f y  t h e  M e i x n e r  c o n -  
d i t i o n  w h i c h  a l s o  i n  t h i s  c a se  may b e  d e s c r i b e d  b y  f o r m u l a  ( 9 . 7 . 2 5 ) .  

d e t e r m i n a t i o n  i n  t h e  f u t u r e .  A t  t h e  

I n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  d i s k  t h e  p o t e n t i a l  O ( < ,  q )  o f  
t h e  p r i m a r y  d i p o l e  f i e l d  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by t h e  s e r i e s  

( 9 . 7 . 8 6 )  

( 9 . 7 . 8 7 )  
s=-L 1 
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. .._ . .. . ... 

i e r e  

( 9 . 7 . 8 8 )  
m 

ys = C 6; ~ 1 3 , ’  (-- ic,, i E , )  S , ,  (-- ic,? qS). 
n=O 

; i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 )  f r o m  ( 9 . 7 . 8 5 )  f o r  t h e  c o e f f i -  
i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  a; a n d  bg w e  f i n d  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  
i n e a r  e q u a t i o n s  f r o m  w h i c h  w e  i m m e d i a t e l y  f i n d  t h a t  

a ; = b ; = O  w i t h  o d d  v a l u e s  o f  n. 
( 9 . 7 . 8 9 )  

- t e r  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  unknowns  a s  a n d  b z  w i t h  t h e  new unknowns  n 
S 

a n d  B n  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  
2 

as, = R&’(-ic,,iO)A;, n = o ,  2, ...) 
b $ = R ~ ~ ) ’ ( - i c , , i O ) B ~ ,  n =2, 4 ,..., ( 9 . 7 . 9 0 )  

/ 5 3 5  S S 
lr t h e  unknowns A B n  w e  f i n d  t h e  s y s t e m s  n’ 

( 9 . 7 . 9 1 )  

v p & s . S ) ~ - s  ._ s E t -  * m - T n ,  n -  2, 4,  ... ; s = I ,  
m=2.  4 , .  . . ( 9 . 7 . 9 2 )  

I t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

1-1d w i t h  r i g h t - h a n d  s i d e s  

( 9 . 7 . 9 3 )  

( 9 . 7 . 9 4  1 

( 9 . 7 . 9 5 )  

5 1 5  
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T h e  d e t e r m i n a n t s  o f  t h e  s y s t e m s  ( 9 . 7 . 9 1 )  and  ( 9 . 7 . 9 2 )  may b e  w r i t t e n  
i n  t h e  f o r m  

1 a, 0 a, 0 as 0 a; 0 a, 

a$ 1 a,$ P ct$ 0 a& 0 a& 0 

0,  a ,  1 a;; 0 a, 0 a% 0 a, 

a& 0 a& 1 a& 0 a& 0 a$ 0 

0 a,  0 a, 1 a,  0 a, 0 a,  

a$, 0 a& 0 a& 1 a& 0 a& 0 

0 a,  0 a, 0 a, 1 a, 0 a, 

a& 0 a& 0 a& 0 a& 1 a& 0 

a& 0 a& 0 a& 0 a t  0 a& 1 
0 aG 0 a,  0 a, 0 a& 1 a,  

. . . . . . . . . . 

. ' .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

( 9 . 7 . 9 7 )  

i n  s y s t e m  ( 9 . 7 . 9 1 )  a n d  t h e  d e s i g n a t i o n s  

+I + I  
XZi+l = B 2 i + 2 ,  f z i + l  = ( ~ 2 1 + 2 .  

-Yzi+z = B27-i-2, /.,[+a = cp21+2, 
-1 

- p ' f ! )  (+1,--1) ( 9 . 7 . 9 9 )  C z i + l . z i + z  - 21+2,21+2, C z l + 2 , z j + l  = 2i+2.2/+2* 

C z i + l . z j + l  = c , i + z , z i + l  = 0; i,j = 0, I ,  2, ... , 
i n  s y s t e m  ( 9 . 7 . 9 2 ) ,  b o t h  s y s t e m s  a r e  w r i t t e n  i n  n o r m a l  f o r m  

ro 

x l +  2 c i l x j  = f i ,  i = 0, I ,  ... 
j =O 

( 9 . 7  . l o o >  
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j s t e m s  ( 9 . 7 . 9 1 )  a n d  ( 9 . 7 . 9 2 )  w h i c h  a r e  s i m i l a r  t o  s y s t e m s  (9 .7 .2 ' 7 )  
i d  ( 9 . 7 . 2 8 )  h a v e  a u n i q u e  s o l u t i o n  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  

W 

~ ' x ~ 1 2 c c o *  
n= o 

I t  may b e  f o u n d  b-y t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  

For a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  

- A:' a n d  B k l  a r e  f o u n d  f r o m  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s  n 
2N 

Xi f 2 C i j X j  - - f i t  i = O ,  1, ..., 2N, 
/=-0 

( 9 . 7  .loll 

~ t a i n e d  f r o m  ( 9 . 7 . 1 0 0 ) ,  w h e r e  a s  t h e  o r i g i n a l  v a l u e  o f  N w e  c a n  

: k e  N = [el t 1, e = max es. 
s=+1  

The c a s e s  w h i c h  l e a d  t o  a d e c r e a s e  i n  t h e  o r d e r  of s y s t e m  
-3 .7 .101)  a n d  t o  a s i m p l i f i c a t i o n  of t h e  c o m p u t a t i o n a l  f o r m u l a s  
'y b e  s t u d i e d  as  b e f o r e .  

58. S c a t t e r i n g  o f  an  Ob1 i q u e l y  I n c i d e n t  E l e c t r o m a g n e t i c  
Nave on Two C o a x i a l  C i r c u l a r  D i sks .  

The p r o b l e m  o n  s c a t t e r i n g  o f  a p l a n e  e l e c t r o m a g n e t i c  wave 
i l i q u e l y  i n c i d e n t  o n  two  c o a x i a l  i d e a l l y  c o n d u c t i n g  i n f i n i t e l y  
i i n  c i r c u l a r  d i s k s  of r a d i i  p - 1  = a-1 a n d  p t l  = a t 1  c a n  b e  c o n v e n i -  

; w i t h  o r i g i n s  a t  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  d i s k s  a n d  w i t h  f o c a l  d i s -  
Lnces fs = a s ,  s = - + 1. 

i t l y  s o l v e d  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  o b l a t e  s p h e r o i d  < s ,  Q S ,  / 5 3 7  

If t h e  p h a s e  o f  t h e  wave (9.4.1) i s  d e t e r m i n e d  a t  a n y  p o i n t  
- 1 a t i v e  t o  i t s  v a l u e  o f  p o i n t  0 l y i n g  o n  t h e  a x i s  o f  t h e  d i s k s  
idway b e t w e e n  t h e  d i s k s  ( p o i n t  0 i s  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  
? s t e m  O X ~ Z ,  F i g .  6 6 ) ,  t h e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  d i s k  
i e  e q u a t i o n  of  t h e  i n c i d e n t  wave ( 9 . 4 . 1 )  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

i e r e ,  a s  b e f o r e ,  E = 

i n n e c t i n g  The c e n t e r  o f  t h e  s - t h  d i s k  Os w i t h  p o i n t  0 ;  rs i s  t h e  
3 d i u s  v e c t o r  o f  t h e  o b s e r v a t i o n  p o i n t .  The d i s k s  a r e  l o c a t e d  a t  

i t h  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  c o n s t a n t s  E ,  a n d  c o n d u c t i v i t y  0 = 0 
2 = k o G ,  k o  = W / C O ) .  The v e c t o r  n f o r m s  a n  a n g l e  ct w i t h  t h e  
~ s i t i v e  d i r e c t i o n  of  t h e  a x i s  Oz ( t h e  a x e s  Oz o f  t h e  c o o r d i n a t e  
y s t e m s  c o i n c i d e  w i t h  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  o f  t h e  d i s k  $ S  = $, S = 

] E ' (  = c o n s t ,  a n d  r o s  i s  t h e  r a d i u s  v e c t o r  

d i s t a n c e  2 f r o m  o n e  a n o t h e r  i n  a u n i f o r m  i s o t r o p i c  u n b o u n d e d  s p a c e  

1) a n d  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  p l a n e  O x z .  T h e r e f o r e  i n  ( 9 . 8 . 1 )  
ires) s Z o  C O S  ct, s = 2 1, Z o  = 2 / 2 ,  b u t  (n r , )  = x s s i n a  + zscosc t .  
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J u s t  as i n  94 o f  t h i s  c h a p t e r  w e  c a n  l o o k  a t  two  cases  o f  p o l a r i z a -  
t i o n  o f  t h e  wave ( 9 . 8 . 1 ) :  t h e  c a s e  when E o  1 p l .  0x2 a n d  t h e  c a s e  

when E o  11 p l .  0x2. T O  t h e s e  
t h e r e  c o r r e s p o n d  t h e  e l e c t r i c  
H e r t z  v e c t o r s  ( 9 . 4 . 5 )  a n d  ( 9 . 4 . 6 1 ,  
r e s p e c t i v e l y ,  w i t h  f u n c t i o n s  Y 
t a k e n  f r o m  ( 9 . 8 . 1 ) .  

The t o t a l  f i e l d  i s  d e t e r -  / 5  
m i n e d  b y  t h e  f o r m u l a s  i n  ( 9 . 4 . 7 )  ~ 

w r i t t e n  i n  o n e  o f  t h e  c o o r d i n a t e  

s y s t e m s  (8 = ?io + Z ’ ) .  
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  f i e l d  

s c a t t e r e d  on  t h e  d i s k  i s  d e t e r -  
+ l  - m i n e d  t h r o u g h  t h e  v e c t o r  I[ - 

{=&,  II;, 0) ( i t  i s  p a r a l l e l  t o  
t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  d i s k s  a n d  

F i g .  6 6 .  D i f f r a c t i o n  o f  a ili i 0 (II; 3 0 )  i n  t h e  case  o f  
P l a n e  Wave W i t h  O b l i q u e  p o l a r i z a t i o n  s u c h  as  ( 9 . 4 . 5 )  or 
I n c i d e n c e  o n  Two C o a x i a l  111 E 0 ( i l l  0 )  i n  t h e  c a s e  o f  
C i r c u l a r  D i s k s .  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  f i e l d  s u c h  

a s  ( 9 . 4 . 6 ) ) .  

I n  m a t h m e t i c a l  f o r m u l a t i o n  t h e  d i f f r a c t i o n  p r o b l e m  c o n s i s t s  
o f  s e e k i n g  t h e  p o t e n t l a l s  H i ,  II; of  t h e  s t r a y  f i e l d  w h i c h  s a t i s f y ,  
i n  t h e  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  d i s k ,  t h e  homogeneous  s c a l a r  wave H e l m -  
h o l t z  e q u a t i o n ;  on t h e  s u r f a c e  o f  e a c h  o f  t h e  d i s k s  ( E s  = 0 ,  s = 21) 
t h e y  s a t i s f y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 . 4 . 1 0 1 ,  a n d  a t  their e d g e s  
(6s - - 0 ,  ns = 0 ,  s = 11, t h e y  s a t i s f y  t h e  M e i x n e r  c o n d i t i o n s  
( 9 . 4 . 1 1 )  a n d  t h e  s u p p l e m e n t a r y  c o n d i t i o n  o f  r a d i a t i o n  a t  i n f i n i t y .  

J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  o n e  d i s k  t h e  s t r a y  f i e l d + i s  d i v i d e d  i n t o  
two  p a r t s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h z  v e c t o r  II1 = {II, x, 
= 1  
t h i y ’  

0) a n d  t h e  s e c o n d  p a r t  b y  t h e  v e c t o r  r[2 = CI12x, I12y ,  0 1  s u c h  

+ n1 =%, +&, 

-f 
O f  t h e  v e c t o r  II1 w e  r e q u i 5 e  t h a t  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  d i s k  (or 
t o g e t h e r  w i t h  t h e  v e c t o r  I I o  o f  t h e  p r i m a r y  f i e l d )  t h a t  i t  s a t i s f y  
c o n d i t i o n  ( 9 . 4 . 1 3 )  

( 9 . 8 . 2 )  

Then c o n d i t i o n  ( 9 . 4 . 1 0 1 ,  when S S  = 0 ,  s = + 1, w i l l  b e  s a t i s f i e d  
o n l y  by  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  I I 2 .  

-+ 

5 1 8  



When E O 1  p l .  0x2, t h e n  i n  l o c a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  S - t h  d i s k  
lr t h e  p r i m a r y  f i e l d  w e  f i n d  t h e  e x p a n s i o n  ( 9 . 4 . 1 4 )  t o  b e  v a l i d  

R , j  = 0 ) .  I f  a l s o  p l .  O x z ,  t h e n  i n  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s - t h  
i S k  

( 9 . 8 . 4 )  

-+ 
L e t  u s  f i r s t  f i n d  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  K1. 

D e p e n d i n g  on t h e  t y p e  o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  wave 
-+ 

h e  v e c t o r  IT1 i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  

n l  y x  = 0 )  or i n  t h e  f o r m  

( 9 . 8 . 5 )  

( 9 . 8 . 6 )  

K ~ , Y  = 0 ) .  U s i n g  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 )  f r o m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
9 . 8 . 2 )  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  agn a n d  bgn o f  s e r i e s  ( 9 . 8 . 5 )  a n d  
9 . 8 . 6 ) ,  we f i n d  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  of  n o r m a l  
y p e  whose  r i g h t  h a n d  s i d e s  a n d  m a t r i x  e l e m e n t s  ( o t h e r  t h a n  t h e  d i -  

: g o n a l  o n e s ,  e q u a l  t o  u n i t y )  w i l l  c o n t a i n  a s  t h e  c o e f f i c i e n t  t h e  

- u n c t i o n  R 

t ' h e r e f o r e  f r o m  t h e  s y s t e m  we i m m e d i a t e l y  f i n d  t h a t  f o r  odd  v a l u e s  
I f  ( n  2 m) 

(-ic io), e q u a l  t o  z e r o  for odd v a l u e s  o f  ( n  2 m). ( 1 )  
I m b  S Y  

/ 5 3 9  

( 9 . 8 . 7 )  

5 1 9  



S If i n  t h e  s y s t e m s  f o r  a 
knowns  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a s  

a n d  b:n w e  make t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  u n -  mn 

( 9 . 8 . 8 )  

S t h e n  f r o m  t h e m  f o r  t h e  new unknown q u a n t i t i e s  A 

t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  

a n d  BS w e  f i n d  m n  m n  

s = + l ,  lm14nn, n = 0 ,  1 , . . a ,  

9=lm I 

w i t h  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  

a n d  w i t h  t h e  f r e e  t e r m s  

( 9 . 8 . 9 )  

( 9 . 8 . 1 0 )  

( 9 . 8 . 1 1 )  

( 9 . 8 . 1 2 )  

A f t e r  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  d e s i g n a t i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  u s e d  i n  
5 ,  C h a p t e r  7 f o r  s y s t e m s  ( 7 . 3 . 9 )  a n d  ( 7 . 3 . 1 0 1 ,  s y s t e m  ( 9 . 8 . 9 )  w h i c h  
i s  i d e n t i c a l  t o  s y s t e m  ( 9 . 8 . 1 0 ) ,  may be  r e d u c e d  t o  t h e  n o r m a l  form 
of ( 7 . 3 . 1 7 )  w i t h  a d e t e r m i n a n t  s u c h  as  ( 7 . 3 . 1 4 ) .  The  v a l u e s  o f  t h e  

s -  unknowns  A - S for e a c h  m a r e  f o u n d  b y  t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n .  mn - Bmn 

I n  . t h e  c a s e  o f  n o r m a l  i n c i d e n c e  o f  t h e  p l a n e  wave ( 9 . 8 . 1 )  o n  
S s -  = 0 ,  i f  m # 0 .  Then  f m n  - ‘ m n  t h e  d i s k s  when cz = 0 ( o r  cz = II), 

( 9 . 8 . 1 3 )  

5 2 0  



i t h i s  c a s e  

n. 
s=?I n=O , 2 ,... 

or t h e  p r i m a r y  f i e l d  

X 
2EeiSk10 inSon (-its, 1) n: = n; = 

ka Y Non (- ic,) 
n=o 

( 9 . 8 . 1 4 )  

( 9 . 8 . 1 5 )  

h e  i n f i n i t e  s y s t e m  o b t a i n e d  h e r e  f r o m  ( 9 . 8 . 9 )  [or ( 9 . 8 . 1 0 ) ]  f o r  

h e  unknowns  A i s  i d e n t i c a l  t o  t h a t  s t u d i e d  i n  c 8 6 ,  8 7 3 .  S 

n 
S Amn a n d  BS By d e t e r m i n i n g  w e  h a v e  c o m p l e t e l y  s o l v e d  t h e  p r o -  mn 

l e m  o n  s e e k i n g  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  s t r a v  f i e l d .  
+ 

The  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  II2 i s  s o u g h t  a s  a f u n c t i o n  / 5 4 1  
f t h e  t y p e  o f  p o l a r 2 z a t i o n  o f  t h e  i n c i d e n t  wave i n  t h e  f o r m  

= 0 )  or i n  t h e  f o r m  n 2 , x  

( 9 . 8 . 1 6 )  

( 9 . 8 . 1 7 )  

= 2 > Y  - - 0 ) .  

- S  The c o e f f i c i e n t s  a a n d  b i :  o f  t h e  s e r i e s  a r e  f o u n d  i n  t h e  

o l l o w i n g  m a n n e r .  J u s t  a s  i n  t h e  c a s e  o f  o n e  d i s k  t h e  f u n c t i o n  CJ 
rom ( 9 . 4 . 1 0 )  ( E s  = 0 ,  s = 2 1) i s  f i r s t  e x p a n d e d  o n  t h e  s u r f a c e  

m n  

~f t h e  s - t h  d i s k  i n t o  a s e r i e s  o f  c y l i n d r i c a l  wave f u n c t i o n s  

( 9 . 8 . 1 8 )  

5 2 1  



( i n  l o c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s  p s y  $ s  = (p w i t h  t h e  c e n t e r  a t  O s ,  s = 
t 1). T h e n  (9.8.18) 2 s  s u b s t l t u t e d  i n t o  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 . 4 . 1 0 )  
(when S s  = 0 ,  S = 2 1). As a r e s u l t  w e  o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  

m=-m 
( 9 . 8 . 1 9 )  

( 9 . 8 . 2 0 )  

( 9 . 8 . 2 1 )  

A f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  t h e  l e f t - h a n d  s i d e s  o f  ( 9 . 8 . 1 9 )  a n d  ( 9 . 8 . 2 0 )  
t h e  p o t e n t i a l s  l l 2 , ~  a n d  l T 2 , x  by  t h e i r  e x p a n s i o n s  ( 9 . 8 . 1 6 )  a n d  
( 9 . 8 . 1 7 )  a n d  a p p l y r n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 )  for t h e  c o e f -  

f i c i e n t s  as a n d  w e  o b t a i n  i n f i n i t e  s y s t e m s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  / 5 4  

f r o m  w h i c h ,  j u s t  a s  i n  s e e k i n g  IT1, w e  i m m e d i a t e l y  f i n d  t h a t  
4- 

mn 

If i n  t h e s e  s y s t e m s  w e  make t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  unknowns  a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o r m u l a s  

t h e n  €or t h e  new unknown xzn a n d  5' w e  f i n d  t h e  i n f i n i t e  s y s t e m s  mn 

( 9 . 8 . 2 4 )  

( 9 . 8 . 2 5 )  
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a s  i n  ( 9 . 8 . 9 )  ( - s , s )  
mnq w i t h  t h e  same v a l u e s  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a 

a n d  ( 9 . 8 . 1 0 )  a n d  w i t h  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  

w h e r e  

( 9 . 8 . 2 6 )  

( 9 . 8 . 2 7 )  

The  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  ( 9 . 8 . 2 6 )  c o n t a i n  t h e  s t i l l  u n d e t e r m i n e d  

q u a n t i t i e s  xm a n d  y m ,  s = 2 1. 

M e i x n e r  c o n d i t i o n  ( 9 . 4 . 1 1 ) ,  E s  = q S  = 0 ,  s = 2 1, w r i t t e n  f o r  t h e  

t o t a l  s t r a y  f i e l d  8'. 
p r o b l e m  of  p o l a r i z a t i o n  of  a n  i n c i d e n t  f i e l d  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  
i n t o  ( 9 . 4 . 1 1 )  
( 9 . 8 . 1 6 ) ,  on  t h e  b a s i s  o f  a d d i t i o n  t h e o r e m  ( 5 . 5 . 1 8 )  w e  f i n d  t h e  
r e l a t i o n s h i p  

S S T h e s e  may b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  

I n  t h e  f i r s t  of t h e  c a s e s  e x a m i n e d  i n  t h e  

( 5 ,  = os - - 0 ,  s = 2 1) o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 8 . 5 )  a n d  

( 9 . 8 . 2 8 )  

a n d  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  a f t e r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  ( 9 . 4 . 1 1 )  o f  e x p r e s -  / 5 3  
s i o n s  ( 9 . 8 . 6 )  a n d  ( 9 . 8 . 1 7 1 ,  w e  f i n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  

( 9 . 8 . 2 9 )  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  t o  s y s t e m s  ( 9 . 8 . 2 4 )  a n d  ( 9 . 8 . 2 5 1 ,  
' l a v i n g  t h e  same s t r u c t u r e  a s  ( 9 . 8 . 9 )  a n d  ( 9 . 8 . 1 0 ) ,  may b e  w r i t t e n  
; n  t h e  f o r m  

( 9 . 8 . 3 0 )  

a n d  8 z n  a r e  s x p r e s s i o n s  t h a t  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  S S S 

m n y  'mn' Ymn * h e r e  c1 

5 a n d  y s  ( i n  p r a c t i c e  t h e  v a l u e s  of t h e s e  e x p r e s s i o n s  f o r  e a c h  m 
nay b e  f o u n d  w i t h  a n y  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  f r o m  ( 9 . 8 . 2 4 )  a n d  ( 9 . 8 . 2 5 )  
i y  s o l . v i n g  t h e  t r u n c a t e d  s y s t e m s  o b t a i n e d  f rom t h e m ) .  A f t e r  s u b -  
G t i t u t i o n  of ( 9 . 8 . 3 0 )  i n t o  ( 9 . 8 . 2 8 )  or, r e s p e c t i v e l y ,  i n t o  ( 9 . 8 . 2 9 )  

-or d e t e r m i n i n g  x a n d  zj w e  o b t a i n  t h e  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  

S 

m m 

S S 

m m' 



w h e r e  

b y  t h e  s o l u t i o n  o f  w h i c h  w e  f i n d  

( 9 . 8 . 3 3 )  

( 9 . 8 . 3 4 )  

i s  
( 9 . 8 . 3 5 )  y;Tl = ~ x,n, s = It_ 1. 

cos a 

I n  t h e  same m a n n e r  w e  f u l l y  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  unknowns  / 5 4 4  
+ -S -S Amn a n d  Bmn a n d  t h r o u g h  t h e m  t h e  s e c o n d  p a r t  o f  t h e  s t r a y  f i e l d  112 

a s  w e l l  for b o t h  cases o f  p o l a r i z a t i o n  o f  t h e  wave ( 9 . 8 . 1 ) .  

W i t h  normal i n c i d e n c e  of  t h e  wave ( 9 . 8 . 1 )  o n  t h e  d i s k s  when 
S s = 1- 1. T h e r e f o r e  a = o ( 0 1  = T r ) ,  xm s -  - y, = 0 ,  if m # 0 ,  xo = - i y o ,  S S 

-s - 
2 -  on - Bf = A, ,  s = + 1, 

a n d  

5 2 4  

If a # 0 ( a  # T ) ,  t h e n  f o r  t h e  t o t a l  s t r a y  f i e l d  

rI: = n1 .x  + r I % X  = 2E x 
k2 cos a 

m tl 

s=*l n=O m=-n 

( 9 . 8 . 3 6 )  

( 9 . 8 . 3 7 )  



I-I; = n,,, + rIz,g =- 2E x 
k2 

( 9 . 8 . 3 8 )  

!hen E O 1  p l .  011:~ ( n &  =  TI^,^ + n2,11: 5 0 ) .  

If a = O ( a  = T ) ,  t h e n  n&- 3 K h .  

The c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r s  E l ,  H 1  o f  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  
c a t t e r e d  on  t h e  d i s k s  a t  a n y  p o i n t  o u t s i d e  t h e  d i s k s  a r e  f o u n d  
rom t h e  r e l a t i o n s h i p s  I n  ( 9 . 4 . 7 )  w h i c h  a r e  w r i t t e n  i n  o n e  of t h e  
o o r d i n a t e  s y s t e m s .  

I n  t h e  case  when E o \ \  p l .  Oxz, i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  wave 
a n d  a n d  t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  0 ,  C$J w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  

h e r e  t h e  a m p l i t u d e  f u n c t i o n s  a r e  e q u a l  t o  

( 9 . 8 . 3 9 )  

cos 0 cos 'F 
cos a 

e y i s k l o C O S 0  x $(O, cp; a)  == 2 

( 9 . 8 . 4 0 )  

( 9 . 8 . 4 1 )  

The v a l u e  o f  t h e  b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  ( i n  t h e  d i r e c -  
i o n  o f  t h e  s o u r c e :  9 = 71 - a ,  C$J = 0 )  for t w o  d i s k s  may b e  c o m p u t e d  
rom t h e  f o r m u l a  

( 9 . 8 . 4 2 )  

/ 5 4 5  
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w h e r e  
S,(n-a,  0; a) = - 2 eisklocosa (- i)" x 

X ( B L  + EL) R{Aln(-icS, iO)Sm,,(-ics,  cosa). 

When a = 0 

s = f l  n=0.2,. . . 

( 9 . 8 . 4 3 )  

( 9 . 8 . 4 4 )  

U s i n g  t h e  a d d i t i o n  t h e o r e m  a n d  t h e  r e l a t i o n s h i p s  ( 9 . 8 . 1 0 )  - 
( 9 . 8 . 1 2 1 ,  ( 9 . 8 . 2 5 )  - ( 9 . 8 . 2 7 )  w e  c a n  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  
p o t e n t i a l  Ilx of t h e  t o t a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  n e a r  t h e  s - t h  d i s k  

Q f l  

n, = 2E ( B L f  BLl) x 
n=O m=-n 

k2 cos a 

(2 > f s S s ) .  U s i n g  9 . 8 . 4 5 )  f r o m  ( 9 . 4 . 3 4 )  a n d  (1.1.7) w e  f i n d  t h e  / 5 4  
l a w  f o r  t h e  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  s u r f a c e  c u r r e n t s  i n d u c e d  o n  t h e  
s - t h  d i s k :  

- 

w h e r e  

-- 

( 9 . 8 . 4 6 )  

( 9 . 8 . 4 7 )  
N=O m=--n 

5 2 6  

I 



I n  t h e  case  when E O 4  p l .  Oxz, i n  t h e  v i c i n i t y  f o  t h e  wave b a n d  i n  
t h e  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s  r ,  0 ,  @ w i t h  t h e  o r i g i n  a t  p o i n t  0 

(9.8.48) 

(9.8.50) 

I'he v a l u e  o f  t h e  b a c k  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  ( 0  = T - a ,  @ = 0 )  
i s  f o u n d  a c c o r d i n g  t o  t h e  formula 

(9.8.51) 4n I&(n - a, 0; u)12, 
( J B =  k2 

w h e r e  

s=+ I n=0.2 .  ... 

(9.8.52) 

/547 

(9.8.53) 

J u s t  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e  w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  for t h e  p o t e n t i a l  
IIy o f  t h e  t o t a l  f ? e l d  n e a r  t h e  s - t h  d i s k  

.- 
n=O m=-I 
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by the use of whlch we f?nd, in turn, from ( 9 . 4 . 3 5 )  and ( 1 . 1 . 7 )  the 
law of density dlstribution of surface currents on the s-th disk: 

where 

( 9 . 8 . 5 5 )  

n=O m=-n 

5 2 8  
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